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人 类 的 文明 进步 和 社会 发 展 ， 无 时 无 刻 不 受 到 数学 的 恩惠 和 影响 ， 数 
学 科学 的 应 用 和 发 展 牢固 地 奠定 了 它 作为 整个 科学 技术 乃至 许多 人 文学 科 
的 基础 的 地 位 当今 时 代 ， 数 学 正 突破 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 
知识 领域 渗透 ， 它 和 其 他 学 科 的 交互 作用 空前 活跃 ， 越 来 越 直 接地 为 人 类 
物质 生产 与 日 贡生 活 作出 贡献 ， 也 成 为 其 税 握 者 打开 众多 机 会 大 门 的 钥 古 


高 等 代数 起 源 于 坐标 几 人 |， 它 反 过 来 又 推动 了 高 维 几何 的 形成 与 发 展 . 
数学 思想 的 自如 应 用 、 数 学 研究 的 准确 抽象 、 数 学 逻辑 的 严格 推理 、 数 学 
思考 的 巧妙 方法 、 数 学 符号 的 热 练 演算 等 对 数学 人 才 的 要 求 使 高 等 代数 成 
为 数学 训练 的 重要 基础 课程 . 


本 书 以 线性 空间 为 主线 展开 高 等 代数 的 内 容 ， 将 抽象 的 代数 概念 与 百 
观 的 几何 形象 有 机 地 结合 起 来 ， 从 而 有 助 于 读者 形成 一 条 清晰 的 思路 ， 更 
好 地 和 掌握 抽象 的 概念 ， 理 解 问题 的 本 质 ; 同时 ， 无 论 是 行列 式 的 引进 ， 还 
是 关于 标准 型 、 线 性 方程 组 的 一 般 理 论 知识 介绍 ， 作 者 都 注重 数学 思想 方 
法 的 传授 和 对 学 生 能 力 的 培养 . 
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本 书 是 普通 高 等 教育 “十 五 ”、“ 十 :; 
一 五 ”、“ 十 二 五 ”国家 级 规划 教材 . 

全 书 以 线性 空间 为 纲 ， 在 线性 空间 的 : 
框架 下 展开 高 等 代数 的 主要 内 容 ， 内 容 包 
括 : 行列 式 、 和 矩阵 、 线 性 空间 和 线性 变 : 
换 、 多 项 式 、 特 征 值 、 相 似 标 准 型 、 二 : 
次 型 、 内 积 空 s 间 和 双 线性 型 等 .本 书 力求 
深入 浅 出 ， 在 介绍 抽象 的 数学 概念 时 交代 : 
其 来 龙 去 脉 ,在 讲解 精妙 的 数学 方法 时 不 
忘 交代 其 思路 . 书 中 还 有 大 量 精 选 的 例题 和 “: 
习题 . : 
本 书 是 高 等 学 校 数学 系 的 教材 ， 也 适 : 
合 统计 系 、 理 工科 各 系 ， 以 及 经 济 、 管 : 
理 类 专业 的 学 生 、 研 究 生 和 教师 参考 . 


第 三 版 前 言 


本 书 的 第 二 版 作为 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 于 2007 年 出 版 以 
来 , 得 到 了 广大 读者 的 关心 和 肯定 . 在 7 年 来 的 教学 实践 过 程 中 , 我 们 陆续 收 到 了 
兄弟 院 校 的 同行 专家 以 及 学 生 们 的 各 种 意见 和 建议 , 遂 以 此 为 契机 开始 教材 的 再 
次 修订 . 

本 书 的 第 三 版 完全 保持 了 第 二 版 原 有 的 框架 和 体系 , 但 在 以 下 几 个 方面 做 了 
进一步 的 修改 和 完善 . 首先 , 更 正 了 第 二 版 中 出 现 的 错误 和 不 当 之 处 , 并 对 某 些 重 
要 章节 的 叙述 顺序 和 展开 方式 进行 了 适当 的 调整 , 使 之 更 符合 本 书 “ 倡 导 启 发 式 
教学 ”的 主导 思想 . 其 次 , 每 一 章 都 增加 了 相当 数量 的 复习 题 , 并 在 本 书 的 最 后 添 
加 了 关于 重要 概念 和 定理 的 名 词 索 引 以 及 相关 的 参考 文献 , 这 将 使 读者 能 更 有 效 
地 利用 本 书 进行 学 习 . 最 后 , 在 第 九 章 增加 了 矩阵 奇异 值 分 解 的 内 容 , 并 强调 了 和 拢 
阵 分 解 的 相关 计算 等 . 

在 编者 看 来 , 学 好 高 等 代数 的 方法 应 该 是 “深刻 理解 几何 意义 ; 熟练 掌握 代数 
方法 ; 强调 代数 与 几何 之 间 的 相互 转换 和 有 机 统一 ”, 而 这 也 正 是 本 书 编写 的 一 条 
主线 . 这 种 高 等 代数 的 教学 方法 经 历 了 在 复旦 数学 学 科 近 20 年 的 教学 实践 , 取得 
了 良好 的 教学 效果 . 值得 一 提 的 是 , 本 书 的 第 三 版 也 融入 了 与 之 相关 的 教学 体会 . 

本 书 第 三 版 作为 普通 高 等 教育 “十 二 五 ”国家 级 规划 教材 出 版 , 借 此 机 会 谨 向 
复旦 大 学 数学 科学 学 院 、 复 旦 大 学 出 版 社 以 及 多 年 来 一 直 关 心 和 支持 本 书 的 读者 
们 表示 衷心 的 感谢 ! 我 们 真诚 地 欢迎 读者 以 及 同行 提出 进一步 的 批评 意见 和 建议 . 


姚 慕 生 ” 吴 泉 水 ” 谢 启 鸿 
2014 年 于 复旦 大 学 


gj 


第 二 版 前 


本 书 的 第 一 版 作为 普通 高 等 教育 “十 五 ” 国家 级 规划 教材 于 2003 年 出 版 . 本 
书 出 版 以 来 , 得 到 了 广大 读者 的 关心 和 肯定 . 本 书 第 二 版 又 作为 普通 高 等 教育 “十 
一 五 ”国家 级 规划 教材 . 第 二 版 的 主导 思想 是 : 废止 灌输 式 , 倡导 启发 式 . 编者 始 
终 认为 学 习 数 学 的 最 好 方法 是 自己 动手 做 数学 . 虽然 基础 课 讲授 的 内 容 都 是 前 人 
积累 下 来 的 成 果 , 但 是 自己 动手 做 一 遍 和 光 听 别人 说 一 遍 或 被 动 地 读 一 遍 , 其 收获 
完全 不 同 . 主动 地 学 习 , 不 断 地 思考 问题 , 自己 动手 解决 问题 是 培养 创新 能 力 的 关 
键 . 编者 建议 读者 在 阅读 本 书 的 每 一 章节 时 , 都 要 认真 地 思考 一 下 : 这 一 节 要 解决 
什么 问题 ? 我 有 什么 办 法 去 解决 这 些 问 题 ? 对 一 些 定理 、 例 题 可 尝试 给 出 自己 的 
证 明 或 解答 , 然后 和 书本 的 证 明 或 解答 进行 比较 . 为 了 帮助 初学 的 读者 思考 问题 ， 
在 本 书 的 许多 章节 , 编者 都 安排 了 各 种 问题 , 读者 可 以 此 作为 学 习 的 线索 ; 在 引进 
基本 概念 时 也 尽量 对 其 来 龙 去 脉 进行 了 说 明 . 书 中 配 有 大 量 各 个 层次 的 习题 , 有 些 
习题 有 相当 的 难度 (往往 打 有 星 号 ), 初学 者 可 跳 过 , 不 必 为 之 大 伤 脑筋 , 亦 可 参考 
姚 募 生 编著 的 《高 等 代数 (大 学 数学 学 习 方法 指导 丛书 )》( 复 旦 大 学 出 版 社 ) 一 书 . 

与 第 一 版 相 比 , 本 书 第 二 版 作 了 较 大 的 改动 . 第 一 章 和 第 九 章 的 大 部 分 章节 
都 重新 编写 .行列 式 的 引进 采用 了 更 加 易 懂 的 方法 . 第 三 章 也 作 了 较 大 的 改动 ， 
特别 对 向 量 线性 关系 的 引进 、 向 量 线性 相关 和 线性 无 关 的 判定 、 向 量 秩 的 计算 等 
方面 都 作 了 比较 多 的 改动 . 其 他 各 章 也 不 同 程度 地 作 了 修改 ,比如 第 五 章 , 删 去 
了 Sturm 定理 , 加 进 了 中 国 剩余 定理 , 各 章节 中 许多 概念 的 引进 、 定 理 的 证 明 、 
内 容 的 编排 次 序 也 都 有 不 同 程度 的 变动 . 第 一 版 中 一 些 文字 上 的 错误 及 不 妥 之 处 
也 得 到 了 纠正 . 所 有 这 些 变动 的 目的 是 为 了 使 本 书 更 加 容易 理解 , 对 读者 更 具 启发 
性 . 当然 话 好 说 , 做 起 来 却 不 那么 容易 . 这 本 书 究竟 能 否 达 到 编者 的 目的 还 有 待 于 
实践 的 检验 , 因此 我 们 真诚 地 欢迎 读者 以 及 同行 的 批评 意见 和 建议 . 

本 书 的 出 版 得 到 了 复旦 大 学 出 版 社 的 大 力 支持 , 在 此 说 向 他 们 表示 衷心 的 感 
谢 ! 


姚 莫 生 ” 吴 泉 水 
2007 年 于 复旦 大 学 


一 、 编 写 指导 思想 


高 等 代数 是 大 学 数学 系 学 生 的 一 门 基础 课 . 本 书 是 根据 国家 教育 部 关于 综合 
性 大 学 数学 系 的 课程 设置 及 教学 大 纲 的 要 求 编写 的 , 可 作为 综合 性 大 学 数学 系 、 
师范 大 学 数学 系 的 教材 或 教学 参考 书 , 也 可 供 力 学 、 物 理学 、 工 程 学 、 经 济 学 、 
管理 学 等 系 科学 生 与 教师 作 参 考 书 . 

高 等 代数 是 一 门 基础 课 , 它 涉及 的 内 容 都 是 早已 积累 起 来 的 成 熟知 识 . 我 们 的 
目的 是 要 根据 现代 科学 技术 发 展 的 需要 , 通过 进一步 的 整理 和 组 织 , 使 学 生 学 到 必 
要 的 基础 知识 , 为 今后 的 学 习 和 工作 打下 良好 的 基础 . 

本 书 在 结构 上 采用 以 线性 空间 为 纲 的 做 法 , 即 把 高 等 代数 的 主要 内 容 放 在 线 
性 空间 的 框架 下 展开 , 同时 对 必要 的 代数 方法 也 作 了 尽 可 能 详细 的 介绍 . 事实 证 
明 : 几何 的 直观 可 以 帮助 学 生 更 好 地 理解 , 而 代数 方法 则 往往 比较 简洁 直接 . 如 何 
使 两 者 有 机 地 结合 起 来 是 一 个 值得 研究 的 问题 , 编者 希望 在 这 一 方面 作 一 尝试 . 本 
书 常常 采用 这 样 的 方法 : 在 线性 空间 的 框架 下 “几何 地 ”提出 问题 , 再 把 问题 “ 代 
数 化 ”, 然后 用 代数 方法 来 解决 问题 . 

学 生 能 力 的 培养 比 单纯 知识 的 积累 更 重要 . 本 书 在 叙述 基础 知识 的 同时 , 努力 
做 到 交代 清楚 概念 的 来 龙 去 脉 . 通过 不 断 地 提出 问题 、 分 析 问 题 、 指 明 解 决 问题 
的 途径 , 让 学 生 主动 地 思考 问题 , 提高 分 析 能 力 . 

高 等 代数 的 内 容 极其 丰富 , 人 们 很 难 简单 地 断言 哪些 是 有 用 的 , 哪些 是 没有 用 
的 . 此 外 , 学 生 的 需要 和 能 力 是 因 人 而 异 的 , 因而 每 个 学 生 对 学 习 内 容 的 要 求 也 不 
相同 . 我 们 不 可 能 做 到 面面俱到 , 因此 在 选材 上 只 能 选择 最 基本 、 最 重要 的 内 容 . 
同时 为 了 照顾 不 同 的 需要 , 把 一 些 内 容 作为 选修 ( 即 打 * 号 的 内 容 ), 教师 应 鼓励 
学 有 余力 的 学 生 学 习 这 些 内 容 . 


二 、 内 容 说 明 


全 书 共 分 10 章 . 
第 一 章 主要 讲 行列 式 . 在 行列 式 的 引进 上 采用 比较 容易 理解 的 方法 , 即 从 解 线 


2 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


性 方程 组 提出 问题 , 用 归纳 的 方法 引进 行列 式 . 这 样 做 的 好 处 是 目的 性 强 , 容易 为 
学 生 接 受 . Cramer 法 则 放 在 比较 前 面 也 是 为 了 同一 个 目的 . 

第 二 章 介绍 矩阵 的 基本 概念 和 运算 . 重点 放 在 矩阵 的 乘法 和 和 矩阵 的 初等 变换 
上 . 对 分 块 矩 阵 也 作 了 比较 详细 的 介绍 . 

第 三 章 引 进 线性 空间 的 概念 . 从 学 生 熟 悉 的 二 维和 三 维 空间 出 发 , 引入 n 维 
向 量 和 7 维 空间 . 我 们 把 线性 空间 的 基 域 假设 为 一 般 的 数 域 , 这 样 虽 然 在 开始 时 
比较 抽象 , 但 对 以 后 的 学 习 有 很 大 的 好 处 . 对 一 般 抽 象 的 n 维 空 间 , 我 们 尽早 引入 
坐标 的 概念 使 之 表示 为 具体 的 n 维 行 向 量 空间 或 列 向 量 空 间 . 这 种 把 几何 的 概念 
代数 化 的 思想 将 在 以 后 的 章节 中 重复 出 现 , 并 且 作 为 一 种 茜 本 的 方法 要 求学 生 熟 
练 掌握 . 在 引进 子 空间 概念 后 我 们 立即 引进 了 直 和 的 概念 , 为 相似 标准 型 理论 的 几 
何 背 景 做 好 准备 . 对 向 量 的 线性 关系 、 向 量 组 秩 的 概念 和 和 矩阵 秩 的 概念 等 作 了 统 
一 处 理 , 从 而 精简 了 篇 幅 . 线性 方程 组 的 解 可 以 借助 子 空间 的 概念 来 前 明 , 这 样 可 
以 使 线性 方程 组 的 解 有 了 几何 意义 . 当然 解法 仍然 是 “代数 的 ” 即 用 和 矩阵 方法 . 

第 四 章 主要 介绍 线性 映射 和 线性 变换 的 概念 . 在 思想 方法 上 重点 向 学 生 曾 明 
线性 映射 (或 线性 变换 ) 与 矩阵 的 关系 , 让 学 生 学 会 如 何 把 一 个 “几何 的 ”问题 代 
数 化 并 用 代数 的 工具 加 以 处 理 , 或 者 反 过 来 把 一 个 代数 的 问题 “几何 ”化 , 用 线性 
空间 的 理论 来 解决 它 . 

第 五 章 介 绍 多 项 式 . 多 项 式 理论 在 本 课程 中 主要 作为 标准 型 理论 的 准备 而 安 
排 的 , 因此 在 内 容 上 可 以 根据 实际 情况 加 以 取舍 . 

第 六 章 介 绍 特征 值 . 特征 值 与 特征 向 量 是 作为 一 维 不 变 子 空间 而 引进 的 , 这 
种 引进 方法 具有 直观 的 几何 意义 . 接着 就 用 它们 来 解决 矩阵 相似 于 对 角 阵 的 问题 . 
Cayley-Hamilton 定理 的 引进 和 证 明 采 用 了 典型 的 几何 与 代数 相 结合 的 方法 . 

第 七 章 介绍 相似 标准 型 . 相似 标准 型 的 理论 有 各 种 讲述 法 , 我 们 采用 比较 简 
单 的 和 -矩阵 的 方法 . 首先 把 数字 抢 阵 的 相似 等 价 于 它们 的 特征 和 矩阵 的 相抵 , 然后 
用 和 -矩阵 的 初等 变换 来 求法 式 , 求 不 变 因 子 和 初等 因子 . 这 样 处 理 不 仅 比 较 简 单 
易 算 , 而 且 可 以 向 学 生 介绍 处 理 各 种 标准 型 问题 的 思想 方法 . 由 于 约 当 标准 型 的 重 
要 性 , 约 当 型 将 作 重 点 介绍 . 这 一 章 的 处 理 方法 基本 上 是 “代数 ”的 , 为 了 让 学 生 
从 几何 的 角度 来 了 解 标准 型 理论 , 我 们 在 本 章 第 七 节 介 绍 了 根子 空间 和 循环 子 空 
间 的 概念 . 考虑 到 矩阵 函数 在 后 继 课程 中 的 用 途 , 我 们 在 最 后 一 节 中 作 了 介绍 , 可 
作为 选修 内 容 . 

第 八 章 介绍 二 次 型 . 在 二 次 型 理论 的 叙述 中 , 我 们 仍然 将 几何 问题 与 代数 方法 
紧密 结合 , 把 几何 问题 代数 化 , 然后 用 矩阵 来 处 理 . 

第 九 章 介绍 内 积 空间 . 内 积 空间 主要 介绍 欧 氏 空间 的 理论 , 但 同时 也 介绍 西 空 
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间 的 理论 , 而 且 在 一 些 地 方 加 以 统一 的 处 理 , 这 种 安排 的 目的 是 让 学 生 对 复 空 间 不 
再 感到 神秘 , 看 到 复线 性 空间 理论 与 实 空间 理论 的 共同 之 处 . 正规 算 子 、 谱 分 解 等 
概念 在 通常 的 线性 代数 课程 中 不 作 介绍 , 但 这 是 一 些 重要 的 概念 , 可 以 作为 选修 的 
内 容 让 学 有 余力 的 同学 选 学 . 最 小 二 乘 解 是 很 有 用 的 , 用 欧 氏 空间 来 处 理 非 常 直 观 
和 简单 , 因此 也 把 它 作 为 选 学 内 容 . 

第 十 章 介 绍 双 线性 型 . 这 一 章 都 是 选修 内 容 . 安排 这 部 分 内 容 主 要 考虑 在 我 
国 的 大 学 教育 中 很 少 有 这 方面 的 内 容 , 而 这 些 内容 对 数学 学 科 又 具有 重要 的 意义 ， 
让 有 兴趣 的 学 生 学 习 这 一 内 容 是 有 益 的 . 

本 书 是 编者 在 复旦 大 学 数学 系 多 年 教学 实践 的 基础 上 编写 而 成 的 , 并 在 教学 
实践 中 作 了 多 次 修改 . 尽管 如 此 , 限于 编者 的 水 平 与 经 验 , 错误 和 不 妥 之 处 在 所 难 
免 . 恳请 专家 、 学 者 和 读者 提出 宝贵 意见 . 


姚 慕 生 
2002 年 7 月 
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第 一 章 行 列 式 


$1.1 二 阶 行列 式 


我 们 在 中 学 里 曾经 学 过 如 何 解 二 元 一 次 方程 组 和 三 元 一 次 方程 组 . 在 许多 实 
际 问题 中 , 我 们 还 会 遇 到 未 知 数 更 多 的 一 次 方程 组 , 通常 称 之 为 线性 方程 组 . 一 般 
来 说 , 具有 下 列 形 状 的 方程 组 我 们 称 为 n 元 线性 方程 组 的 标准 式 : 
Ql1T1 十 Ql1272 十 … :十 QinZn = hi, 
Q2171 十 Q2272 十 … 十 QonTn = b2, 


(1.1.1) 


OZ1 十 2mn202 + + QnnTn = bn 

其 中 @ij, bi (i = 1,2,… ,m; j= 二 1,2,… ,n) 都 是 常数 , z;(i = 1,2,:… ,n) 是 未 知 
数 , 方程 组 中 所 有 未 知 数 都 是 一 次 的 . 注意 在 一 般 的 线性 方程 组 中 , m 和 n 可 以 不 
相等 , 即 方程 组 中 未 知 数 个 数 和 方程 式 个 数 可 以 不 等 . 凡是 经 过 有 限 次 移 项 、 合 并 
同类 项 可 以 变 为 (1.1.1) 式 形状 的 方程 组 都 称 为 线性 方程 组 . 求解 线性 方程 组 是 线 
性 代数 的 一 个 重要 任务 , 我 们 在 这 一 章 中 主要 讨论 当 m = n, 即 方程 式 个 数 等 于 未 
知 数 个 数 时 如 何 来 解 上 述 线性 方程 组 . 

我 们 首先 回忆 一 下 中 学 里 学 过 的 解 二 元 一 次 方程 组 的 方法 . 先 看 一 个 简单 的 


例子 . 
例 1.1.1 求解 二 元 一 次 方程 组 : 
ey (1.1.2) 
3z 十 2y = 11. 
解 ”用 代入 消去 法 , 在 第 一 个 方程 式 中 解 出 y 用 z 表示 的 式 子 : 
一 2z 一 5. 


代入 第 二 个 方程 式 中 得 到 
3z 十 2(27 一 5) = 11. 
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整理 后 得 
了 三 纪 . 


解 得 z = 3, 代入 y=2z 一 5 求 得 y = 1. 于 是 上 述 线性 方程 组 有 唯一 组 解 : 


3 
区 至 下 


读者 不 难 想象 这 种 方法 也 可 用 来 解 一 般 的 线性 方程 组 . 比如 对 一 个 含 10 个 
未 知 数 的 方程 组 , 利用 一 个 方程 式 将 第 一 个 未 知 数 用 其 他 9 个 未 知 数 表示 出 来 以 
后 分 别 代 入 其 余 方 程式 , 于 是 原来 的 方程 组 就 化 为 只 含有 9 个 未 知 数 的 方程 组 了 . 
再 用 同样 的 方法 可 以 得 到 一 个 只 含 8 个 未 知 数 的 方程 组 , 等 等 ， 一 直 做 到 只 含 1 
个 未 知 数 . 解 出 这 个 一 元 一 次 方程 式 并 返回 去 求 所 有 其 他 未 知 数 . 这 个 办 法 在 理 
论 上 似乎 是 可 行 的 , 但 是 当 未 知 数 个 数 很 多 时 (在 许多 实际 问题 中 , 未 知 数 的 个 数 
可 能 有 成 干 上 万 个 ), 运算 将 变 得 难以 想象 的 复杂 . 另外 , 用 代入 法 无 法 得 出 一 个 规 
范 化 的 公式 , 这 对 于 从 理论 上 分 析 线 性 方程 组 的 解 不 能 不 说 是 个 很 大 的 缺陷 . 我 们 
现在 希望 给 出 线性 方程 组 解 的 一 个 公式 . 这 样 的 公式 真 的 存在 吗 ? 我 们 首先 来 考 
察 二 元 一 次 方程 组 的 解 , 设 有 二 元 一 次 方程 组 : 


人 十 Qi272 = 0b1, (1.1.3) 


Q21T1 十 Q2272 = 02. 
用 Q22 乘 第 一 式 的 两 边 ， 用 Qi 乘 第 二 式 的 两 边 得 : 


| 十 Ql2Q2202 = b1Q22, 


一 012Q2121 一 Q1202202 = 一 b2a12. 
将 这 两 个 方程 式 两 边 相 加 得 : 
(Qa11Q22 = Q12Q21)T1 = biQ22 一 b2Q12. 


三 | 
于 是 
Li bia22 一 boa12 
Q11Q22 一 Q12Q21 


用 类 似 的 办 法 消去 zi, 解 得 : 


二 Q11b2 一 Q21b1 


Q11Q22 一 Q12Q21 
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我 们 注意 到 二 元 一 次 方程 组 的 两 个 解 都 可 以 表示 为 分 数 的 形状 , 其 中 分 母 仅 
和 未 知 数 的 系数 有 关 . 二 元 一 次 方程 组 解 的 公式 是 有 了 , 但 是 这 个 公式 不 太 好 记 
忆 . 

如 果 我 们 引进 二 阶 行列 式 


b 
. | =wd =be, 
e 
则 上 述 解 可 用 行列 式 表 示 : 
bl al2 Ql bi 
b2 a22 a21 bo 
V1 二 ,Wa = (1.1.4) 
Q11 Q12 Ql1 Q12 
Q21  Q22 Q21 422 


在 用 行列 式 表示 的 解 公式 (1.1.4) 中 , 我 们 发 现 解 的 表达 有 一 定 的 规律 : 
(1) zi 与 zs 的 分 母 都 是 行列 式 的 | 即 只 需 将 原 方程 组 未 知 数 前 的 系 
a Q22 


21 
数 按 原 顺序 排 成 一 个 行列 式 即 可 . 
(2) zl 的 分 子 行列 式 的 第 一 列 是 原 方程 组 的 常数 列 , 第 二 列 由 zs 的 系数 组 成 ， 


因此 这 个 行列 式 可 以 看 成 是 将 zi 与 zz 的 分 母 行列 式 上 en 中 的 第 一 列 换 成 
a 


21 (422 
常数 项 而 得 . 这 个 规则 对 za 的 分 子 行列 式 也 适用 . 
显而易见 , 这 样 的 解 的 公式 一 目 了 然而 且 很 容易 记忆 . 我 们 自然 希望 用 同样 的 
公式 来 表示 三 元 一 次 方程 组 的 解 乃至 n 元 线性 方程 组 的 解 . 在 做 这 件 事 之 前 , 我 
们 先 来 研究 二 阶 行列 式 的 性 质 , 这 将 启发 我 们 如 何 定义 一 般 的 n 阶 行列 式 . 
设 有 二 阶 行列 式 


Q11 Q12 


|4|= 


? 


0 az2 
14| 的 值 根据 定义 为 U11Q22. 我 们 称 上 述 行列 式 为 上 三 角 行 列 式 ， 元 素 Q11; Q22 为 
行列 式 的 对 角 线 元 素 (或 主 对 角 元 素 ), 于 是 我 们 得 到 行列 式 的 第 一 个 性 质 . 

性 质 1 上 三 角 行列 式 的 值 等 于 其 对 角 线 元 素 之 积 . 

性 质 2 行列 式 菜 行 或 菜 列 全 为 零 , 则 行列 式 值 等 于 零 . 

比如 若 第 一 行 全 为 零 , 则 显然 
0 0 


Q21 QQ22 


=/0, 
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其 他 几 种 情形 也 类 似 可 验证 . 

性 质 3 用 常数 c 乘 以 行列 式 的 某 一 行 或 某 一 列 , 得 到 的 行列 式 的 值 等 于 原 
行列 式 值 的 c 倍 . 

比如 将 c 乘 以 |4| 的 第 一 行 , 我 们 有 


TOL ae 一 (ca11)a22 天 (ca12)a21 一 cl4|. 
Q21 Q22 
其 他 几 种 情形 读者 可 自己 验证 . 

性 质 4 交换 行列 式 不 同 的 两 行 ( 列 ), 行列 式 的 值 改变 符号 . 


证 明 也 很 容易 : 


Q21 (22 Q11 Q12 
= 021019 一 G110%2 一 一 : 
Q11 Q12 Q21 Q22 
同 理 
Q12 Q1| _ IQ Q12 
Q22 Q21 Q21  Q22 


性 质 5 车 行列 式 两 行 或 两 列 成 比例 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 特别 , 若 行 列 式 
两 行 或 两 列 相同 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 
对 列 成 比例 的 情形 我 们 可 证 明 如 下 : 


mu kan = Qlika21 — kai1Q21 = 0. 
Q21 ka21 
同 理 可 证 明 行 成 比例 的 情形 . 


性 质 6 若 行列 式 中 某 行 ( 列 ) 元 素 均 为 两 项 之 和 , 则 行列 式 可 表示 为 两 个 行 
列 式 之 和 . 


如 
Q11 Q12 _ |211 Q12 Q11 Q12| . 
| ? 
b21 十 c2l1 bo2 + C22 bol b22 C21 C22 
bitcen al lb al le aiz 
bol 十 col ao22 b21 Qa22| |c21 ao 


验证 也 非常 容易 , 只 需 按照 行列 式 定 义 计算 等 式 两 边 的 值 即 可 . 需要 注意 的 是 下 面 
的 等 式 不 成 立 : 

bl! bi2 
b21 b22 


al 十 Di1 Qi12 二 bi2 


a21 十 pol Q22 十 bo2 


Q11 Q12 


Q21  Q22 
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请 读者 想 一 想 为 什么 ”上 式 左 边 的 行列 式 应 该 等 于 什么 ? 
性 质 7 行列 式 的 菜 一 行 ( 列 ) 乘 以 某 个 数 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 , 行列 式 的 值 不 
比如 行列 式 


a a12 十 ka 
er Q11(Q22 + Raz1) — a21(Q12 + kai) 


Q21 Q22 十 Kazl 


Ql1 Q12 
一 011Q22 一 421Q12 二 。 
Q21 Q22 
同 理 可 证 
ai 十 ialz alz| lan aaz|. 
二 》 
a21 十 Ka2z a22 Q21 Q22 
Q11 Q12 _ |a11 Q12|. 
ry 》 
Q21 十 Kail Q22 十 kai2 Q21  Q22 
al 十 [aol alz 十 Kazz| la alz 
Q21 Q22 Q21 Q22 
: We 
设 有 二 阶 行列 式 
QI11 Q12 
|4| ) 
Q21 Q22 


|4| 的 值 根 据 定 义 为 Q110Q22 一 Q120Q21 . 我 们 称 下 列 行列 式 为 I4| 的 转 置 : 


Q11 Q21 


$ 


Q12 (422 


记 为 |41|. 注意 |41| 的 第 一 列 就 是 |4| 的 第 一 行 , |4"| 的 第 二 列 就 是 |4| 的 第 二 
行 . 根据 定义 |41| = aiiazs 一 az1012, 我 们 发 现 它 就 等 于 行列 式 |4| 的 值 . 于 是 我 
们 得 到 行列 式 的 又 一 个 性 质 . 

性 质 8 行列 式 和 其 转 置 具有 相同 的 值 . 

注 从 性 质 1 到 性 质 7 我 们 发 现行 列 式 性 质 具 有 行 和 列 的 对 称 性 , 即 对 行 成 
立 的 性 质 , 对 列 也 成 立 . 这 是 因为 性 质 8 在 起 作用 : 转 置 将 行 变 成 了 相应 的 列 , 既 
然 行列 式 转 置 后 值 不 改变 , 那么 同样 的 性 质 对 列 也 成 立 . 

现在 我 们 试 着 用 行列 式 的 性 质 来 解 二 元 一 次 方程 组 (1.1.3). 
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将 i, bo 代入 下 面 的 行列 式 : 


bl al2| |all71 十 Ql272 Qa12 


b» 022 Q2121 十 Q2272 0Q22 


由 性 质 7, 在 右边 的 行列 式 中 用 -za 乘 以 第 二 列 加 到 第 一 列 上 , 行列 式 值 应 该 不 
变 , 即 上 式 等 于 


Qll271 十 Q1272 一 Q1272 Q12| |01121 Q12 
Q2171 十 Q2202 一 Q2272 22 Q2171  Q22 
再 由 性 质 3， 
CQllZ1 Ql2| Q11 Q12 
Q21T1 Q22 Q21 Q22 
综 上 所 述 ， 
Q11 QQ12 b1 ai2 
Xl -= 3 
Q21 Q22 pb2 a22 
故 
bal2 
bo a22 
Xl1 三 
Q11 Q12 
Q21 Q22 
同 理 , 通过 计算 行列 式 
al bi 
和 
Qa21 bo 
我 们 得 到 
al bi 
a2z1 bo 
ZX» 二 > 
Ql1 Qi12 
Q21 (422 


从 这 里 我 们 得 到 启发 , 既然 用 二 阶 行列 式 性 质 (注意 我 们 没有 用 到 性 质 8) 就 
可 以 求解 二 元 一 次 方程 组 , 那么 只 要 从 性 质 着 手 定 义 出 一 般 的 n 阶 行列 式 , 我 们 
就 可 以 求 出 nn 元 线性 方程 组 的 解 . 


为 题 1.1 
1. 计算 下 列 行列 式 : 
GD| 站 | 
2. 计算 下 面 两 个 行列 式 并 和 性 质 3 比较 : 
人 | 中 村 外 0 中 上 :| 


3. 计算 下 面 3 个 行列 式 并 和 性 质 6 比较 (第 一 个 行列 式 的 第 二 行 等 于 后 两 个 行列 式 第 二 
行 之 和 ): 


3 2 
4 3 


3 2 
3 二 


3 2 
上 ， 2 


? 


? 


4. 比较 下 列 行列 式 的 值 : 


6. 举例 说 明 下 列 等 式 不 成 立 : 


bi bi2 
b2l b22 


al 十 bl al2z 十 D2 
a21 十 bl Qa22++b22 


Ee Ql1 QQ12 


Q21 Q22 


all 十 bl1 al2 十 Di2 
a21 十 bal Q22++ bo22 


问 : 根据 性 质 6, 行列 式 应 等 于 什么 ? 


S12 三 阶 行列 式 
我 们 遵循 上 一 节 的 思路 来 定义 三 阶 行列 式 , 设 


QI11 Q12 Q13 
14| = as az a2z3|, (1.2.1) 


Q31 Q32 Q33 
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称 |4| 是 一 个 三 阶 行列 式 . 我 们 要 定义 三 阶 行列 式 的 值 , 使 得 行列 式 具 有 上 节 中 所 
述 的 8 个 性 质 . 我 们 不 妨 倒 过 来 , 假定 行列 式 已 经 定义 且 适 合 8 个 性 质 , 那么 行列 
式 |4| 的 值 应 该 等 于 什么 ? 

根据 行列 式 性 质 6, 上 述 行列 式 |4| 可 以 表示 成 为 3 个 行列 式 之 和 : 


Q11 Ql2 Q13 0 al al3 0 al? al3 
14|=|0 ao aos| 二 |aal ao aos| 十 | 0 az aos|. 
0 asz a33 0 as2 a33 Q31 Q32 Q33 


对 于 上 述 和 式 中 的 第 三 个 行列 式 , 利用 性 质 4, 将 其 第 二 行 和 第 一 行 对 换 , 就 
可 将 它 化 为 与 和 式 中 第 一 个 行列 式 相同 的 类 型 . 同 理 , 和 式 中 第 三 个 行列 式 也 可 以 
通过 行 对 换 化 为 和 第 一 个 行列 式 相同 的 类 型 . 因此 , 现在 的 问题 是 , 行列 式 
Q11 Q12 Q13 
0 a22 Qa23 
0 as2 Qa33 


应 该 等 于 什么 ?我 们 利用 性 质 7 可 以 将 上 面 这 个 行列 式 化 为 上 三 角 行列 式 : 
将 -a32 a32 乘 以 第 二 行 加 到 第 三 行 上 , 由 性 质 7, 行列 式 值 不 变 , 即 


QI1 Q12 Q13 Q11 Q12 Q13 
0 a22 Q23|=|0 a22 Q23 
| 

0 as2 Qa33 0 0 ass 一 aqa22 432023 


再 根据 性 质 1, 有 


Q11 Q12 Q13 \ 
0 a 三 = 
2 Q23 QilQ22(Q33 Q22 Q32Q23) 
一 ! 
0 0 ass 一 Qa23Q32Q23 


> Q11(Q22433 二 Q32Q23) 


= Q22 Q23 
三 Q11 
Q32 QQ33 
月 
于 是 
Ql Q12 Q13 
Q22 023 
0 ag22 Q23| = Qil . 
Q32 QQ33 


0 as? a33 
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再 由 性 质 4 和 上 面 的 结果 , 我 们 得 到 


0 alz ail3 


Q12 Q13 
Q21 Q22 Q23| 三 一 421 ) 
Q32 433 
0 as? Qa33 
0 al? al3 
Q12 QI13 
0 Q22 Q23 一 Q31 - 
Q22 423 


Q31 Q32 Q33 
现在 我 们 引进 几 个 名 词 ， 如果 将 上 述 行列 式 |4| 划 去 某 个 元 素 ai (i,7 = 
1,2,3) 所 在 的 一 行 和 一 列 , 则 剩 下 的 元 素 按 原 来 的 次 序 组 成 一 个 二 阶 行列 式 , 我 们 
称 这 个 二 阶 行列 式 为 元 素 a;; 的 余子 式 , 记 为 Mi 


WE 六 QO a 
比如 |4| 中 元 素 wa 的 余子 式 为 Mt = | ?22 “3|, 元 素 wy 的 余子 式 
Q32 Q33 
S a EE 
为 Mis = | “3|, 元 素 oos 的 余子 武 为 M2s = | “2 等 等 . 
Q31 Q33 Q31 (Q32 


根据 上 面 的 分 析 , 我 们 有 理由 作出 如 下 的 定义 . 
定义 (1.2.1) 式 中 行列 式 |4| 的 值 为 


14| = an Mi — a21 M21 + as1 Ma1. 


例 1.2.1 计算 下 列 三 阶 行列 式 : 


et ey 
2 0 
=1] =3 2 
解 根据 定义 , 行列 式 值 为 
1 X a | gx 点 人 一 已 RE 本 
-3 2 -3 2 3 


例 1.2.2 计算 下 列 行列 式 : 


aliar at1ln 1 
0 一 Q 部 三。 : 
站 0 0 
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解 ” 由 定义 得 此 行列 式 值 为 
a2+a+l 1 
0 


ca2 十 G 寸 1 


—0@ a—1 


—a a—1 
0 0 


从 三 阶 行列 式 的 定义 , 我 们 可 以 容易 地 证 明 所 有 三 阶 行列 式 都 满足 § 1.1 中 
的 8 条 性 质 . 但 我 们 将 这 个 任务 交 给 读者 来 完成 . 

现在 我 们 要 用 三 阶 行列 式 的 性 质 来 解 三 元 一 次 方程 组 . 设 有 下 列 三 元 一 次 方 
程 组 : 


Q X 一 十 1 x 一 0 十 0 一 十. 


al112Z1 十 Ql272 十 Q13Z3 = bi, 
Q21T1 十 0Q2222 十 02373 = by, (1.2.2) 


Q31T1 十 Q32T2 十 Q33T3 = bs. 


和 第 一 节 的 做 法 类 似 , 我 们 计算 行列 式 


b1 ail2 al3 Q11271 十 Ql1272 十 Q1373 Q12 Q13 
bs a2z2 Q23| 三 |aol21 十 az272 十 a23Z3 Q22 Q23|. 
bs as2 033 Q31T1 十 Q32T2 十 Q33T3 4d32 Q33 


将 上 述 右边 行列 式 的 第 二 列 乘 以 -zs 加 到 第 一 列 上 , 再 将 第 三 列 乘 以 一 z3 加 到 第 
一 列 上 , 根据 行列 式 性 质 7, 得 到 的 行列 式 的 值 等 于 原 行列 式 的 值 , 即 


pb al2 Qi13 QIIZ1 Q12 Q13 
bs az2 ao23| 三 |a2l171 ao2 ao23| . 
ba Qa32 Q33 Q31T1 Q32 Q33 


再 由 行列 式 性 质 3, 可 将 上 式 右边 第 一 列 中 的 zi 提出 来 , 即 


b] al2 Qai3 Q11 Q12 Q13 
bo a22 Qa23|=Z1ila2 Q22 a23|， 
bs a32 Qa33 Q31 Q32 Q33 
三 于 7 
于 是 得 到 zi 的 解 : 
b1 aliz Q13 


b>» a22 Qa23 


bs as2 a33 
Q11 Q12 Q13 
Q21 Q22 Q23 


Q31 Q32 Q33 
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ee » 
同 理 , 可 得 

al pb Qai3 alil al2 bi 

a21 bo a23 a21 Qa22 bo 

a31 b3 ass a3al Q32 bs 

X2 二 ) ZX3 二 

Q11 Q12 Q13 Ql11 Q12 Q13 

Q21 Q22  Q23 Q21 Q22  Q23 

Q31 Q32 Q33 Q31 Q32 Q33 


可 见 , 三 元 一 次 方程 组 有 着 和 二 元 一 次 方程 组 类 似 的 公式 解 . 这 里 行列 式 


Q11 Q12 Q13 
Q21 Q22 0Q23 
Q31 Q32 Q33 
称 为 方程 组 (1.2.2) 的 系数 行列 式 , 即 未 知 数 的 系数 组 成 的 行列 式 . 
司 星 1.2 
1. 计算 下 列 行列 式 : 
2 3 一 5 人 :2 “人 
{1) ong i (2)|2 1 1 
0 0 -2 -1 3 1 
2. 计算 下 列 行列 式 : 
1 2 3 0 2 4 
(|2 4 6|; (2)|2 1 1 
—3 7 一 2 -1 3 1 
3. 计算 下 列 行列 式 : 
a y Zz ww 2 十 二 过 
(1) jz+1 y+l1 z+1l; (2) I0 一 人 ez 
Z 十 2 y+2 zx 十 2 1 0 0 
4. 解 下 列 方程 : 
二 和 县 总 Z 一 2 1 一 2 
(1)l1 z 3|=0i (四 | | 
1 5 一 2 —1 1 1 
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5. 用 行列 式 解 下 列 三 元 一 次 方程 组 : 
Za —.T2t Ta'= 2, 五 十 3 十 引 三 0， 
(1) 4 zl 十 2z2 = 1, (2) 4 2z 一 5y 一 3z 王 10， 


T1 一 IT3 三 44 47 十 8y 十 2z= 三 4. 


§1.3 nn 阶 行列 式 


有 了 二 阶 行列 式 和 三 阶 行列 式 的 慨 念 ， 定义 n 阶 行列 式 就 不 困难 了 . 
我 们 先 介 绍 n 阶 行列 式 及 其 相关 概念 . 我 们 称 下 面 用 两 条 竖 线 围 起 来 的 由 nn 
行 n 列 元 素 组 成 的 式 子 为 一 个 n 阶 行列 式 : 


QI1 QI2 *** Qn 
Q21 U22 °° Q2n | 

I4|=| , (1.3.1) 
Unl Qn2 **£* Qnn 


它 由 nn 行 n 列 共 mn? 个 元 素 组 成 , 第 i 行 上 元 素 全 体 称 为 行列 式 |4| 的 第 i 行 ， 
第 7 列 上 元 素 全 体 称 为 行列 式 |4| 的 第 7 列 . 第 i 行 第 7 列 交 点 上 的 元 素 oz 称 
为 行列 式 |4| 的 第 (i,j) 元 素 . 元 素 a11, 422,… ,ann 称 为 |4| 的 主 对 角 线 , 因为 
如 果 把 行列 式 看 成 一 个 正方 形 , 这 些 元 素 恰 在 正方 形 的 对 角 线 上 . 

定义 1.3.1 定义 元 素 aij 的 余子 式 Wii 为 由 行列 式 |4| 中 划 去 第 i 行 第 7 
列 后 剩 下 的 n 一 1 行 与 nn 一 上 列 元 素 组 成 的 行列 式 : 


Q11 机 Q1,j—1 Qj+1l Qin 
Qi 一 61 7 jl OI4l 1 Qiln 
Mi; 二 了 5 了 7 了 . 
Qi+1T OF,jl Qitljtl 7 Qitlmn 
Qnl Ee Qn,j—1 Qn,j+1 Eo Qnn 


我 们 注意 到 三 阶 行列 式 的 值 是 用 二 阶 行列 式 来 定义 的 , 因此 n 阶 行列 式 的 值 
可 以 用 n 一 1 阶 行列 式 来 定义 . 即 我 们 可 以 用 归纳 法 来 定义 上 述 行列 式 |4| 的 值 . 
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定义 1.3.2 当 n 二 1 时 , (1.3.1) 式 的 值 定义 为 |4| = an. 现 假定 对 n 一 1 
阶 行列 式 已 经 定义 了 它们 的 值 , 则 对 任意 的 i,j, Wii 的 值 已 经 定义 , 定义 np 阶 行 
列 式 |A| 的 值 为 

I4| 一 Q11 M1 By Q21 M21 十 和 古 (—1) "aMn. (1.3.2) 


对 于 任 一 自然 数 n, (1.3.2) 式 给 出 了 一 个 计算 n 阶 行列 式 的 方法 : 将 n 阶 行 
列 式 化 为 n 一 1 阶 行列 式 , 再 化 n 一 1 阶 行列 式 为 n 一 2 阶 , …, 最 后 便 可 求 出 |4| 
的 值 . (1.3.2) 式 又 称 为 行列 式 |4| 按 第 一 列 展 开 的 展开 式 . 

为 了 使 (1.3.2) 式 的 形状 更 好 些 , 我 们 引进 代数 余子 式 的 概念 . 


定义 1.3.3 在 行列 式 |4| 中 , ai; 的 代数 余子 式 定义 为 
hi = (一 0 My, 
其 中 RM 是 aij 的 余子 式 . 
用 代数 余子 式 (1.3.2) 式 可 写 为 如 下 形状 :、 
14| = anAii + a21h21 + -+ aniAni. (1.3.3) 


注 我 们 的 定义 与 二 阶 、 三 阶 行列 式 的 定义 是 一 致 的 . 以 二 阶 行列 式 为 例 , 设 
有 二 阶 行列 式 


QI11 Q12 
》 


Q21 (022 
all 的 余子 式 Ma = a22, a21 的 余子 式 Mail = ai, 故 4ii = (1)!t1422 = Q22， 


Az1 = (—1)2+la12 二 一 Q12. 而 


Q11 Q12 
= Q11Q22 一 Q12Q21， 


Q21 Q22 
恰好 和 二 阶 行列 式 的 定义 一 致 . 
例 1.3.1 设 有 五 阶 行列 式 


下 OW OB- 
| 
kt 
| 
[ 
[2 靖 靖 必 0 
亡 多 王 靖 
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|4| 的 第 (1,1) 元 素 a11 = 也 它 的 余子 式 为 


2 一 


| 

bd 
[9 
WO ~ 


au 的 代数 余子 式 为 4 = (D111Mit = Mii. 
|4| 的 第 (3,4) 元 素 a34 = 1, 它 的 余子 式 为 


10 -11 

0 加 
NMas = 
”oo 2 3 

1 


a34 的 代数 余子 式 A34 = (一 1)3+4M34 = 一 M34. 


| 
2 -541 
M , 
7 |, _110 
3 -151 


Q41 的 代数 余子 式 441 一 (—1)4ti1Mai 一 一 人 al. 


n 阶 行列 式 同样 适合 前 二 节 中 二 阶 行列 式 和 三 阶 行列 式 适 合 的 8 条 性 质 , 因 
为 我 们 是 用 归纳 法 定义 的 行列 式 , 自然 地 , 这 些 性 质 的 证 明 也 要 用 归纳 法 . 


性 质 工 若 |4| 是 一 个 n 阶 行列 式 , 且 


Q11 QI2 …” Qn Q11 0 
0 ao … a2on Q21 Q22 
|4| a 。 |» 或 14| = | >: i 
0 0 人 Qnn Qnl Qn2 ££ Qnn 


则 |4| = a11Q22 :ann. 


证 明 我 们 称 上 式 中 左边 的 行列 式 为 上 三 角 行列 式 (这 时 auj = 0 对 一 
切 > jj 成立); 右边 的 行列 式 为 下 三 角 行列 式 (这 时 ai = 0 对 一 切 i < 7 成 立 )， 
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现在 用 归纳 法 分 别 证 明 上 述 结论 . 当 n = 1 时 结论 显然 成 立 . 对 上 三 角 行列 式 , 由 
定义 , 有 
14| 一 a Mii. 

但 Mi 仍 是 一 个 上 三 角 行列 式 , 故 由 归纳 假设 Mi = az2…ann 即 知 |4| = 
Q11Q22** * Qnn: 

对 下 三 角 行 列 式 , 由 定义 , 有 

14 一 amMii az1 M21 十 :十 (Do (1.3.4) 

对 Mii (i > 1), 它 仍 是 一 个 下 三 角 行列 式 且 Wi 主 对 角 线 上 的 元 素 至 少 有 一 个 
为 0, 故 由 归纳 假设 Mi = 0(i > 1). 对 Mi1, 由 归纳 假设 等 于 qzo…ann, 于 
是 14| 一 Q11Q22 …… Cnn. 口 

性 质 2 若 n 阶 行列 式 |4| 的 某 一 行 或 某 一 列 的 元 素 全 为 0, 则 |4| = 0. 

证 明 仍 用 数学 归纳 法 . 当 n= 1 时 显然 正确 . 假定 结论 对 n 一 1 阶 行列 式 成 
立 . 先 设 |4| 中 第 i 行 元 素 全 为 0; 则 

14| = al — aziMzi + + (—1)"t an Man, 

其 中 每 个 Mji (7 关 i 都 有 一 行 元 素 全 为 0, 故 由 归纳 假设 Mj1 = 0(7 关 让 . 另外， 
Qil 一 0， 故 ai Mii 三 0， 从 而 14| = 

再 设 |4| 中 第 i 列 全 为 0. 车 i = 1, 显然 |4| = 0. 若 i> 1, 在 展开 式 中 每 
个 Mj 都 有 一 列 元 素 全 为 0, 由 归纳 假定 Mj1 = 0, 故 |4| = 0. 口 

性 质 3 将 行列 式 |4| 的 某 一 行 或 某 一 列 乘 以 一 个 常数 c, 则 得 到 的 行列 
式 |B| = cl4|. 

证 明 对 行列 式 的 阶 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 显然 正确 . 假定 |B| 中 第 i 
行 的 每 个 元 素 等 于 |4| 中 第 i 行 的 每 个 元 素 乘 以 c, 而 其 他 行 元 素 与 |4| 完全 相 
同 . 由 定义 可 知 ， 


IB| 一 Ql1Ni1 = (-1)'eaou Ni 5 (—D)"™t os, Na; (1.3.5) 
其 中 Ni 为 | 至 | 的 第 ” 行 第 一 列 元 素 的 余子 式 . 由 题 意 及 归纳 假设 知道 
Nr1 = cMri (7 #02), Na = Ma 


其 中 Mr Mi 均 为 |4| 相应 的 余子 式 . 由 (1.3.5) 式 即 知 |B| = c|Al. 
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对 列 的 情形 也 不 难 证 明 . 若 |B| 的 第 一 列 元 素 都 是 |4| 的 第 一 列 元 素 的 c 倍 ， 
则 将 |B| 按 定义 展开 即 知 . 若 |B| 的 第 i(i > 1) 列 元 素 是 |4| 的 第 i 列 元 素 的 c 
倍 , 利用 展开 式 及 归纳 假设 即 可 得 到 结论 . 口 

性 质 4 对 换行 列 式 |4| 的 任意 不 同 的 两 行 , 则 行列 式 的 值 改变 符号 (绝对 值 
不 变 ). 

证 明 对 n 用 归纳 法 , n = 2 时 已 知 成 立 , 假定 结论 对 n 一 1 阶 行列 式 也 成 立 . 
对 n 阶 行列 式 |4|, 先 证 明 特 殊 情 形 , 即 对 换行 列 式 的 相 邻 两 行 , 其 值 改变 符号 . 
设 |B| 由 |4| 对 换 第 ” 行 及 第 7 十 1 行 而 得 . 记 Nz 为 |B| 的 第 i 行 第 7 列 元 素 
的 余子 式 , 将 |B| 按 行 列 式 定义 展开 并 注意 到 |B| 由 |4| 对 换 第 7 行 及 第 > 十 1 
行 而 得 : 

| 五 | = aiNil 一 ao2lV2l 十 … 十 (一 1) tla p11 Nr 
+(—1)"t2oriNpii 十-… 十 (1)"tioni Na. 


车 i 关 7,7 十 1, 则 由 归纳 假定 Ni = 一 Mi 而 Na = MA Nrtni 二 Mri, 由 此 
即 知 |B| = 一 |4|. 

现 来 考虑 一 般 情形 . 要 将 |4| 的 两 行 对 换 , 不 妨 设 所 换 两 行为 第 i 行 及 第 ; 
行 , 且 ;7 > i. 我 们 可 先 将 第 i 行 与 第 i 十 1 行 对 换 , 再 与 第 i 十 2 行 对 换 , 一 直到 与 
第 7 行 对 换 . 然后 再 将 第 ; 一 1 行经 过 不 断 与 相 邻 行 的 对 换 换 到 原来 第 i 行 的 位 
置 . 这 样 一 共 换 了 2(7 一 让 一 1 次 , 因此 仍 有 | 五 | = 一 |4|: 口 

性 质 5 车 行 列 式 |4| 的 两 行 成 比例 , 则 |A| = 0. 特别 , 若 行列 式 的 两 行 相 
同 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 

证 明 先 证 明 特 例 , 设 行列 式 |4| 有 两 行 相 同 , 将 这 两 行 对 换 , 则 由 性 质 4 可 
得 |4| = 一 |4|, 因此 |4| = 0. 再 证 明 一 般 情 形 , 设 |4| 有 两 行 成 比例 , 则 由 性 质 3， 
将 比例 因子 提出 后 得 到 的 行列 式 有 两 行 相同 , 值 等 于 零 , 故 |4| = 0. 口 

性 质 6 设 |4|, | 吾 |, |C| 是 3 个 n 阶 行列 式 , 它们 的 第 (i,j) 元 素 分 别 记 
为 Qijy bij, Cij: |4|， IB|, IC| 的 第 久 行 元 素 适 合 条 件 : 


Crj 三 Qrj 十 br; (7 二 1,2,.… ;并 万 (1.3.6) 
而 其 他 元 素 相同 ， 即 Cij 二 Qi1 一 Dyy (i 7 7 = Dy es ;Nn), 则 


IC|= 14|+|BI|. 


证 明 对 n 用 数学 归纳 法 , n = 1 时 结论 显然 成 立 . 设 结论 对 n 一 1 阶 行列 式 


成 立 . 将 |C| 按 定义 展开 : 


IC| = anQi 一 al@o2l 十 … 十 (一 


十 于 (—1)"tlan Qn, 


1)"t (gri + bri)Qr1 


(1.3.7) 


其 中 @i 为 |C| 的 余子 式 . 车 i 关 7, 则 Qii 仍 适 合 (1.3.6) 式 , 由 归纳 假设 得 


Qa = Mii + Na, 


这 里 Mii, Nii 分 别 是 |4|, |B| 的 余子 式 . 若 i=7, 则 


rl = M1 = Nri. 


因此 (1.3.7) 式 为 


IC| 


+(—1)"t (a M1 站 briNr1) 人 


ai 十 Mill) 一 azi(Mol 十 Vol) 十 … 
-二 (—1)"tT lani(Mni + Nni) 


(ailWail — a21Mzi 二 … 十 (—1)"tiaoni Mni1) 


十 (aii Nii 一 ao1 N21 + (—1)"t lon Nni) 


= |4|+| 恕 |. 口 
性 质 6 可 用 行列 式 具体 表示 如 下 : 
Q11 Q12 


arl 十 prl Qar2+ br2 


Qnl Qn2 
Q11 Q12 Qin Q11 
= |Qrl QaQr2 Qrn| 十 |pr1 


Qn 
Qrn 了 brn 

Qnm 
Q12 i Qn 
br2 bes 
Un2 ** Qnn 
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性 质 7 “将 行列 式 的 一 行 乘 以 某 个 常数 c 加 到 另 一 行 上 , 行列 式 的 值 不 变 , 即 


Q11 Q12 Qn Q11 Q12 QI1n 
Qil Qi2 Qil Qi2 Qin 
Qj1 二 CQ;z1 Qj2 十 Cai2 …: Qjn 十 Cn Qi Qj2 1 Qjn 
Qnl Qn2 Qnn Qnl Qn2 1 Qnn 


证 明 由 性 质 6 可 将 上 式 左 边 分 拆 成 两 个 行列 式 之 和 , 一 个 等 于 右边 的 行列 
式 , 另 一 个 由 性 质 5 知 其 值 应 为 零 . 口 

上 面 我 们 对 行 证 明了 性 质 4 至 性 质 7. 实际 上 这 些 性 质 对 列 也 成 立 . 

性 质 5” 车 行列 式 |A| 的 两 列 成 比例 , 则 |A| = 0. 特别 , 若 行列 式 的 两 列 相 
同 , 则 行列 式 的 值 等 于 零 . 

证 明 先 证 明 若 |4| 有 两 列 相 同 , 则 值 等 于 零 . 假设 |4| 中 相同 的 两 列 都 不 是 
第 一 列 , 则 将 |4| 展开 并 用 归纳 法 即 可 得 |4| = 0. 因此 我 们 不 妨 设 |4| 的 第 一 列 
与 第 7 列 相同 . 这 时 如 果 第 一 列 元 素 全 为 0, 则 |4| = 0. 故 假设 |4| 的 第 一 列 元 
素 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 比如 asl 关 0. 将 |4| 的 第 一 行 与 第 s 行 对 换 , 仅 改 变 |4| 
的 符号 , 由 于 一 |4| = 0 即 意味 着 |4| = 0, 因此 我 们 不 妨 设 aii 去 0, 这 时 |4| 的 
形状 为 


Q11 Q11 
Q21 Q21 
Qnl *** Qnil 


将 |4| 的 第 一 行 乘 以 -2 加 到 第 i 行 上 去 (i = 2,3,.… ,n), 则 得 到 一 个 新 的 行 
11 
列 式 |C|, 它 的 形状 为 
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由 性 质 7 知 |C| = |4|, 将 |C| 按 定义 展开 , |C| = aii@il. 而 @ii 是 一 个 有 一 列 
全 为 0 的 n 一 1 阶 行列 式 , 故 Qn = 0, 即 有 |C| = 0, 于 是 |4| = 0. 一 般 情形 的 
证 明和 行 性 质证 明 相 同 . 口 
性 质 6 |4|, |B|, |C| 是 3 个 nn 阶 行列 式 , |C| 的 第 > 列 元 素 等 于 |4| 的 第 
列 元 素 与 吾 的 第 了 列 元 素 之 和 : 
Cir = Qir + bir (1 = 1,2,.…. , 7), 


而 其 他 元 素 相 同 ， 即 Cij = Qi; = bi (i i 区 2 7 wr); 则 


IC|=|4|+|Bl. 


证 明 若 7= 1, 用 行列 式 定义 展开 |C| 即 可 得 到 结论 . 若 > > 1, 将 |C| 展 
开 : 
IC = anQn -anQ2i+ + (-1)"tlaniQn, 


每 个 Qi 由 归纳 假设 得 
Qi = Mii 十 Nil， 


其 中 Qa, Ma, Ni 分 别 是 |C|, |4|, |B| 的 余子 式 . 代入 可 得 


IC|l=|14|+|BI. 口 


性 质 7 将 行列 式 的 一 列 乘 以 常数 c 加 到 另 一 列 上 , 行列 式 的 值 不 变 . 
证 明 类 似 性 质 7 的 证 明 . 利用 性 质 6' 及 性 质 5 即 可 证 明 . 口 

性 质 4 交换 行列 式 的 两 列 , 行列 式 的 值 改变 符号 . 

证 明 设 |B| 由 14| 交换 第 7 列 及 第 s 列 得 到 , 即 


Q11 ob. Qi1r ss Q1s 。 Qi1n 
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Q11 。。。 Qls ， Qlr Qin 

Q21 MN Q2s ss. Qor PE Qon, 
| 如 | = 

Qnil A Onis ss. Qi su Orin 


作 行列 式 |Cl, 它 的 第 r 列 及 第 s 列 相同 , 都 等 于 |4| 的 第 7 列 及 第 s 列 之 和 , 则 


Ql air 十 als ”ar 十 als ‘* Qn 
Q21 1 Qar 十 02s …，  Qar 十 0as +: Qon 
IC| = 
Qnl …' anr 十 Qns …， anr 十 Qns **: CQmm 
Ql ”ar Qir 十 Qls ‘* Qn 
Q21 i ar …' ar 十 as … ao2n 
Qnl i Qnr Qnr 十 Qns … Qnm 
2 
Q21 i Q2s aor 十 as *** Qa2n 
十 
Qnl °° Qns “°°* Qnr Qns 人 Qnr 
Q11 me» Q17 CE Qir 站 QT7m 
Q21 27 Q27 CQ2m 
= |A|+ 
Qnl Qnr Qnr Qnn 
Q11 se Ql1ls ss. Qi1s se Qn 
Q21 se Q2s Qo2s 所 让 全 Qon 
十 | 吾 | 十 
Qnl sss Qns ss Qns se Qnn 


除 |4|, |B| 外 的 两 个 行列 式 各 自 都 有 两 列 相同 , 因此 值 为 0. 而 |C| 也 有 两 列 相 
同 , 值 也 等 于 0. 于 是 |B| = 一 |A4|. 口 


行列 式 的 第 8 个 性 质 我 们 将 在 下 一 节 证 明 . 


怀 昨 1.3 


1. 求 下 列 行列 式 中 第 (1, 2), 第 (3,1) 及 第 (3, 3) 元 素 的 余子 式 和 代数 余子 式 : 


37 110 1=1 
Ss 祁 工 工 而 
1 1 2 —1|; 2 : 
(1) (2) .和 i 交 二 世 让 交 
1] 0 一 2 
0 你 1 
2. 计算 下 列 行列 式 的 值 
a 0 0 0 2 0 0 0 
0 5b 0 0 3 -1 0 0 
(1) (2) 。 
0 0 c 0 -2 0 3 0 
0 站 起 友 9 -1 2 1 
3. 计算 下 列 行列 式 的 值 : 
T 区 3 4 1 0 0 0 
0 -3 -1 0 Lr 1 
1 ° 2 
名 0 0 = 十 (2) 5 0 是 
GW 0 10 TT =" 2 
4. 计算 下 列 行列 式 的 值 : 
abc ad 1 1 0 -1 
0 0 ef 多 二 二 “只 
由 2 
名 由 强 -和 2) 2 2 0 -2 
0 0 zy 10 4 5 9 


§ 1.4 行列 式 的 展开 和 转 置 


行列 式 的 定义 通常 称 为 行列 式 按 第 一 列 展开 的 展开 式 , 那么 行列 式 是 否 也 可 
以 按 其 他 列 展 开 呢 ? 
我 们 可 这 样 考虑 ( 仍 用 上 一 节 中 的 行列 式 |A|): 先 交换 第 7 列 与 第 7 一 1 列 ， 
再 交换 第 7 一 1 列 与 第 r 一 2 列 , 等 等 , 经 过 7 一 1 次 这 样 的 交换 便 可 将 |4| 的 第 > 
列 换 到 第 一 列 , 再 按 定义 展开 行列 式 . 记 |B| 是 经 过 这 样 变换 以 后 的 行列 式 , 则 
(=1)™iA|=|B| = or 一 aorNai tT (1)"tlanr Nn 
= alrMi — a2r Mar + (—1)"tlan Mn, 
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因此 
14| = (CD) a Mi 二 (-1)2+7raorMor t+ (1)" aonrMar, (1.4.1) 
上 面 Na, Mi 分 别 表示 |B| 及 |4| 的 余子 式 . 利用 代数 余子 式 可 将 上 式 改 写 为 
|A| = a Air + a2r Azr 十 :十 anr4nr， (1.4.2) 


其 中 hj; = (一 1)?17Mi 是 |4| 的 代数 余子 式 . 
定理 1.4.1 设 |4| 是 n 阶 行列 式 , 第 i 行 第 7 列 元 素 ai; 的 代数 余子 式 记 
为 4 则 对 任意 的 7 (7 一 Li LE 六) 有 展开 式 : 


14 = QirAlr 十 a2r A2r. 二 Qtr diir: (1.4.3) 
又 对 任意 的 s 关 7, 有 
Qir Ais 十 Qa2r A2s 十 … … 寺 anr dns 三 性 (1.4.4) 


证 明 只 需 证 明 后 一 结论 . 注意 下 面 的 行列 式 , 由 于 其 第 7 列 与 第 s 列 相同 ， 
其 值 应 为 零 : 


Q11 Q1r Q1r QIm 
Q21 Q2r Q27r Q2m 

= 0. 
Qnl Qnr Qnr Qnm 


将 这 个 行列 式 按 第 s 列 展开 便 有 
Qindis. -QA dE .Qn Ans =:0: DD 


定理 1.4.1 告诉 我 们 行列 式 可 以 按 任 一 列 展开 , 那么 是 否 也 可 以 按 任 一 行 展 开 
呢 ? 我 们 先 通过 一 个 特例 看 看 能 否 按 第 一 行 展开 . 
例 1.4.1 


0 人 0 Q1s 0 “ee 0 


21 ”02s-1 Q2s Q2,stl “°° Q2n 


41=| 


Qnl …” Qn,s-l (Uns Qn,s+tl “°° Qnn 


证 明 由 定理 1.4.1 将 上 述 行列 式 按 第 s 列 展开 , 得 


I4| = Qjedis 十 Qa2s A2s i ans4ns. 


除了 4i。 外 , 4is (i > 1) 中 都 有 一 行 等 于 零 , 因此 4;s = 0. 此 即 |4| = a1sAis. 口 


Qnn 


引 理 1.4.1 车 
Q11 Q12 
Q21 QQ22 
14| = 
dnl Qn2 
则 
|A|= alli4i11 十 aiz4iz 十 … 十 Qin4in. 
证 明 由 行列 式 的 性 质 6 及 上 面 的 结论 得 : 
Q11 0 多 0 0 Q12 
Q21 Q22 Qon Q21 Q22 
|4|= . | 。 
Qnl Qn2 "TT Qnn Unil Qn2 


= Q11A11 十 al2412 十 … 十 QinAin. 口 


定理 1.4.2 
1,2,… ,n) 有 展开 式 : 


0 0 0 
Q2m Q21  Q22 
于 人 这 汪 有 旺 和 
Qnn Qnl Qn2 


14| Ei QriAri 二 Qr24r2 i Cr 


又 对 任意 的 s 关 7, 有 


arl14s1 本 ar24s2 二 QrnAsn =0. 


证 明 由 引 理 1.4.1 以 及 性 质 4, 采用 与 定理 1.4.1 的 证 明 类 似 的 方法 即 得 . 口 


定义 1.4.1 


QI1 Q21 


p= 


Qin  Q2n 


12 0Q22 


设 |4| 是 如 (1.4.5) 式 所 示 的 行列 式 , 令 


Qnn 


(1.4.5) 


Q2n 


Qnn 


设 |4| 是 如 (1.4.5) 式 所 示 的 行列 式 , 则 对 任意 的 r(r = 


(1.4.6) 


(1.4.7) 
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即 |A1| 的 第 一 行为 |4| 的 第 一 列 , |4/| 的 第 二 行为 |A| 的 第 二 列 , .…, |44 的 第 n 
行为 |4| 的 第 n 列 , 则 称 |4'| 是 |4| 的 转 置 . 换言之 , |44| 可 由 |A| 将 行 变 成 列 、 
列 变 成 行 得 到 . 

我 们 现在 来 证 明 行 列 式 的 性 质 &. 

性 质 8 行列 式 转 置 后 的 值 不 变 , 即 |4'| = |4|. 

证 明 对 行列 式 的 阶 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 显然 成 立 . 设 Mi 及 Nij 
分 别 是 |4| 及 |44 的 余子 式 , 则 Ni 等 于 Mi 的 转 置 . 由 归纳 假设 Ni = Mji. 
将 |41| 按 第 一 行 展开 : | 


[4 = anNiil 一 aoiNiz 十 .十 (—1)"tlan Nin 
= ailMil ariMai tt (1)"t lan Mn 
= |4|. 口 


现在 我 们 的 任务 是 利用 行列 式 性 质 , 求 出 n 元 线性 方程 组 的 公式 解 . 设 有 nn 
个 未 知 数 n 个 方程 式 的 线性 方程 组 
Q11T1 十 Ql272 十 … :十 Qin2n = bi, 
Q21T1 十 Q22T2 十 …: 十 aonZn = 02， (1.4.8) 


QniT1 十 Qn2T2 二 :二 QnnTn = bn. 


记 方 程 组 的 系数 行列 式 为 
Ql QI2 *** Qn 
14|= 21 fe CQ2m 
BA bt 
行列 式 
bl Ql 1 ain Ql1T1 二 TQ1272 二 TanTn Ql2 … aln 
by Qa22 1 Qon Q2121 十 Q2272 十 十 Q2nZn Q22 :** 0o2n 


[41|=|. . .|= 


bn an2 …: Qnn Qn121 十 Qn272 十 … 十 annZm Qn2 …… ann 
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用 -zs 乘 以 右边 行列 式 的 第 二 列 加 到 第 一 列 上 , 再 用 -zs 乘 以 第 三 列 加 到 第 一 列 
上 ,.…，, 最 后 将 一 x。 乘 以 第 列 加 到 第 一 列 上 , 由 行列 式 性 质 知 道行 列 式 值 不 变 ， 
即 


Q1lIZ1 Q12 …” Qln TQ Q12 “°° Qn 
- Q21Z1 Q22 …” CQ2n Q21 Q22 “°° Q2n 
|4i1| = 下 
QnlZ1l Qn2 **: Qnn Qnl Qn2 1**£:* Qnn 
于 是 
bl Ql2 … Qn 
bo az … aon 
|Ail bn Qn2 …” Qnn 
Ti 三 一 一 一 
14| QI1 QI2 “°° Qin 
Q21 0Q22 °° Q2n 
Qnl Qn2 “i Qnn 
同 理 , 通过 计算 
alil bi Qn 
Q21 bo Qon 
|4;| = . 
Qnl bn “Qnn 
» 
可 得 
a bi Qin 
a21 bo Q27m 
14z| Qnl bn Qnn 
TX2 二 一 二 
|4| Q1l1 Q12 Qin 


Qnl Qn2 “… Qnn 
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不 断 做 下 去 , 得 


al al :7 bi 
Q21 Q22 … bo 
[A Qnl Qn2 “… bn 
Tn 一 一 5 
14| Ql Q12 “°° Qn 
Q21 Q22 ‘°° Q2n 
Qnl Qn2 i Qnn 


上 述 结论 通常 称 为 Cramer ( 克 莱 姆 ) 法 则 , 我 们 把 它 写 成 如 下 定理 . 
定理 1.4.3 (Cramer 法 则 ) ” 设 有 线性 方程 组 


Q11T1 十 Q127T2 十 … :十 QinZn = b1, 


ao2101 十 Q2202 十 :十 Q2nTn = 02， (1.4.9) 


QniX1 十 Qn2T2 十 … 十 QnnTn = bn. 
记 这 个 方程 组 的 系数 行列 式 为 |A|, 若 |4| 关 0, 则 方程 组 有 且 仅 有 一 组 解 : 


|Ail |A,| | 
中 1.4.10 
1= TA = 网 [A Wy 


其 中 |Aj| (ij = 1,2,… ,n) 是 一 个 n 阶 行列 式 , 它 由 |A| 去 掉 第 j 列 换 上 方程 组 
的 常数 项 b1,b02,*…- 本 组 成 的 列 而 成 ， 


证 明 前面 的 讨论 说 明 , 如 果 线 性 方程 组 (1.4.9) 有 解 , 那么 解 一 定 是 (1.4.10) 
的 形式 , 因此 我 们 只 要 验证 (1.4.10) 确实 是 线性 方程 组 (1.4.9) 的 解 即 可 . 
将 |4;| 按 第 7 列 展开 , 得 


|A;| = 0b1A1; + boA2; + ++ bnAnj, 


从 而 


A; 1 
Tj 二 各 = [TAT As + bdo + + bnAns), 5 = 1,2,..… ,n. 


因此 对 任意 的 1 < i < n, 由 定理 1.4.2 可 得 


QilT1 十 Qi272 十 … QinTn 
Qil 
(bi 
14| 


十 .十 诈 @4n + b2 A2n, 十 …， 十 加 4nn) 


= al (ail4il 十 aiz4liz 十 … 十 ain4in) 


Ali+ boAzi + bnAni) 


bn 
rs TAT 1 Am + Qi2An2 十 :… 十 ain4nn) 


bi b; b,, 
一 一 .0 十 … 和 十 一 一 :|A| 十 :… 十 一 :0=b;, 
[al 机 全 四 


即 (1.4.10) 是 线性 方程 组 (1.4.9) 的 解 . 口 
注 ” 当 系数 行列 式 |4| = 0 时 , 方程 组 的 解 比较 复杂 , 我 们 将 在 第 三 章 讨 论 这 
个 问题 . 


习 题 1.4 


1. 通过 计算 证 明 下 列 行列 式 按 第 一 行 展 开 的 值 等 于 按 第 一 列 展开 的 值 : 
A000 DL 0 68 


2 7 3;|6 2 -1|. 
5 72. 26 5 26 


2. 将 下 列 行列 式 分 别 按 第 二 行 及 第 三 列 展开 求 值 并 比较 其 结果 : 
2 3 | 名 =2 


1 2 Ol 2 1 本 | 
0 8 8 I 6 一 7 


3. 设 |4| 是 n 阶 行列 式 , 若 |4| 的 第 (i,j) 元 素 aij 与 第 (j,i) 元 素 aji 适合 关系 式 : 
0 = 一 0jin 


则 称 14| 是 一 个 反对 称 行列 式 . 求证 : 当 n 是 奇数 时 , n 阶 反对 称 行列 式 的 值 等 于 零 . 


28 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


4. 求证 : n 阶 行列 式 


0 0 0 bi 
0 0 b> 0 
二 (—1)¥""-D pi ba bn 
0 bn 1 - 0 0 
bn 0 人 
5. 求 下 列 关 于 z 的 多 项 式 中 一 次 项 的 系数 : 
2 TT =5 3 
和 入 总 4 
| 
1] 7 -2 一 2 


6. 用 Cramer 法 则 求 下 列 线性 方程 组 的 解 : 


Z1 十 2zz 十 3z4 三 1， 
2z1 十 502 一 03 十 404 = 2 
371 十 6z2 十 za 十 10z4 == 3， 


T1 272 2m4 = 


§ 1.5 行列 式 的 计算 


我 们 已 经 看 到 , 线性 方程 组 可 以 用 行列 式 求解 . 但 是 当 未 知 数 个 数 很 多 时 , 行 
列 式 的 阶 将 很 大 , 用 行列 式 的 定义 来 计算 高 阶 行列 式 是 非常 麻烦 的 . 有 没有 好 办 法 
使 得 行列 式 的 计算 简单 一 些 ? 这 是 这 一 节 要 研究 的 问题 . 

我 们 先 来 看 下 面 一 个 例子 . 

例 1.5.1 设 有 行列 式 


Q11 Q12 QIlm 
0 aaz v5: Qon 

|4| = 4 3 外 
0 Qn2 Qnm 


即 |4| 的 第 一 列 除 了 第 一 个 元 素 外 都 等 于 零 , 则 |4| = aiiMii. 
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注意 Mii 是 一 个 n 一 1 阶 行列 式 . 这 个 命题 启发 我 们 , 如 果 能 设法 把 一 个 行 
列 式 变 成 上 例 中 行列 式 的 形状 , 那么 我 们 就 可 以 将 这 个 行列 式 “ 降 阶 处 理 ” 不 断 
地 重复 这 个 过 程 , 就 可 以 将 高 阶 行列 式 的 值 计算 出 来 . 如 何 做 到 这 一 点 ? 我 们 来 看 
下 面 的 例子 . 


例 1.5.2 计算 下 列 行列 式 : 


fi 这 = 

2 -1 10 
|4|= : 
Ti 小 

-1 0 21 


解 ” 我 们 的 目的 首先 是 设法 将 |4| 的 第 一 列 中 的 第 二 、 第 三 及 第 四 行 的 元 素 
变 为 零 . 为 此 , 先 将 |4| 的 第 一 行 乘 以 -2 加 到 第 二 行 上 去 , 由 性 质 7 可 知 |4| 的 
值 不 变 , 我 们 用 下 列 记号 来 表示 这 个 过 程 : 


(一 2) T 0 Ml | 0 gw i 
2 -i110 |0 -1 53 -2 
二 
= 六 It 6 


再 将 第 一 行 乘 以 -1 加 到 第 三 行 上 , 即 


(-1) re | 侠 二 .修一 疡 利得 
0 -1 -3 -2| |0 -1 :3 IN 
1 WH 0 3| |o 0 2 2) 
= 和 各 和 | 相生 0 各 
再 将 第 一 行 加 到 第 四 行 上 去 : 
GD 1 面包 下 | (hil on B11 


-10 2 1| l0 0 4 2 
这 样 就 把 |4| 的 第 一 列 除 第 一 行 外 的 元 素 全 化 为 零 , 于 是 可 将 行列 式 降 阶 处 理 : 
217120 上 区 
4 =1.|0 -2 2|. 
0 4 ‘9 
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在 上 面 的 三 阶 行列 式 中 第 一 列 元 素 除 -1 外 都 是 零 , 又 可 作 降 阶 处 理 : 


一 儿 多 


|4|=(=D): a ol 


对 二 阶 行列 式 可 直接 用 定义 计算 出 它 的 值 : 


[4|=(-1)(-4— 8) = 12. 


我 们 详细 分 析 了 求 |4| 值 的 过 程 . 在 实际 运算 过 程 中 , 常 把 上 述 运算 简写 为 
IC-D(-2)|1 0 21 0 2 1 
军人 Ri 前 | | 间 | 半天 入 加 天 物 
1 -70 革 证 m8 | 一 200 多 
-1 0 21| lo 0 4 2 
ET £8 12 
_2 2 
=|0 -2 2|=- =-(-4— 8) = 12. 
4 2 
0 4 2 


上 面 的 方法 是 基于 行列 式 可 按 列 展开 这 一 事实 . 同 理 , 由 于 行列 式 也 可 按 行 展开 ， 
也 可 采用 将 第 一 行 除 第 一 个 元 素 都 消 为 零 的 办 法 来 求 行列 式 的 值 . 仍 以 上 面 的 行 
列 式 为 例 , 采用 行 消去 法 : 


1 0 21 |1 0 0 0 
Es 
21711 1 0 | -ii -名 -多 
= | 和 = 名 
1 0 10 所- Dl IV- 32 多 
0 4 2 
-1 50 5 Ib I 牙 
这 时 再 按 列 展开 即 可 . 


究竟 何 时 用 行 消去 法 , 何 时 用 列 消去 法 , 要 具体 分 析 , 看 用 哪 种 方法 能 较 顺 利 
地 降 阶 . 在 计算 一 个 行列 式 中 可 以 交叉 地 使 用 这 两 种 方法 . 

有 时 会 出 现 这 样 的 情形 , 行列 式 的 第 一 行 第 一 列 的 元 素 等 于 零 , 这 时 可 用 其 他 
非 零 元 素来 消去 别 的 行 或 列 , 再 将 行列 式 降 阶 . 
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例 1.5.3 计算 行列 式 : 


0 -2 4 
4|=|2 5 -1l. 
6 1 7 
解 ” 这 时 可 将 第 二 行 乘 以 -3 加 到 第 三 行 上 去 再 按 定 义 展开 : 
0 = 妆 通 0D = 多 4 a 
3 | 三民! 区 DD 
—14 10 
6 1 7 0 -14 10 


= 一 2( 一 20 十 56) = 一 72. 


有 时 为 了 方便 , 我 们 不 必 拘 泥 于 消去 第 一 行 的 或 第 一 列 的 元 素 , 看 哪 行 ( 列 ) 消 
为 零 方便 就 消去 该 行 ( 列 ). 
例 1.5.4 计算 行列 式 : 


2 6 -3 0 

|4|= : 
3 11 -1 4 
-6 5 2 -9 


解 ” 这 时 若 消 去 第 一 列 将 出 现 分 数 运算 . 因此 我 们 采用 消去 第 三 列 的 方法 : 
2) D3) 7 3 1 -5 7 
2 6 -3 0 23 15 0 
3 11 -1 4 10 14 0 -1 
-6 5 2 -9 |-20 -1 0 


23 15 -15| |23 15 0 
=(-1)1H3|10 14 -1|=|10 14 13 
-0 + -20° 1 0 
| —13(—23 + 300) = —3601. 
seit 
如 果 一 个 行列 式 中 某 一 行 或 某 一 列 有 公 因 子 , 则 可 根据 性 质 3 可 以 将 它 提出 
来 , 这 样 往往 能 简化 计算 . 


= (—1)213.13. 
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例 1.5.5 计算 行列 式 : 


3 6 12 
I4|=|2 -3 0|. 
B 和 
解 ” 先 将 第 一 行 中 的 公 因子 析出 : 
2 


I4|=3l2 -3 ol. 


再 计算 
(5)(-2) 1 2 4 1 2 4 
2 -3 0|=|0 -7 -8|= 
5 1 2| |0 -9 -18 


因此 , |4| = 3 x 54 = 162. 
上 面 详 细 介绍 了 计算 行列 式 的 方法 . 在 实际 计算 过 程 中 不 必 拘 于 固定 的 步骤 ， 
可 以 根据 不 同 的 情况 灵活 运用 行列 式 的 性 质 , 较 快 地 计算 出 行列 式 的 值 . 其 原则 是 
尽 可 能 多 地 使 行列 式 的 元 素 变 为 零 , 尽 可 能 快 地 将 行列 式 降 阶 处 理 . 
下 面 举 几 个 文字 行列 式 的 例子 . 


例 1.5.6 计算 n 阶 Vander Monde ( 范 德 蒙 ) 行列 式 : 


1 ji 三 
] 2 人 
Vn = E 
2 n—2 n—l1 
1 Zn-1 Tn—l1 Tn-l1 Tn-l 
1 1! 弱 si 


解 ” 我 们 采用 行 消去 法 . 将 第 n 一 1 列 乘 以 -z 后 加 到 第 n 列 上 , 再 将 
第 n 一 2 列 乘 以 -zw 加 到 第 n 一 1 列 上 . 这 样 一 直 做 下 去 , 直至 将 第 一 列 乘 以 一 zx， 
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加 到 第 二 列 上 为 止 . 每 次 这 样 变 形 后 行列 式 的 值 不 改变 , 于 是 


2 n 
1 wi = 21 — TiTn i WI = Tn Vi 一 01 Vn 
1 xz2— Zn 2Z2 一 ToTn os gp rl 2 
全 二 ¥ i 
2 n—2 n—3 n—1l n—2 
1 Wh1— Wh Whi Wy i dn 1 — Wn 
1 0 0 5 0 0 
-3 | 
T1—Tn 2Z1(Z1 一 Zn) (1 一 Zn) 2Z1 (ZI 一 Zn) 
n—3 n—2 
(Dnt XT2— Tn Za2(Z2 一 Zm) (To 一 Zn) Z2 “(Z2 一 Zn) 
n—3 n—2 
Tn—l1—Tn TnL1(Tn i—Hh) 7 Zn-i(Tn_1—2n) wn-1(Tn_1—Tn) 


将 上 式 中 各 行 公 因 子 析出 后 得 到 的 n 一 1 阶 行列 式 恰好 是 一 个 za za ,zn_1 
的 n 一 1 阶 Vander Monde 行列 式 , 我 们 记 之 为 人 W_1. 于 是 


1 而 ”说 2 2 
2 n—2 

T2 LT» T» 

= (—1)"t (zi 一 2p)(Z2 一 Zr) (Ln — Tn) |. 。 
1 ha 1 1 


= (2% — TZ1) (Ta — TZ2) "(Tn — Tn 1 Vai 
我 们 得 到 了 递 推 公式 : 
从 一 (Tn ZT1) (Tn Z2) (mr IT 


于 是 
Vn 一 II (zy pe Ti), 
l1<i<j<n 
这 里 工 表示 连 乘积 , i,j 在 保持 i < j 的 条 件 下 遍历 1 到 n. 例如 ， 


Va = (4 — £1)(T4 — 2)(24 — T3)(T3 一 Z1)(zs 一 Z2)(za — £1), 


Vs = (725 一 Zi)(z5 一 Za2)j(z5 — T3) (75 — Ta) Va. 
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例 1.5.7 求 下 列 行列 式 的 值 : 


A 0 0 … 0 On 

—1 入 QO ， 0 Qn—1 

0 —] 入 . 0 Qn—2 
Fn = : 

0 0 0 .:.. 入 Q2 

0 0 0 ww -1 A++m 


解 ” 按 第 一 行 展 开 并 注意 到 以 下 两 点 : 一 是 an 的 余子 式 是 一 个 上 三 角 行 列 
式 , 故 其 值 等 于 (-1)"-5 二 是 和 的 余子 式 是 与 下 相 类 似 的 n 一 1 阶 行列 式 , 我 


们 记 之 为 思 _i; 于 是 
到 = A, 1 PT 1) A 


利用 递 推 关 系 不 难 求 得 
P= No +a 2 十 :十 an 
例 1.5.8 求证 : 
QZ 十 DV ay++bz az 十 br TT YZ 
|4|= QU + bz az+ bz az+byl= (a +b) ly Zz TI. 
az 十 br azr+by ay+bz 2 TY 


证 明 注意 到 行列 式 |4| 的 每 个 元 素 都 是 两 个 数 之 和 , 根据 行列 式 的 性 质 6， 
可 依次 将 第 一 列 、 第 二 列 、 第 三 列 分 拆 开 , 得 到 行列 式 |4| 是 8 个 行列 式 之 和 . 注 
意 到 其 中 6 个 行列 式 都 有 两 列 成 比例 , 从 而 值 为 零 , 最 后 可 得 


QZ ay az by bz bx 人 可 凡 多 
[A|=lay az arlit+lbz bz b=(@ +b)ly z v. 口 
az QZ ay bx by bz z 2 4 
例 1.5.9 计算 下 列 n 阶 行列 式 : 

到 
QT a aa 
IA4|=|la a zx a 
人 全 - 光 ZL 
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解 ”将 第 二 行 、 第 三 行 直至 第 ” 行 都 加 到 第 一 行 上 , |4| 的 值 不 变 : 


z+(n—-l)a z+( 一 la z+m 一 la 2Z+(m 一 la 
Q 学 Q Q 
14| 一 a a 元 Ss a 
Q Q Q 六 
| 
a TT QQ Qa 
= (z+(n—-l)ale az : al. 
Qa a a : 7 


再 将 第 一 行 乘 以 -a 分 别 加 到 第 二 行 、 第 三 行 , 直至 第 n 行 上 , 得 


1 L 1 1 

0 rz-—a 0 i 0 
I4| = (z+(n-l)a)l0 0 Zz-a 0 

0 0 0 “ ZT—a 


ll 


(z+(n—1a)(z—a)". 


例 1.5.10 计算 
下 姥 岁 切 
绪 六 册 名 
|4|= 
z wW 7 Y 
四 器 对 人 党 


解 ” 将 第 二 列 、 第 三 列 和 第 四 列 都 加 到 第 一 列 上 , |4| 的 值 不 变 : 


Z 十 V 十 Z 十 山 Y 2 ww 1 洲 雪 
T+Yy+z+w TT wW Zz 此 mw WW 2 
(A= = (z+Yy+z+w) 
T+Y++Z+wW ww TT YY 1 w xz 7 
7 十 7 十 zZ 十 山 了 1 7 I 记 允 


36 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


再 将 第 一 行 乘 以 -1 分 别 加 到 第 二 行 、 第 三 行 和 第 四 行 上 , 得 

1 y 之 WW 
[| 二 和 一 W—2z Zz—y 
0 wy Z 一 2 Yy—w 
0 zy 1 一 2 Zz—W 


2 一 也 一 2 ZZ— 


= (T+Yy+2+u) wy zz y—wl. 
ZzZ—Yy Y—z 2 一 也 
再 将 第 二 列 分 别 加 到 第 一 列 和 第 三 列 上 , 得 
外 十 妈 一 0 一 儿 也 一 0 
4| = (z+Y 十 z 十 岂 ) jz 十 由 一 一 2 2 一 2 7 十 一 xz 一 也 
0 8 一 入 爷 才 到 一 2 一 奶 
1 w—z 0 
= (z+y+z+w)(zT+y—z—v)(r+w -yz 2-z 1 
0 vy—z 1 


= (z+Yy+z2+u)(THY -2 wv)(T+2 yo)(r+y mYy— 2). 


一 般 说 来 , 文字 行列 式 的 计算 往往 需要 较 高 的 技巧 . 但 在 实际 问题 中 人 们 大 量 
遇 到 的 是 数字 行列 式 , 这 类 行列 式 现在 已 可 借助 计算 机 进行 计算 , 但 是 懂得 行列 式 
的 计算 原理 及 行列 式 的 性 质 对 正确 应 用 计算 机 计算 行列 式 是 有 益 的 . 


导 是 1.5 


1. 用 行列 式 性 质 计 算 下 列 行列 式 : 


人 重工 革 村 
3 0 1 5 | 
1 2 ; 
Wr Ba 网 必定 
-2 4 了 a Wh Me 
1 2 3 4 5 
A 2 和 了 和 6 馆 
(3) ls 人 (4)|3 5 11 16 21 
节 - 人 
站 ET 信 王 间 阅 总 
5 -3 3 4 
1 7, 间 汪 三 冲 ) 面 


2. 设 bi; = (ail 十 Qi2 十 … 十 Qin) 一 ai 求证 : 


bl1 ££ bn al …' aln 
= (-D” (一 DJ 


Da …… bnn Qni “… Qnn 


3. 计算 n 阶 行列 式 : 


a 0 :1.:. 0 1 1 2 “| 
0 a ::. 0 0 —1] 0 3 2B- nn 
(Dl|: : 2 ls = 8 | 
0 0 … &@a 0 :2 : 
1 0 :.::. 0 a —1] —2 -3 :+.:. 0 
*4. 证 明 : 
1 1 1 
1 ‘C3 (Be 
(1) 1 C3 1 C024 Ss 
下 C2 
1 Q1 Q2 5 而 Qn 
1 al 十 0 Q2 5 Qn 
(2) 1 a1l a2 十 bz …: Qn = bibz::.b;,. 
1 Q1 Q2 "2 an 十 bn 


5. 利用 Vander Monde 行列 式 计 算 下 列 行 列 式 的 值 : 


二 二 一 2 = 
QT 1 QT 2D 和 aib? bY 
1 让 一 
GR 


*6. 设 到 (ZT)(i = 1,2,…,n) 是 次 数 不 超 过 n 一 2 的 多 项 式 , 求证 : 对 任意 nn 个 
数 ui,az,…… ,an, 均 有 


万 (al) fila2) … fi(an) 
fola1) fola2) :+ fo(an) A 


fn(a1) 万 (az) :+:: fn(an) 
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提示 : 设法 证 明 下 列 行列 式 的 值 恒 为 零 : 


fi(xz) fila2) … fi(an) 
fo(z) fz(a2) 1:: fz(an) 


fn(z) fn(a2) …: fn(an) 


§ 1.6 行列 式 的 等 价 定义 


设 有 行列 式 
QI1 QI2 …” Qn 
Q21 (22 “°° don 
aj=| 。 (1.6.1) 
Qnl Qn2 **£: Qnn 


我 们 已 经 知道 如 何 用 归纳 法 求 它 的 值 , 但 是 读者 也 许 仍 觉得 不 满意 . 能 否 将 |4| 的 
值 直接 表示 出 来 呢 ? 我 们 可 以 这 样 考虑 : 利用 行列 式 性 质 , 将 |4| 分 拆 成 若干 个 简 
单 的 行列 式 之 和 , 然后 设法 将 这 些 简单 的 行列 式 计算 出 来 再 求 和 . 

为 了 得 到 具体 的 想法 , 我 们 先 来 看 三 阶 行列 式 的 情形 . 设 


Ql Q12 Q13 
|4|= Q21 Q22 Q23|: 


Q31 Q32  Q33 
根据 行列 式 性 质 6, 将 |4| 的 第 一 列 分 拆 开 , 则 |4| 可 以 表示 成 为 3 个 行列 式 之 和 : 


Ql1l Q12 Q13 0 az Q13 0 al? als3 
14|=|0 as azs|+|laa az a23|+| 0 az a23l. 


0 as2 Qa33 0 as? Qa33 31 Q32 Q33 
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继续 将 上 述 第 一 个 行列 式 (其 余 类 似 ) 的 第 二 列 和 第 三 列 分 别 分 拆 开 , 则 可 得 


dll Q12 Q13 Q11 Q12 Q13 al Q12 0 all al2 0 
0 CQ22  Q23 = 0 0 0 | 十 | 0 0 Q23 十 | 0 0 0 
0 CQ32 QQ33 0 0 0 0 0 0 0 0 Q33 
Q1l 0 Q13 Q11 0 0 Q11 0 0 


二 | CQ22 0 | 十 | 0 CQ22  Q23 和 各 CQ22 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 as3 


Q11 0 Q13 Q11 0 0 Q11 0 0 
寺 | 0 0 0 | 十 | 0 0 az3| 十 | 0 0 人 |。 
0 Q32 0 0 Q32 0 0 Q32 a33 


进一步 , 由 行列 式 性 质 3, 将 上 述 9 个 行列 式 每 一 列 的 公 因子 分 别提 出 , 则 有 


Q11 Q12 QQ13 外 再 并 110 4 二; 坦 
0 ao2a Q23|=Q1101201310 0 0l+anazaz3|0 0 1l+anawzas3|l0 0 0 
0 as? a33 0 0 0 0Q0 0 0 0 1 
1 @Y 100 100 

十 alla22Q13 |0 1 0I+alliazza2g |0 1 1l+aidzza33I0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 

4 你 寺 1 0 0 1 0 8 
十 Qlla3s2Q13 |0 0 0|I+alilasza23 |0 0 1+allias2ass|0 0 0|. 

0 1 0 0 1 0 0 1 1 


此 时 , 所 有 的 三 阶 行列 式 都 具有 十 分 简单 的 形式 , 即行 列 式 的 每 一 列 只 有 一 个 元 
素 为 1, 其 余 元 素 全 为 0. 注意 到 : 如 果 有 两 个 1 处 于 同一 行 , 则 由 行列 式 性 质 5， 
此 行列 式 的 值 为 零 ; 如 果 所 有 的 1 处 于 不 同 的 行 , 则 通过 列 之 间 的 对 换 可 将 此 行 
列 式 变 为 所 有 的 1 都 在 主 对 角 线 上 的 行列 式 , 由 行列 式 性 质 4 知 此 行列 式 的 值 等 
于 工 或 -1. 因此 


Q11 Q12 Q13 
0 a2z2 a23| = 411022033 一 Q11032Q23， 


0 a32 Qa33 
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最 后 可 得 


Q11 QI12 013 
Q21 Q22 Q23| 三 Q11Q22Q33 十 Q21032Q13 十 Q31Q12Q23 
Q31 Q32 Q33 

—Q11Q320Q23 一 Q21012Q33 一 Q310Q22013. 


我 们 可 以 把 上 述 讨论 推广 到 n 阶 行列 式 的 情形 . 为 了 叙述 方便 , 我 们 先 做 一 
些 约定 . 行列 式 第 j 列 简 记 为 oj (j = 1,2,… ,n). |4| 写 为 la oz,… ,am|. 又 
用 ei 表示 由 n 个 数组 成 的 列 , 其 中 第 一 个 数 为 1, 其 余 为 零 , 即 


为 了 防止 混淆 , 我 们 把 这 一 列 数 用 括号 括 起 来 . 类 似 地 定义 e; 为 由 n 个 数组 成 的 
列 , 其 第 i 行为 1, 其 余 行 为 0. 定义 一 个 数 a 与 e; 的 乘积 仍 为 一 个 由 n 个 数组 
成 的 列 , 其 第 i 行 元 素 为 a, 其 余 为 零 . 定义 aei + be; 为 这 样 的 一 个 由 n 个 数组 
成 的 列 , 其 第 i 行为 a, 第 j 行为 b, 其 余 为 零 . 如 果 i = j, 则 第 i 行为 a 十 b, 其 余 
行为 零 . 这 样 , 行列 式 |4| 的 第 一 列 可 写 为 


Q11 
Q21 
Q 一 二 Ql1el 十 Q21e2 十 … 十 Qnlen 二 > Qi1ei. 
二 $=1 
Qnl 


同样 , 第 7 列 写 为 
n 
Qj; = Q17el 十 Q27E2 十 … 十 Qnjen 一 》 aijei. 
wk 


由 行列 式 性 质 6 及 性 质 3, 有 


n 
14 一 laa as ,on| = | > aaeipao ,on 
RE 


n 
Daalei, a, ,am|. 
i=1 


对 行列 式 |ei, aa ;Onls 由 CQ2 一 Fp Qk2Ek 得 


n 
le aa 7 ,Qn| = 》 ak2lei, ery ,nl. 

k=1 

于 是 
|4| = Yairar2 eEi)ek ,Onl. 
ik 
不 断 做 下 去 即 可 得 : 
I4| 2 Qki1Qk22* ** Qkan|Eki, Ek2) , ek |. 
k1,k2, ,kn 


注意 行列 式 |ex,,exs,… ,et 当 er, = ek 时 其 值 为 零 . 因此 不 为 零 的 行列 
式 |ek,, eks，'… ,ek,| 必须 适合 条 件 : 关 i, 即 (ii, ko,… ,kn) 是 数 1,2,:… ,n 
的 一 个 全 排列 或 称 (fa ko,… ,kn) 是 1,2,… ,n 的 一 个 置换 .这 时 候 , 行列 
式 |ek,, eks，,"… ,ek,| 是 一 个 每 一 行 和 每 一 列 都 有 且 只 有 一 个 元 素 等 于 1, 其 余 元 
素 都 为 零 的 行列 式 . 显然 , 经 过 若干 次 行 或 列 的 对 换 , 这 样 的 行列 式 可 以 化 为 下 列 
形状 : 


1 © .0 


上 面 行列 式 的 值 等 于 1, 因此 行列 式 |ex,, ek。,… ,ek,| 的 值 等 于 1 或 -1. 故 |4| 的 
展开 式 一 共有 ml 项 , 每 一 项 的 值 为 


(—1)Qgpi1Qk22*** Okan 


其 中 < 只 与 排列 (ki, kz,… , kn) 有 关 . 

为 了 决定 行列 式 中 每 一 项 的 符号 , 我 们 引进 逆序 数 的 概念 . 

定义 1.6.1 我 们 称 n 个 数 1,2,… ,n 的 排列 (1,2,:… ,n) 为 常 序 排列 , 即 数 
字 从 小 到 大 的 排列 为 常 序 排列 . 如 果 在 一 个 排列 中 7 排 在 i 之 前 但 是 7 > i 则 称 
这 是 一 个 逆序 对 . 一 个 排列 的 所 有 逆序 对 的 总 个 数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 . 


逆序 数 的 求法 是 : 设 排列 为 (ki, k2,… , kn), 先 看 有 后 面 有 多 少 个 数 小 于 i， 
不 妨 设 为 mi; 再 看 ko 后 面 有 多 少 个 数 小 于 kz, 不 妨 设 为 m2; …'; 最 后 看 kn_1 
后 面 有 多 少 个 数 小 于 ki1, 不 妨 设 为 ma_1， 由 定义 , 排列 (ki, kz,… ,kn) 的 逆 
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序数 就 等 于 mi 十 mz 十 … 十 7， 通常 记 为 VRH: ;Ra 例如 ， 常 序 排 
列 (1,2,… ,n) 的 闭 序 数 为 零 . 


例 1.6.1 试 确定 (4,1,3,2) 的 逆序 数 . 
解 _mi = 3, mz = 0, ms = 1, 故 逆序 数 N(4,1,3,2) =3 十 0 十 1 二 4 


定义 1.6.2 若 排 列 (ja ko,… ,kn) 的 逆序 数 是 一 个 偶数 (包括 零 ), 则 称 之 
为 偶 排 列 ; 若 (i, ko,… ,和 有) 的 逆序 数 是 一 个 奇数 , 则 称 之 为 奇 排列 . 


设 5 为 1,2,… ,n 的 所 有 全 排列 构成 的 集合 , 则 5 的 元 素 个 数 为 nl. 


引 理 1.6.1 设 (有 ,kz,… 各) € 5%, 若 将 其 中 与 有 ; 的 位 置 对 换 , 其 余数 
不 动 , 则 排列 的 奇偶 性 改变 . 即 奇 排列 变 为 偶 排 列 , 偶 排 列 变 为 奇 排列 . 


证 明 首先 我 们 考虑 相 邻 两 个 数 的 对 换 . 若是 访 > ii, 则 对 换 后 道 序数 减 
少 了 1; 若 应 < kiri, 则 对 换 后 逆序 数 增加 了 1, 无 论 哪 种 情形 , 奇偶 性 都 改变 了 . 
再 考虑 一 般 情 形 . k; 与 k; 的 对 换 可 通过 相 邻 两 个 数 的 对 换 来 实现 : 不 妨 设 1 < jj 
将 局 与 iqi 对 换 , 再 与 ;12 对 换 , .…, 最 后 与 k; 对 换 ( 共 换 了 7 一 i 次 ); 再 将 k; 
与 -1 对 换 , 再 与 _2 对 换 ,.…, 最 后 与 41 对 换 ( 共 换 了 j 一 i 一 1 次 ); 此 时 ; 
到 了 ki; 原来 的 位 置 , 应 到 了 原来 k; 的 位 置 . 这 样 一 共 换 了 2(7 一 外 一 工 次 , 因此 
改变 了 奇偶 性 . 口 

引 理 1.6.2 设 n>2, 则 5% 中 的 奇 排列 与 偶 排 列 各 占 一 半 . 

证 明 设 5 中 的 奇 排列 有 个 , 偶 排列 有 gq 个 . 由 于 n> 2, 故 可 将 每 个 奇 
排列 的 头 两 个 数 对 换 一 下 , 则 所 有 的 奇 排列 变 成 了 互 不 相同 的 偶 排 列 , 因此 p < 4. 
同 理 可 证 gq <p, 故 p=g. 口 

逆序 数 的 实际 意义 是 , 它 给 出 了 任 一 排列 与 常 序 排列 之 间 相 互 转换 的 关系 . 

引 理 1.6.3 设 (后, ho,… ;kn) E 5 则 通过 N(ki, ja ,kn) 次 相 邻 对 换 ， 
可 将 (i,k2,:…… ,kn) 变 为 常 序 排列 (1,2,…… ,n). 

证 明 对 n 进行 归纳 . n = 1 时 结论 显然 成 立 , 设 对 1,2,…,n 一 上 的 任 一 
排列 结论 成 立 ， 设 n 在 排列 (ba 如 ,6) 的 第 位置， 即 后 = n, 其 逆序 数 
为 mi (这 时 mi = n 一 让 . 将 访 与 iri 对 换 , 再 与 ki42 对 换 , .…., 最 后 与 如 对 
换 ( 共 换 了 mi; 次 ), 此 时 n 就 到 了 最 末 一 位 . 注意 到 


N (ki1, ka,. ;而 = mi;++ N(ki,.…- ;ki—1, AL) 本 有 
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且 (ki1, Ot ,ki_1, Kir1, Ce :Kin) S as 由 归纳 假设 知 (ke1, ty RE=1, hip1, A , kn) 
经 过 N (有 i,… ,ki_1, kit+1,… ;kn) 次 相 邻 对 换 可 变 为 常 序 排列 (1,2,:… ,n 一 1)， 
因此 由 上 面 的 讨论 知 (hi, k2,… ,kn) 经 过 N(k1,k2,… ;kn) 次 相 邻 对 换 可 变 为 常 
序 排列 (1,2,… ,n). 口 

例 1.6.2 ” 试 通过 相 邻 对 换 将 (4,1,3,2) 变 为 常 序 排列 (1,2,3,4). 


解 (4,1,3,2) 将 4 相 邻 对 换 3 次 , (1 3 2 4) 将 3 相 邻 对 换 1 次 ,| 2 3 4) 


现在 我 们 来 计算 行列 式 |ex,, ers,… ,ek,|. 由 引 理 1.6.3 知 , (1, ko,… ,kk ) 经 
过 N(ki, k2,::: ; kx) 次 相 邻 对 换 可 变 为 常 序 排列 (1, 2,.…- ,1). 因此 ， 行列 
式 |ek,,eks，… ,em| 经 过 N(k1, kz,… ,kn) 次 相 邻 列 对 换 可 变 为 行列 式 |ei, ez， 
…, en|. 因此 |ek,, eps,… , ek,| 的 值 等 于 (—1)N(k1 kz ,kn), 这 样 就 求 得 了 行列 式 
的 值 . 
定理 1.6.1 设 |4| 是 如 (1.6.1) 式 所 示 的 n 阶 行列 式 , 则 
14 一 (—1) Nk2, hn) gk ICGK 2 + kan (1.6.2) 
(KR1 2 ,kn)ESn 


注 “我们 也 可 以 将 上 式 作 为 行列 式 值 的 定义 , 从 而 推出 行列 式 的 诸 性 质 . 事实 
上 , 有 不 少 教科 书 就 是 采用 这 种 方法 来 定义 行列 式 的 . 读者 不 妨 自己 作 一 尝试 . 


司 并 1.6 


1. 试 求 定义 (1.6.2) 式 中 项 aaaaw_las mw_s .…:ani 所 带 的 符号 . 
2. 试用 (1.6.2) 式 来 证 明 行列 式 的 诸 性 质 . 
3. 证 明 行列 式 的 值 还 可 以 这 样 定义 : 


14| = 》、 (一 1)NCeaea 和 kn) aon On 
(Ra 2 ,kn)ESn 


4. 若 一 个 n 阶 行列 式 中 零 元 素 的 个 数 超过 mn2 一 n 个 , 证 明 : 这 个 行列 式 的 值 等 于 零 . 
5. 设 fi;(t) 是 可 微 函数 ， 
fult) fiz(t) 7: fin(t) 


F() = fe fm ta fa 


fn1(t) fn2(t) ~ fnn(lt) 
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求证 : SF) = 二 请 (t), 其 中 


fu(lt) fiz(t) ~…- fld) “fin(t) 
d 
F(t) = foilt) fo22(t) Hf ja 
3 : : 
frilt) fr2lt) 7 Bf) fnnlt) 
6. 设 
2 一 总 过 一 Q12 —Q1n 
Q21 TI— Q22 —Q2n 
f(z) = 

—Qnl —Qn2 phe 立 一 Qnn 


其 中 z 是 未 知 数 , aii 是 常数 . 证 明 : f(z) 是 一 个 最 高 次 项 系数 为 1 的 n 次 多 项 式 , 且 其 m 一 1 
次 项 的 系数 等 于 一 (all 十 02 二 “十 ann). 


* S 1.7 Laplace 定理 


我 们 已 经 知道 , 行列 式 可 以 按 任 一 列 或 任 一 行 展开 . 现在 我 们 要 将 这 个 结论 作 
进一步 的 推广 . 首先 引进 阶 子 式 的 概念 . 

定义 1.7.1 设 |A| 是 一 个 n 阶 行列 式 ,k 之 n. 又 科 ,io,)…, 计 及 拉 ,jo，…… ,jk 
是 两 组 自然 数 且 适合 条 件 : 


1 < 和 之 入 芝 呈 之 轴 WW 工 入 页 志 委 去 四 专 郊 


取 行列 式 14| 中 第 ?1 行 ， 第 ?2 行 ， alt: 第 ik 行 以 及 第 Ji 列 ， 第 j2 列 ， ”ey 第 Jk 
列 交点 上 的 元 素 , 按 原来 |A| 中 的 相对 位 置 构成 一 个 有 阶 行列 趟 . 我 们 称 之 为 |A| 


的 一 个 及 阶 子 式 ， 记 为 
4 a 由 (1.7.1) 
dt a Jk 


把 这 个 子 式 写 出 来 就 是 : 
Qj ij Qi 了 
Qiz7 Qizjz “Qizjk 
Qipjs Qipj2 Qi 


在 行列 式 |A| 中 去 挤 第 入 行 , 第 iz 行 , …, 第 纹 行 以 及 第 广 列 ,第 jo 列 ，…， 
第 计 列 以 后 剩 下 的 元 素 按 原来 的 相对 位 置 构 成 一 个 ni 一 kk 阶 行列 式 . 这 个 行列 式 


称 为 子 式 (1.7.1) 的 余子 式 , 记 为 


M 1 2 % 
J1 J2 人 Jk 


若 令 p== 科 十 记 十 … 十 i; 9 三 记 十 各 十 … 十 办, 记 


pr td de 
dy J “7 Nk J1 J2 


称 之 为 子 式 (1.7.1) 的 代数 余子 式 . 


我 们 这 一 节 主 要 证 明 如 下 的 Laplace ( 拉 普 拉 斯 ) 定理 . 


(1.7.2) 


' | (1.7.3) 
Jk 


定理 1.7.1 (Laplace 定理 ) 设 |4| 是 n 阶 行列 式 ,在 |4| 中 任 取 大 行 ( 列 )， 
那么 含 于 这 上 天 行 ( 列 ) 的 全 部 阶 子 式 与 它们 所 对 应 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 等 


于 |4|. 即 若 取 定 尼 个 行 : 1 之 订 之 记 之 …: 之 计 之 n, 则 


14| = pw 4 ( 由 但 ( 名 
1<j1<j2<'<Ik<n Ya dd “JR 1 2 
同样 若 取 定 尺 个 列 : 1 < 和 p< < 炙 近 人 则 


鸭 =。 有 
i -J :JR 2 


1<il<i2s<<ik<n 


| (1.7.4) 
Jk 


| WA; 


Jk 


在 证 明 Laplace 定理 之 前 , 我 们 先 举 一 个 例子 以 弄 清 子 式 、 代 数 余子 式 的 含 


义 以 及 Laplace 定理 的 内 容 . 例如 , 设 有 下 列 四 阶 行列 式 : 


| 
7 0 5 2 
-2 4 6 1 
2 3 4 
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若 固定 其 第 二 、 第 三 行 , 则 共有 C2 (= 6) 个 二 阶 子 式 : 


2 7 5 
2 3 _ 7 时 六 3 | 
1 又 —2 4 1 3 -2 6 
2 2 
A 3 中 7 2 A 3 三 0 5 | 
1 4 一 2 1 2 3 4 6 
2 2 
通 2 3 0 2 et 3 __ 5 
2 4 4 1 3 4 6 1 
这 6 个 子 式 相 对 应 的 代数 余子 式 为 
个 2 3 = (1)2+3t1t2 -Eb 8 区 -1 3 | 
1 2 1 4 1 4 
A 2 3 =" Ct 2 3 Cad, 2 3 : 
1 3 3 4 3 4 
A 2 3 = (—1)2+3+1+4 2 -1 全 2 | 
1 4 3 1 号 “ 直 
A 2 3 = (—1)2+3+2+3 1 3 本 1 3 
2 3 2 4 2 4 
A 2 3 RH 1 -1 = 1 一 ! ， 
2 4 2 1 公 
A 2 3 = (=W2+3+4 1 2 党 1 2 有 
3 4 2 3 2 3 
于 是 Laplace 定理 说 
At = |7 of el? sll2'3 7 2ll2 -1 
-2 4||1 4 —2 6||3 4 2 了 3 1 
0 5l1 3 .40 2||1 =1 5°.2|I1 2 
4 6|l24 |4 1|l2 1 6 1||2 3 


= 28x(-7)—52x(-1)+1lx5+(-20) x (-2) 
—(—8) x 3+(—7) x (—1) 
= -18. 
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通过 行列 式 计算 , 我 们 也 得 到 原 行列 式 的 值 为 -18. 读者 还 可 固定 其 列 , 比如 
第 三 、 第 四 列 来 验证 Laplace 定理 . 

为 了 证 明 Laplace 定理 , 我 们 可 这 样 考虑 : n 阶 行列 式 按照 (1.6.2) 式 共 有 ml 
项 , 其 中 每 一 项 如 不 考虑 符号 都 由 n 个 元 素 的 积 组 成 , |4| 中 的 每 一 行 及 每 一 列 有 
且 仅 有 一 个 元 素 在 这 一 项 中 . 若 固定 |4| 的 上 行 (或 列 ), 则 一 共有 C* 个 不 同 的 
子 式 , 每 一 个 子 式 完 全 展开 后 均 含 有 k! 项 , 相应 的 余子 式 也 有 C* 个 , 每 个 余子 式 
完全 展开 后 含有 (n 一 )! 项 . 因此 在 Laplace 定理 中 (1.7.4) 式 (或 (1.7.5) 式 ) 右 
端 一 共有 

Ce .kl(n—k)!=n! 

项 . 所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 每 个 阶 子 式 与 其 代数 余子 式 之 积 中 的 每 一 项 都 互 不 
相同 且 都 属于 |4| 的 展开 式 , 那么 就 证 明了 Laplace 定理 . 


引 理 1.7.1 阶 行列 式 |4| 的 任 一 大 阶 子 式 与 其 代数 余子 式 之 积 的 展开 式 
中 的 每 一 项 都 属于 |A| 的 展开 式 . 


证 明 先 证 明 一 个 特殊 情形 : ?1 = 1, ?2 到 Bis ,bk 上 k; 1 一 1, j2 = 
2,… ;从 三 及. 这 时 |4| 可 写 为 


A 
Fs (1.7.6) 
米 A, 
其 中 
1 k QI1 7 Qlk 
Ai|=A4 i =|: :外 LT 
ee a 
Qk1l *** Qkk 
1 2 Qk+Ik+L Qk+1,n 
As|= A eo. = . “< 1.7.8 
[A (人 (1.7.8) 
Qmn ,K 十 1 Sy Qnn 


(1.7.7) 式 中 的 任 一 项 具有 形式 : 
(—1) NG je) a 107o2 jj 


其 中 NT 7 ,大 ) 是 排列 (二, 7 ,从 ) 的 逆序 数 . (1.7.8) 式 中 的 任 一 项 具有 
形式 : 


_1TNNOE+IIk+2， nm) 
( 1) ” Qjkr1skt+1Qj+2 kt+2 Q7nvny 
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下 ， 欧 六 .As 
光 k 
E Die :] 


中 的 任 一 项 具有 下 列 形式 : 


所 以 


心 》 


(—1)" Qaj,10j22 “QkQjkt1kE+L “Qjnny (1:7.9) 


其 中 o 二 (1)… ji) 十 入 (jr+1,… ;jn). 注意 ( 放 )… ,家 ) 是 (1,… ,k) 的 一 个 
排列 ， (TH yy 是 (有 十 1 ny 的 一 个 排列 ， 因此 (7 Jky IFA1) i) 
是 (1 2,…: ,7) 的 一 个 排列 且 


NO ee ey fy a rd) P= N(N, ee yk) 十 N(jkri 多 /二 
这 就 是 说 (1.7.9) 式 是 |4| 中 的 某 一 项 . 
再 对 一 般 情况 进行 证 明 , 设 
1<ii<is< :<i Sn lii<h< <Nh 人 Sn. 
显然 , 经 过 条 一 1 次 相 邻 两 行 的 对 换 , 可 把 第 人 行 调 到 第 一 行 同 理 , 经 过 is 一 2 次 
对 换 , 可 把 第 i 行 调 至 第 二 行 ,.…, 经 过 了 (和 十 … +ik)— 5k(k+1) 次 对 换 即 可 把 


第 生 ,i2,…. ,i 行 调 至 前 行 . 同 理 , 经 过 ( 广 十 … 十 庆 ) 一 3k(k+ 1) 次 对 换 , 可 将 
第 刀 ,7j…… ,jr 列 调 至 前 大 列 . 因此 , |4| 经 过 (三 十 … 十 钛 ) 十 (方士 … 十 其 ) 一 到 ( 十 1 
次 行列 的 对 换 , 得 到 了 一 个 新 的 行列 式 : 


D +* 
IC|= . 
* B 
其 中 
| 训 妆 站 a 
页 邓 :ww 如 


显然 |C| = (一 1)?t9|A|, p= 科 十 … 十 读 ,9 二 广 十 … 十 率 . |B| 是 子 式 |D| 在 |OC| 
中 的 余子 式 (也 是 代数 余子 式 )， 由 刚才 讨论 过 的 情形 知道 |DI|B| 中 的 任 一 项 都 
是 |C| 中 的 项 . 但 是 显然 


A 和 E 让 -Co 


71 J2 Jk 


因此 


A 用 A 3 2 
Ji 12 “*™ x yi dd 


中 的 任 一 项 都 是 (一 1)?1+42|C| = |4| 中 的 项 . 口 
现在 我 们 来 完成 Laplace 定理 的 证 明 . 


(1.7.10) 


证 明 只 和 需 证 明 (1.7.4) 式 , (1.7.5) 式 同 理 可 得 . 由 引 理 1.7.1 可 知 , (1.7.10) 
,ik 固定 时 , 对 不 同 
的 1<Nn<jp<…<jp <n, 由 (1.7.10) 式 展开 得 到 的 项 是 没有 重复 的 , 且 一 共 


式 中 的 任 一 项 均 属 于 |4| 的 展开 式 . 容易 验证 当 ,i2,… 


有 nl 项 . |4| 的 展开 式 中 也 有 nl 项 , 因此 (1.7.4) 式 成 立 . 口 


Laplace 定理 通常 用 来 做 理论 分 析 , 也 可 以 用 来 计算 一 些 特殊 的 行列 式 . 下 面 


就 是 两 个 简单 的 例子 . 
例 1.7.1 计算 行列 式 : 


= TI 和 = 
1 
4 =|2 1 13 -1 
1 3210 
0 3 01 3 


解 ” 因 为 第 一 、 第 三 列 含 有 较 多 的 零 , 因此 在 这 两 列 上 作 Laplace 展开 , 得 


和 = 上 
3 1® 
-1] 1 2 
i Wy 。 (= 1 9 -1 
3 1 3 
1 ) 及 一 
半 (=1) eth = 和 2 
31 1 3 


= (-3) x (-11) 二 (-3)x32 十 3 x (—23) 


三 ”一 了 432. 
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例 1.7.2 设 n 阶 行列 式 前 行 和 后 n 一 kk 列 的 交点 上 的 元 素 都 是 零 ， 即 


Q11 Qi1k 0 0 
Qpl a Wk 0 和 0 
14|= , 
Qk+Il “°°* Qktlk QkFLE+L “°°* Qk+l,n 
Qnl "ee Qnk Qn,k+1 Se Qnn 
计算 其 值 . 
解 ” 由 Laplace 定理 ( 按 前 行 展开 ) 立即 得 到 
Ql i QIk| IQkFLETL Qk+ln 
|4|= : 
Qkl 7 Qkk|| Qnktl Qnn 
为 虹 1.7 


1. 写 出 下 列 行列 式 第 一 、 第 三 行 的 所 有 子 式 及 相应 的 代数 余子 式 , 并 用 Laplace 定理 计算 
其 值 : 


1 2 0 1 3 -1 0 -3 
-1 0 2 0 7 ”一 2 
1 ; 2 
(D 3 1 —l1 一 ! (2) 5 2 
1 -1 1 一 ! | 及 癌 


2. 设 w 是 1 的 虚 立 方 根 , 即 


试 求 下 列 行列 式 的 值 : 
a2 Da2 
Q3 bs 


3. 证 明 : 在 确定 代数 余子 式 的 符号 时 , 可 以 不 利用 该 子 式 的 行 和 列 的 号 码 和 , 而 利用 该 子 式 
的 余子 式 的 号 码 和 . 


4. 利用 行列 式 及 Laplace 定理 , 证 明 下 列 恒 等 式 : 
(al 一 ab)(ed — cd) — (ac’ ~ a’c)(bd’ — bd)+ (ad’ 一 ad)(bc — bc)=0. 


5. 求 2n 阶 行列 式 的 值 (空缺 处 都 是 零 ): 


Q b 
b a 
复 习题 一 


1. 求 下 列 行列 式 的 值 : 


2. 求 下 列 行列 式 的 值 : 


1 —1 1 z—1 
1 一 2 二 1 一 二 
1 ZB 一 1 1 一 1 
十 1 —1 1 —1 
3. 解 方程 
1 1 
二 多 4 
i 
1 Zz x zs3 
4. 己 知 n 阶 行列 式 
Ql1 Qa12 Qin 
Q21  Q22 a2n 


a 5 a 
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Di 02，…… ,bn 为 常数 , 若 |4| 的 值 为 c, 求 下 列 行列 式 |B| 的 值 : 


Q11 好 Qa12b1b2 aas ainbi bn 
Q21b2b1 a22b2 .Qonb2bn 
IB|=| . . . 
anibnb1 anzbnb2 ... Gun 


5. n 阶 行列 式 |4| 的 值 为 c, 若 将 |4| 的 第 一 列 移 到 最 后 一 列 , 其 余 各 列 依次 保持 原来 次 
序 向 左 移动 , 求 得 到 的 行列 式 的 值 . 


6. n 阶 行列 式 |4| 的 值 为 c, 车 将 14| 的 所 有 元 素 改 变 符号 , 求 得 到 的 行列 式 的 值 . 


7. n 阶 行列 式 |4| 的 值 为 c, 若 将 |4| 的 每 个 第 (i, 7) 元 素 ai; 换 到 第 (n 一 i 二 1,n 一 j 十 1) 
位 置 上 , 求 得 到 的 行列 式 的 值 . 


8. n 阶 行列 式 |4| 的 值 为 c, 若 将 |4| 的 每 个 元 素 ai; 换 成 (一 1)i+7aii, 求 得 到 的 行列 式 
的 值 . 


9. n 阶 行列 式 |4| 的 值 为 c, 若 将 |4| 的 每 个 元 素 ai; 换 成 ?aij (5b 取 0), 求 得 到 的 行列 
式 的 值 . 


10. n 阶 行列 式 |4| 的 值 为 c, 若 从 第 二 列 开 始 每 一 列 加 上 它 前 面 的 一 列 , 同时 对 第 一 列 加 
上 |A4| 的 第 n 列 , 求 得 到 的 行列 式 的 值 . 


11. 计算 行列 式 的 值 : 


1 1 2 3 
14|= = 
这 党 重要 
多 “ 剖 1 9 一 z2? 
12. 计算 行列 式 的 值 : 
0 区 YY 区 
14| = £ 0 2 可 
入 基肥 立 
世相 0 
13. 计算 行列 式 的 值 : 
(a+b)? c2 c2 
14| = a? (b+ oe)? a 
b? b? (ct+a)? 


14. 设 n(n > 2) 阶 行列 式 |4| 的 所 有 元 素 或 为 1 或 为 -1, 求证 : |4| 的 绝对 值 小 于 等 于 
(n— 1)(n—1). 
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15. 设 |4| = |aiz| 是 一 个 n 阶 行列 式 , Aiy 是 它 的 第 (i,j) 元 素 的 代数 余子 式 , 求证 : 
Qa1l Q12 Cr Qln Z1 
Q21 Q22 a. Q2m 22 加 
=|4|= >, D> Aijziy;. 
Qnl dn2 “2:* Wa i=1 j=1 
2 Yo Yn 1 
16. 计算 下 列 n 十 1 阶 行列 式 的 值 , 其 中 a; 0 (1 < i<n): 
ao 1 1 
1 al 0 


1 0 0 … or 


17. 计算 下 列 n 阶 行列 式 的 值 , 其 中 w 0 (1 < i<n): 


TZ1 一 Q1 T2 TX3 i Tn 

TI 了 2 一 Q2 T3 Bp Tn 

|4| = Z1 IT2 3 一 Q03 “人 Tn 
TX1 TX2 TX3 ee Tn— Qan 


18. 计算 下 列 n 阶 行列 式 的 值 : 


Q1 十 必 a2 a3 “ts Qn 
Ql az2+b as Se an 
14 一 Ql Q2 a3+b ££- an 
al a2 Q3 an 十 b 
19. 计算 下 列 n 阶 行列 式 的 值 : 
1 多 一 工 n 
2 n 
3 5 1 2 
|4|= 
人 一 1 n 1 有 一 3 n—2 
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20. 求 下 列 阶 行列 式 的 值 : 


1 一 ai a2 0 0 0 
一 1 1— Q2 Q3 0 0 0 
14 一 0 一 | 1 工 一 aa Qa4 0 0 
0 0 0 0 一 1 1 工 一 an 
21. 设 行列 式 
Q0 十 Qi Q1 0 0 0 0 
Ql Ql 十 Q2 Q2 0 0 
|4| = 0 a2 a2 十 Qa3 a3 0 0 
0 0 0 0 … an-l an-l1 十 an 
求证 : i y 
|A|= ooaz aa( 一 十 一 十 5 二 一 )， 
ao Q1 Qn 
22. 计算 下 列 nz 阶 行列 式 的 值 : 
T1 2 Y y 
儿 了 2 vy y 
ZZ Zz ZX3 y y 
14| = . 
加 浪 各 i 
ZzZ 2 2 之 2 元 
*# 23. 计算 下 列 n 阶 行列 式 的 值 : 
(a1tb) Yt (ai 十 四) 1 (a1+bn)-! 
A (a2 +b)-! (aa + b2)-! (aa 十 如) 一 
(an 十 本) (an 十 pa) 一 ! ey (an +bn)-! 
24. 计算 下 列 n 阶 行列 式 的 值 (bc 去 0): 
ww ob 
ec a b 
GB- 误 b 
|4|= , 
c a b 
G 四 


25. 求证 : n 阶 行列 式 


cosz 1 0 0 .:.. 0 
1 2cosz 1 0 :1:.. 0 
0 1 2cosT 1 ::. 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 0 


2cosz 
1 


1 


2cosz 


一 COS NZI. 


26. 设 大 (z) = 于 十 Qk1T*! 十 Qk2T*? 十 … 十 axkk, 求 下 列 行列 式 的 值 : 


1 fi(z1) 
1 fi(zx2) 


f2(T1) 
f2(72) 


1 fil(zn) fo(zn) 
27. 求 下 列 行列 式 的 值 : 

Cos 201 
Cos 20» 
cos 207, 
28. 求 下 列 行列 式 的 值 : 

sin 201 
sin 20> 
14| = 

sin 220 
29. 设 土 是 一 个 参数 ， 


Q11 十 二 
a21 二 +t 


a12+t 


a22++t 
|4(t)|= ; 


Qni+t an2+t 


求证 : 


fn-1(71) 
fn-1(22) 


fn-1i(zn) 


cos(n — 1)01 


cos(n — 1)0» 


cos(m — 1)0, 


sinn01 


sinn0> 


sin nOn, 


ain++t 


CQ2m 十 世 


Qnn+t 


[A(W|=|A(0)| +t > Ai, 


i,j=1 


其 中 Ai; 是 aii 在 |A(0)| 中 的 代数 余子 式 . 
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30. 计算 下 列 n 阶 行列 式 的 值 : 


(z— ai)? a2 a2 
02 (x — a2)? C2 
HMl= 
只 a2 (z — an)? 
31. 计算 下 列 行列 式 的 值 : 
1 二 zi 1 工 十 z 1 十 2 
1 十 zz 1 十 Z3 工 十 2Z2 
Ml= 
1 十 Zn 1 十 2 1 十 2 
32. 计算 下 列 行列 式 的 值 : 
1 zl 22 Ww 2 
1 za 22 2 
MI=|. 
1 zn 2Z2 2 vn 
33. 计算 下 列 行列 式 的 值 : 
1 24 Zz? 
1 弛 3 
Mi=|. 
1 22 2 


*34. 设 14 一 |ai| 是 一 个 no 阶 行列 式 ， Aij 是 元 素 Qi 的 代数 余子 式 ， 求证 : 


Ca 一 CIi2 02 一 013 *** 0m-1—Gm 1 

Q21 一 022 022 一 023 … ao2n-1 一 027 1 

aa31 一 032 032 一 033 …'， dd3n-1—asn 1|= > Aij. 
2 141, 三 1 

Qni—Qan2 Qn2—Qan3 … Qnn-_li—ann 1 


*35. 若 存 在 从 n 阶 行列 式 集合 到 数 集 的 映射 了 满足 下 列 条 件 : 

(1) 若 |4| 是 对 角 行列 式 且 主 对 角 线 上 元 素 全 是 1, 则 f(|4|) = 1; 

(2) |4| 是 任意 一 个 n 阶 行列 式 , 将 |4| 的 任意 两 列 对 换 得 到 |B|, 则 有 f(|B|) = -了 (|4)); 

(3) |4| 是 任意 一 个 n 阶 行列 式 , 将 |4| 的 任意 一 列 乘 以 常数 得 到 |B|, 则 f(|B|) = 
kf(|A)); 

(4 若 n 阶 行列 式 |4| 的 第 i 列 可 表示 为 男 外 两 个 行列 式 |B| 和 |C| 的 第 i 列 之 和 , 而 |B| 
和 |C| 的 其 他 列 都 与 |4| 的 相应 列 完全 相同 , 则 f(|4|) = f(|B|) + f(|C1]). 

求证 : (|4|) 就 是 行列 式 |4| 的 值 . 
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§ 2.1 和 矩 阵 的 概念 


矩阵 是 什么 ? 它 有 什么 用 处 ? 
在 上 一 章 我 们 学 习 了 n 阶 行列 式 的 概念 . 一 个 n 阶 行列 式 从 形式 上 看 无 非 
是 rm? 个 元 素 排 成 n 行 与 列 : 


Q11 Q12 …” Qin 
Q21 (422 :°° Q2n 
Qnl Qn2 **:* Qnn 


在 许多 实际 问题 中 , 还 会 碰 到 由 若干 个 数 排 成 行 与 列 的 长 方形 数组 . 在 研究 问题 时 
常常 需要 把 它 作为 一 个 整体 来 处 理 , 这 就 需要 我 们 引进 矩阵 的 概念 . 

定义 2.1.1 由 mn 个 数 aij(G 三 12 70 了 三 1 2 ;0) 排 成 m 行 、n 
列 的 适 形 阵 列 : 


Qll QQ12 Qin 
Q21 (422 Q2n 
dml Qm2 Qmn 


称 为 m 行 n 列 矩 阵 , 简称 为 m x n 矩阵 (或 m xn 阵 ). 


和 矩阵 常用 大 写 英文 字母 来 表示 , 且 为 了 写 得 紧凑 便于 分 辨 , 往往 用 括 弧 将 上 述 
矩阵 括 起 来 . 比如 上 面 定 义 中 的 矩阵 可 记 为 


Qml Qm2 “°° Qrmn 
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有 时 为 了 简单 起 见 , 就 记 为 4 = (Qij)mxn. 这 里 m 写 在 前 面 表示 共有 m 行 , n 写 
在 后 面 表示 共有 nn 列 . 

ai (i 二 1,2,… ,m; j= 二 1,2,… ,n) 称 为 矩阵 A 的 元 素 , 前 一 个 足 标 i 表示 
这 个 元 素 在 第 i 行 , 后 一 个 足 标 7 表示 这 个 元 素 在 第 7 列 . aij 称 为 矩阵 4 的 第 i 
行 第 7 列 元 素 , 或 简称 为 4 的 第 (i,j) 元 素 . 矩阵 的 元 素 通常 用 英文 小 写字 母 表 
示 或 直接 用 数字 表示 . 

如 果 和 矩阵 4 的 元 素 全 是 实数 , 则 称 4 为 实 矩 阵 ， 如果 4 的 元 素 全 为 复数 , 则 
称 之 为 复 矩 阵 . 所 有 元 素 均 为 零 的 矩阵 , 叫 零 矩阵 , 记 为 O. 但 是 必须 注意 这 个 O 
不 是 一 个 数 , 而 是 一 个 和 矩阵. 有 时 为 了 强调 这 是 一 个 m x n 阵 ， 可 写 为 Onxn. 

若 矩 阵 的 行列 数 相等 , 则 称 之 为 方 阵 . 含有 n 行 及 n 列 的 矩阵 称 为 n 阶 方 
阵 ( 亦 称 为 n 阶 和 矩阵 ), 行列 数 不 相等 的 矩阵 称 为 长 方 阵 . 方 阵 在 矩阵 理论 中 占有 
特别 重要 的 位 置 . 若 4 = (az) 是 n 阶 方 阵 , 则 元 素 all, az …, ann 称 为 4 的 
主 对 角 线 . 若 一 个 方 阵 除了 主 对 角 线 上 的 元 素 外 其 余 元 素 都 等 于 零 , 就 称 之 为 对 角 
阵 . 对 角 阵 的 形状 为 


Q11 0 0 
0 Q22 
A= . 
0 0 Ci 


上 述 对 角 阵 可 简 记 为 diag{Q11, Q22, + my 若 进一步 有 Q11 三 Q22 一 … 二 
ann 三 1, 则 称 这 个 矩阵 为 单位 阵 . n 阶 单位 阵 通常 记 为 五 : 


一 个 n 阶 方 阵 , 如 果 它 的 主 对 角 线 以 下 的 元 素 都 等 于 零 , 即 它 具 有 下 列 形 状 : 


Ql1 Q12 ‘°° Qn 
0 ao … azn 

A= . i 
0 0 Qnm 


则 称 4 为 上 三 角 阵 . 同样 地 , 若 A 的 主 对 角 线 上 面 的 元 素 全 为 零 , 则 称 4 为 下 三 
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角 阵 . 下 三 角 阵 的 形状 为 


Q11 0 0 

Q21 a22 0 
A= 

Qnl Qn2 *** Qnn 


我 们 定义 了 和 矩阵 的 概念 , 从 定义 可 以 看 出 , 矩阵 可 以 是 各 种 各 样 的 . 为 了 判断 
其 异同 , 我 们 必须 说 明 什 么 叫 两 个 矩阵 相等 . 简单 地 说 , 两 个 矩阵 相等 要 求 它们 
“完全 一 样 ” 即 若 A = (@ij)mxn,; B = (bij)sxt, 则 A = B 当 且 仅 当 m= 5s,n=t, 
且 ai; = bi; 对 所 有 i, 7 都 成 立 . 换言之 , 两 个 矩阵 相等 要 求 它们 含有 相同 数目 的 
行 及 相同 数目 的 列 , 且 第 (i, 7) 元 素 都 对 应 相等 . 

矩阵 相等 的 概念 并 不 复杂 , 但 有 时 也 会 产生 混淆 . 比如 下 面 两 个 矩阵 : 


0 0 0 0 0 

0 0/"\0 0 0 
都 是 零 矩 阵 且 常用 同一 个 符号 表示 , 但 它们 不 相等 . 因为 一 个 是 2 x 2 矩阵 , 另 一 
个 是 2 x 3 和 矩阵. 下 面 两 个 矩阵 也 不 相等 , 虽然 它们 都 是 二 阶 矩 阵 且 都 含有 两 个 0 


与 两 个 1: 
| 1 0 
OO” \or LF 


矩阵 的 每 一 行 称 为 这 个 矩阵 的 一 个 行 向 量 , 同样 它 的 每 一 列 称 为 它 的 一 个 列 
向 量 . 一 个 1 x n 矩阵 : 


(al a2， 了 ;Qn) 


称 为 n 维 行 向 量 ; 一 个 n x 1 矩阵 : 


称 为 n 维 列 向 量 . 
读者 可 能 会 问 , 矩阵 和 行列 式 有 什么 不 同 ? 从 上 面 的 定义 我 们 可 以 看 出 , 矩阵 
就 是 矩形 数组 , 而 行列 式 (注意 仅 对 方 阵 而 言 ) 是 指 这 个 方 阵 所 对 应 的 一 个 数值 . 
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若 A 是 n 阶 方 阵 , 则 我 们 用 |4| 或 det 4 表示 和 矩阵 4 的 行列 式 . 注意 对 长 方 阵 
而 言 , 谈论 其 行列 式 显 然 没 有 意义 . 


§ 2.2 和 矩阵 的 运算 


初等 代数 研究 的 是 数 , 但 是 数 不 仅仅 是 数字 的 集合 , 它们 之 间 还 可 以 进行 运 
算 . 因此 , 初等 代数 可 以 说 是 研究 数 及 其 运算 的 学 科 . 现在 我 们 要 研究 矩阵 , 即 数 
组 . 数组 之 间 也 可 以 定义 运算 , 研究 矩阵 及 其 运算 规律 是 高 等 代数 的 基本 任务 . 读 
者 要 注意 , 矩阵 的 代数 运算 是 应 实际 需要 引进 的 而 不 是 数学 家 的 随意 创造 . 在 这 一 
节 里 我 们 将 介绍 和 矩阵 的 加 、 减 、 数 乘 、 乘 法 (包括 乘 方 )、 转 置 与 共 轿 . 这 些 运算 
有 些 与 通常 数字 的 运算 相似 , 有 些 则 有 很 大 的 差别 . 读者 务 需 熟练 掌握 这 些 概 念 . 


一 、 和 矩 阵 的 加 减法 
定义 2.2.1 设 有 两 个 mxn 适 阵 4 = (aij), B = (bij), 定义 4 十 吾 是 一 
个 772 X 也 矩阵 且 A+B 的 第 (i,7) 元 素 等 于 Qij 十 Di Bp 


4 十 B= (Qij 二 bi;). 


1 2 0 fr2mafz ni 
| = 上 1 人 有 二 开矿 
在 进行 矩阵 加 法 时 需 特 别 注意 , 相 加 的 两 个 矩阵 的 行 数 与 列 数 必 须 分 别 对 应 
相等 . 凡 不 满足 这 个 条 件 的 矩阵 是 不 可 以 相 加 的 . 
一 个 m x n 和 矩阵 4 与 一 个 m x n 零 矩 阵 相 加 显然 仍 等 于 4, 即 
A+O=Ah. 
因此 零 矩阵 在 矩阵 加 法 中 的 作用 与 数字 0 在 数 的 加 法 中 的 作用 类 似 . 
矩阵 的 减法 可 以 看 做 是 矩阵 加 法 的 逆 运 算 , 因此 行 数 与 列 数 分 别 相等 的 两 个 
矩阵 才 可 以 相 减 . 车 A= (Gij mens B= (bi;) mxns 则 
A-— B= (a — bi). 


例如 


例如 
1 8 1 1 0 多 
5 ， 2| 一 13 0|=|'2. 132 
-1 0 0 1 -1 一 ! 


两 个 相等 的 矩阵 相 减 为 零 矩阵 , 即 若 4 = B, 则 
A—-B=0O. 
我 们 还 可 以 定义 负 矩阵, 设 A = (aij), 定义 -4 = (-aij). 显然 
4+(-4)= O. 


和 矩阵 加 减法 运算 规则 拢 阵 的 加 减法 运算 适合 下 列 规则 : 
(1) 交换 律 : A 十 B= B+ 有 A4; 

(2) 结合 律 : (4 二 互 )+C=4+( 刀 十 C)i 

(3) O+A=A+0O=A4:; 

( A+(-B)=A-B 

这 些 规则 的 验证 是 十 分 容易 的 , 请 读者 自己 完成 . 


二 、 和 矩阵 的 数 乘 


定义 2.2.2 设 4 是 一 个 m xn 矩阵， A = (Qij)mxn, C 是 一 个 数 ， 定 
义 c4 = (caij)mxn. c4 称 为 数 c 与 矩阵 4 的 数 乘 . 


上 述 定义 告诉 我 们 : 一 个 数 与 一 个 矩阵 的 数 乘 等 于 将 这 个 数 乘 以 矩阵 的 每 一 
项 ( 即 每 个 元 素 ) 所 得 的 矩阵 . 例如 : 


和 矩阵 4 的 负 和 矩阵 也 可 以 看 成 是 -1 与 4 的 数 乘 . 


矩阵 数 乘 运算 规则 ”天 阵 的 数 乘 运算 适合 下 列 规则 : 
(1) ce(A+B)=cA+tceB:; 

(2) (c+d)A=cA+dA; 

(3) (cd) 4 = c(d4); 

(4) 1.4=4; 

(5)0.4= O. 


三 、 矩 阵 的 乘法 


下 面 要 定义 的 矩阵 乘法 是 矩阵 运算 中 最 复杂 也 是 最 重要 的 一 种 运算 . 矩阵 乘 
法 的 概念 是 从 实际 需要 中 产生 出 来 的 , 读者 以 后 会 看 到 这 一 点 . 
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定义 2.2.3 设 有 mxk 短 阵 A= (Qi ) mx 以 及 kxn 矩阵 有 二 (bij)kxn: 
定义 A 和 B 的 来 积 AB 是 一 个 m xn 矩阵 且 AB 的 第 (i,j) 元 素 


Cij = Qiib1; + Qi2b2; 十 十 Qipbkj. 


为 了 使 读者 看 得 更 清楚 , 我 们 写 出 矩阵 乘积 的 表达 式 : 


CI1 QI2 …” QIK Bi) big + bin 
Q21 Q22 7 ok bl bo … bon 
Qml Qm2 “°° Qmk bei Dra ls bn 
k k 
》， Qlrprl p> Qirbr2 ha >», Qirbrn 
r=1 =} es 
k k k 
>», Q2rDbr1 3 a2rbr2 Re Pp Q2rDbrn, 
一 r=1 r= 二 1 r=1 
大 天 天 
> Qrmrbri > Qmrbr2 Tn 3 Qmrbrn 
y 一 1 r=1 r= 


为 了 掌握 这 个 定义 , 我 们 需要 注意 以 下 两 个 要 点 : 

第 一 , 4 和 BB 只 有 在 4 的 列 数 等 于 B 的 行 数 时 才 可 以 相 乘 , 这 时 的 积 写 
为 4B (注意 不 能 写 为 BA). 得 到 的 积 和 矩阵 AB 的 行 数 等 于 A 的 行 数 , 列 数 等 
于 B 的 列 数 . 我 们 用 下 列 式 子 来 帮助 记忆 : 


A B — AB, 


mxk kxn — mxn, 


即 4B 的 行列 数 只 需 把 4 与 B 的 行列 数 合并 去 掉 中 间 的 两 个 就 可 以 了 . 
第 二 , 4 与 B 的 积 AB 的 第 (i,j) 元 素 为 


cij = Qi1b1; + Qi2b2; + + + Qikbkj- 


上 式 中 只 涉及 4 的 第 i 行 元 素 与 BB 的 第 j 列 元 素 . 也 就 是 说 cij 等 于 将 A 的 
第 i 行 元 素 与 BB 的 第 j 列 元 素 分 别 相 乘 以 后 再 求 和 的 结果 . 


例 2.2.1 
和 1 池 科 
| ja 和 
吕 半 光 
x, 你 = 了 
求 AB. 


解 4 是 2x3 和 拢 阵 , 妨 是 3x4 和 矩阵 .因此 4 妇 是 2x4 和 矩阵 . 若 令 


C = (cij) 王 4 也 ， 
则 
cl = 1:1+0:1+1.:(-1)=0, 
ca 一 40 十 0 1 二 1.0=0， 
ca = 1.1+0.2+1.(-1=0， 
ca = 1:1+0:(-1)+1:0=1, 
cl = 2:1++1:1+0:(-1)=3, 
cz = 2:0+1:1+0:0=1, 
c23 二 ,2% 十 1:2 十 0 (区 二 为 
oo 二 2 于 1 (=1)+0-.0=1. 


所 以 


在 这 个 例子 中 , 如 果 把 A, B 的 次 序 倒 过 来 , 则 由 于 B 的 列 数 等 于 4, 4 的 行 
数 等 于 2, B 与 4 不 能 相 乘 或 者 说 它们 的 乘法 无 意义 . 从 这 里 可 以 看 出 , 矩阵 的 
乘法 一 般 不 满足 交换 律 , 即 一 般 来 说 AB 头 BA. 对 于 某 些 矩阵 A, B, 即使 AB 
与 BA 都 有 意义 , 它们 也 未 必 相 等 . 

例 2.2.2 

1 
A=(1,0,4), B= |1|» 


求 AB 和 BA. 
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解 


AB=(1,0,4)|1|=1.:1+0:1+4:0=1, 


从 上 面 可 以 看 出 AB 是 一 个 1 x 1 矩阵 (我 们 通常 把 1 x 1 矩阵 就 看 成 为 一 
个 数 , 不 必 加 括号 ), 而 BA 是 一 个 3 x 3 矩阵 , 显然 AB BA. 


例 2.2.3 
sl le -( 可 ， 
0 1 0 0 


求 AB 和 BA. 


在 这 个 例子 中 , A, B 都 是 三 阶 方 阵 , 但 AB 是 零 矩 阵 , BA 不 是 零 矩阵 , 因 
此 4B 关 BA. 由 于 矩阵 乘法 不 适合 交换 律 , 因此 读者 在 进行 运算 时 千 万 要 注意 ， 
不 能 把 乘积 的 次 序 搞 错 . 

矩阵 的 乘法 比 通 常人 们 所 熟悉 的 数 的 乘法 要 复杂 得 多 . 读者 也 许 会 问 : 为 什 
么 要 这 样 来 定义 矩阵 乘法 ? 当 4 = (aij)mxn, B= (bij)mxn 时 , 定义 A 与 妃 之 
积 为 矩阵 (aii : bij)mxn 不 是 更 简单 吗 ? 我 们 说 矩阵 乘法 的 定义 是 出 于 实际 需要 . 
将 4 与 BB 的 积 定 义 成 (Qij :bij)mxn 在 历史 上 也 有 过 , 但 是 这 种 乘法 比 起 我 们 刚 
才 定 义 的 乘法 来 , 用 处 要 小 得 多 . 矩阵 乘法 虽然 比较 复杂 , 但 只 要 多 练习 , 是 不 难 
掌握 的 . 下 面 我 们 举例 来 说 明和 矩阵 乘法 的 用 途 . 


例 2.2.4 设 有 nn 个 未 知 数 m 个 方程 式 的 线性 方程 组 : 
Q11T1 十 /QZ2 二 二 QinZn = bi, 


Q2121 十 Q227T72 二 -二 QoniTn = bo, (2 2.1) 


QmiT1i 十 Qm2T2 十 十 Qmn2n = bm, 


第 二 章 矩阵 65 


令 
Q11 Q12 Qin 
Q21 (22 Qon 
A= 。 7 

Qml Qm2 Qmm, 

21 bi 

T2 bo 

a 和 8B 一 
Tn bm 


注意 到 A 是 一 个 m x n 纶 阵 , zx 是 一 个 n x 1 矩阵 ,因此 4z 是 一 个 mx1 
珑 阵 . 方程 组 (2.2.1) 用 给 阵 乘法 就 可 简写 为 


4z=. (2.2.2) 
这 种 写法 不 仅 节省 了 篇 幅 , 更 重要 的 是 可 以 用 天 阵 的 方法 来 处 理 线性 方程 组 ， 


矩阵 乘法 运算 规则 和 拢 阵 乘法 运算 适合 下 列 规则 : 

(1) 结合 律 : (4B)C = 4(BC); 

(2) 分 配 律 : A(B+C)= AB+AC, (A+B)C= AC+BC; 

(3) c(4B) = (cA4A)B = A(cB), 这 里 c 是 一 个 数 ; 

(4) 对 任意 的 m x n 阶 矩 阵 4, 到 4=4= AL, 其 中 I, 和 工 , 分 别 是 m 
阶 和 ?7 阶 单位 阵 . 即 单 位 阵 在 矩阵 乘法 运算 中 起 的 作用 和 数 1 et 
作用 类 似 . 

证 明 (1) 结合 4 

首先 我 们 注意 到 , 由 于 4 与 B 可 相 乘 , B 与 C 也 可 相 乘 , 因此 可 设 4 
是 mxn 阵 , B 是 nxp 阵 , C 是 pxg 阵 . 于 是 , 4B 是 一 个 mxop 阵 , (4B)C 是 
一 个 m x g 阵 . 另 一 方面 BC 是 一 个 n xg 阵 , A4(BO) 是 一 个 m xd 阵 . 因此 只 
需 验 证 两 个 m x gq 阵 的 任意 第 (i,j) 元 素 对 应 相等 就 可 以 了 . 现 设 A = (a@ij)mxn， 
B= (bij)nxp; C = (cij)pxq. 矩阵 (A4B)C 的 第 (i,7) 元 素 可 以 看 成 是 AB 的 第 i 
行 元 素 与 C 的 第 7 列 元 素 对 应 相 乘 之 和 , 而 AB 的 第 i 行 的 元 素 为 


n n n 
( > airbr1, 》 Qirbr2, i > Gir brp), 
r=1 r=1 7 三 1 
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C 的 第 7 列 为 


Cpj 
因此 , (AB)C 的 第 (i,7) 元 素 为 


(>, Qirbr1)c1; 十 (> Qirbr2)c2j 十 … :十 (> 人 Go 
7 一 1 7=1 7 一 1 
卫 n p n 

20, Qir brk)Ckj = > ， Qir DrkgCkj-: 


k=1 7 三 1 k=1 7 一 1 


另 一 方面 , 用 同样 办 法 可 以 求 得 A(BCOC) 的 第 (i,j) 元 素 为 


n 卫 也 p 
>》， oair(》， brkckj) -3 ， Qir DrkCkj: 
7 一 三 1 


1 P=1 p=1 
由 于 
p n n 了 
> Qir DrkCkj = >， 全 Qir DryCkj) 
1 1 二 1 居 = 碟 
因此 有 
(AB)C = A(BC). 
(2) 分 配 律 . 


设 和 (Qs) mn, B= (by )ixg C = 一 (Ci )nxg 则 B+ C 一 (bi; + Car)naap 

此 4(B 十 C) 的 第 (i,j) 元 素 为 
Qii(b1j + C1;) + Qi2(b2j + caj) + :+ Qip(bpy + Cpi) 
一 (aiib1; 十 Qi2b2; 三 直 aipbp; ) 十 (Gi1C1; 十 Qi2C27 十 .…… 十 QipCpi): 

显然 这 就 是 AB 二 AC 的 第 (i,j) 元 素 . 

(3) 与 (4) 都 很 容易 , 请 读者 自己 验证 . 口 

由 矩阵 乘法 的 结合 律 , 我 们 今后 将 (4B)C 或 A(BO) 直接 写 为 4BC, 中 间 
不 再 加 括号 . 利用 结合 律 还 可 将 若干 个 矩阵 的 乘积 简写 为 4; 4 .… 4, 中 间 无 需 
加 任何 括号 . 


我 们 还 可 以 定义 同一 矩阵 的 乘 方 ( 即 窜 ). 记 


42 = A.4, 
43 = 4.4.4， 


.A.….A(k 个 4). 


| 
> 


A* 
要 使 4 的 乘 方 有 意义 , 4 的 行 数 必须 等 于 列 数 , 也 就 是 说 A 必须 是 方 阵 . 

方 阵 究 的 运算 规则 

(1) 4r4s 一 .47+s; 

(2) (47)* 一 47s. 

由 于 和 矩阵 的 乘法 不 满足 交换 律 , 因此 一 般 来 说 若 r > 1, (4B)" 关 4A"B". 只 
有 当 4B = BA 时 才 有 (4B)" = A"B". 虽然 矩阵 乘法 不 可 交换 , 但 对 于 某 些 特 
殊 的 矩阵 , 乘法 仍 是 可 以 交换 的 . 比如 由 矩阵 乘法 的 运算 规则 (4) 知 五 可 以 与 任 
一 n 阶 方 阵 相交 换 , 事实 上 , 若 c 是 某 个 数 , 则 cL 与 任 一 n 阶 方 阵 乘法 可 以 交 
换 . 当 AB = BA 时 , 不 难 验证 “二 项 式 定 理 ” 也 成 立 : 


(A+B)"=A"+C,A" B+CA" ?B+...+C" 'AB"!+B". 


矩阵 乘法 除了 不 可 交换 是 它 的 一 个 特点 外 , 还 有 一 个 特点 是 两 个 非 零 矩 阵 相 乘 其 
积 可 能 为 零 矩阵 . 这 一 点 由 前 面 的 例子 我 们 已 经 看 到 . 由 于 这 个 缘故 , 对 矩阵 的 乘 
法 来 说 , 消去 律 一 般 不 成 立 . 即 若 4B = 4C, 4 夭 O, 我 们 不 能 推出 B= C. 何 
时 可 用 消去 律 , 我 们 将 在 后 面 讨论 . 


四 、 和 矩阵 的 转 置 
和 矩阵 的 转 置 与 行列 式 的 转 置 定义 是 类 似 的 . 


定义 2.2.4 设 和 = (aij) 是 mxn 纶 阵 , 定义 A 的 转 置 A' 为 一 个 nxm 
矩阵 , 它 的 第 开行 正好 是 给 阵 A 的 第 上 列 (二 1,2,:… ,n); 它 的 第 7 列 是 A 和 的 
第 7 行 (r= 1,2,:…,m). 
例如 , 设 
4 慨 如 1 作 
4=|-1 3 0 5|， 
V2 1 -2 0 
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则 


1 -1 V2 
| 

1 你 二 2 
0 5 0 

和 矩阵 转 置 运算 规则 

(D (4 = 4 

(2) (A+B)= A’'+B’ 

(3) (cA)’ = cA’; 


(4) (4B)= B'A'. 
证 明 上 述 (1) ~ (3) 是 显然 的 , 现 来 证 明 (4). 设 A = (aij)mnxn, B = 
(bij)nxp; 叉 设 C=AB, 且 C= (G13 Jmoeps 则 C 的 第 (07) 元 素 为 


nn 
Ci 一 >》 Qirbrj. 
r=}1 


因此 C" 的 第 (j,i) 元 素 为 ci;. 再 看 B'A', 它 的 第 (j,i) 元 素 等 于 B' 的 第 j 行 元 
素 与 4' 的 第 i 列 元 素 对 应 相 乘 之 和 . 但 B' 的 第 7 行 元 素 等 于 B 的 第 7 列 元 素 ， 
A' 的 第 i 列 元 素 等 于 4 的 第 i 行 元 素 . 它们 对 应 元 素 相 乘 之 和 恰 为 


Qi1b1; + Qi2b2; + + Qinbny = Cij: 


另外 , 显然 C' 与 B'A’ 的 行 、 列 数 分 别 相等 , 因此 C’ = B'A'. 口 
一 个 矩阵 经 转 置 以 后 得 到 的 矩阵 一 般 来 说 与 原 矩 阵 不 同 . 如 果 一 个 方 阵 转 置 
后 仍 与 原 和 矩阵 相同 , 即 4' = 4, 则 称 这 样 的 矩阵 为 对 称 阵 . 例如 , 下 列 和 矩阵 为 对 称 


0 
5 


若 一 个 方 阵 经 转 置 后 等 于 原 矩 阵 的 负 和 矩阵 , 即 4' = 一 4, 就 称 它 是 一 个 反对 称 阵 ， 
例如 , 下 列 矩 阵 为 反对 称 阵 : 

@ 2 1 

=2 0 55 

-1 5 0 


对 称 阵 特 别 是 实 对 称 阵 我 们 今后 还 要 进行 仔细 研究 ， 读 者 不 难看 出 , 对 称 阵 的 
元 素 以 主 对 角 线 为 对 称 线 , 即 aij = aji; 反对 称 阵 主 对 角 线 上 的 元 素 皆 为 零 ， 


且 (Qi 一 Qi 


五 、 和 矩阵 的 共 斩 
复 和 矩阵 还 有 一 种 运算 , 称 为 共 斩 运 算 . 设 z 是 一 个 复数 , z = a 十 所 , 我 们 用 
表示 z 的 共 轿 复数 a 一 bi. 


定义 2.2.5 设 A = (Qij)mxn 是 一 个 复 和 矩阵 ， 则 A 的 共 罗 和 矩阵 和 是 一 
个 m xn 复 和 矩阵 , 且 


A 一 (Gi ) mxn- 


这 就 是 说 4 的 共 轿 和 矩阵 的 每 个 第 (i,j) 元 素 是 4 的 第 (i,j) 元 素 的 共 斩 复 
数 . 例如 
1+i 0 1+vai 
A=| 2 -1 -4 |, 


则 
es 0 14 
A=| -2i 一 工 4i 
—4+i 一 V3i 一 i 
和 矩阵 共 斩 运 算 规 则 
(1) A+B=A+B:; 
(2) cA = 54; 
(3) AB= 4 万 ; 
(4) (A) = (DD.. 
这 些 规则 很 容易 验证 , 请 读者 自己 完成 . 
怀 题 2.2 
1. 计算 
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Ce er i 次 "入 A 六 下 
oz 3) 上 0 1 0| 了 | 2 821. 
一 0 -1 -v2 5 4 280 


襄 和 
2. 计算 : 
A 2 0 PT 
a ( )|， :| © ( | ) 
下 = (oD Wy es 
1 = 
和 这 2 1 = 
0 1 ; 没 人 0 3 
(3) ; (4) DG>. 0 24 
= 这 六 了 志 雪 ， 疝 -3 1 0 
0 
和 多 入 ”于 辽 
3. 设 
TL 得 
4-( 站 二 = 人 
中 -二 站 
4 0 
试 求 4B 与 BA. 
4. 计算 : 
5 
a 0 0 0 1 0 i 
COS Sin 
|o bo0|; (2)|o 0 1|; (3) | . 
一 Sin0 cosb 
0 0 e 0 6 0 


5. 设 A = (ai;) 是 n 阶 对称 阵 , z = (21, 22,… ,zn) 是 1 xn 矩阵 , 试 求 : rz4z/， 
6. 试 证 : 上 (下 ) 三 角 阵 的 和 、 差 、 数 乘 及 乘积 仍 是 上 (下 ) 三 角 阵 . 
7. 若 4 是 7 阶 方 阵 且 A” = O, 试 证 : 


(1 一 ACh 二 及 二 A 二.… 二 A =L,,. 


8. 若 A 是 下 列 n 阶 方 阵 : 


‘= = 


Op~ 


求证 : A” = O. 
9. 设 4 是 实 对 称 阵 , 若 42 = O, 求证 : A = O. 
10. 证 明 : 任 一 n 阶 方 阵 均 可 表示 为 一 个 对 称 阵 和 一 个 反对 称 阵 之 和 . 


11. 若 A = diag{ai,az,:… ,an}, B= diag{b1,b2,:… ,bn}, 求证 : 
AB= diag{a1b1, a2b2, se 本 


12. 求 与 矩阵 A 乘法 可 交换 的 所 有 算 阵 : 


] 
| 


13. 求证 : 


(1) 若 A, B 为 n 阶 对 称 阵 , 则 AB 为 对 称 阵 的 充分 必要 条 件 是 AB = BA. 
(2) 若 4 为 对 称 阵 , B 为 同 阶 反 对 称 阵 , 则 AB 为 反对 称 阵 的 充分 必要 条 件 是 4B = BA. 


一 
已 


14. 求证 : 

(1) 与 所 有 n 阶 对 角 阵 乘法 可 交换 的 矩阵 也 必 是 n 阶 对 角 阵 ; 

(2) 与 所 有 m 阶 和 矩阵 乘法 可 交换 的 矩阵 是 形 如 cL, 的 对 角 阵 (这 种 矩阵 称 为 纯 量 阵 )， 

15. 设 A 是 n 阶 复 矩阵 , 车 4 = A ( 即 转 置 共 斩 矩 阵 等 于 自身 ), 则 称 4 是 一 个 Hermite 
( 厄 米 特 ) 矩阵 . 若 4 = -4, 称 4 是 斜 Hermite 和 矩阵 . 求证 : 任 一 n 阶 复 矩 阵 均 可 表示 为 一 
个 Hermite 和 抑 阵 与 一 个 斜 Hermite 和 矩阵 之 和 . 


§ 2.3 方 阵 的 逆 阵 


我 们 已 经 介绍 了 矩阵 的 加 减法 、 数 乘 、 乘 法 等 运算 , 读者 会 问 : 矩阵 有 除法 
吗 ? 我 们 知道 , 在 数字 运算 中 , 除法 是 乘法 的 逆 运 算 , 它 可 以 通过 求 倒数 来 实现 . 即 
若 求 数 a 除 以 5(b 关 0) 的 商 , 则 只 需求 出 5-! = 5 于 是 & = ap. 对 矩阵 我 们 
也 可 以 这 样 做 , 先 定义 矩阵 的 逆 阵 , 然后 将 矩阵 的 除法 归结 为 一 个 矩阵 和 另外 一 个 
矩阵 的 逆 阵 之 积 . 但 是 现在 有 一 个 问题 : 矩阵 的 乘法 一 般 是 不 可 交换 的 , 因此 对 算 
阵 道 的 定义 要 有 更 严格 的 要 求 ， 

定义 2.3.1 设 4 是 几 阶 方 阵 ,车 存在 一 个 见 阶 方 阵 妃 , 使 得 


AB= BA=I,, 


则 称 妃 是 A 的 逆 阵 , 记 为 玉 = A-1. 凡 有 逆 阵 的 矩阵 称 为 可 逆 阵 或 非 奇异 阵 ( 简 
称 非 异 阵 )， 否则 称 为 奇异 阵 ， 

矩阵 的 求 送 运算 有 它 自己 的 特点 , 我 们 必须 注意 : 

(1) 根据 上 述 定义 , 只 有 对 方 阵 才 有 逆 阵 的 定义 , 长 方 阵 没有 逆 阵 ， 
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(2) 并 非 任 一 非 零 方 阵 都 有 逆 阵 . 比如 , 矩阵 


“(od 


就 没有 逆 阵 . 因为 对 任 一 B = (bij)2x2, 有 


4 万 二 | _ 本 十 p21 | 
0 0/ \bo: b22 0 0 
AB 不 可 能 是 单位 阵 . 

注 ”从 这 里 我 们 可 以 发 现 , 若 某 个 矩阵 有 一 行 元 素 全 等 于 零 , 则 这 个 矩阵 一 定 
不 是 可 道 阵 . 同 理 不 难 证 明 , 若 某 个 矩阵 的 一 列 全 等 于 零 , 则 该 矩阵 也 必 不 是 可 逆 
阵 . 

(3) 由 于 和 矩阵 的 乘法 一 般 不 满足 交换 律 , 因此 一 般 来 说 , AB-! 关 B-14, 即 右 
除 不 一 定 等 于 左 除 . 

一 个 n 阶 方 阵 4 若 有 道 阵 , 则 道 阵 唯 一 吗 ? 设 B, C 是 n 阶 方 阵 , 且 都 是 4 
的 逆 阵 , 即 

AB= BA=,, AC=CA=T,, 


则 
B= BI,= B(AC)= (BA)C= C=C. 

因此 只 要 和 矩阵 可 逆 , 其 着 阵 必 唯一 . 

矩阵 求 逆 运算 规则 

(1) 若 A 是非 异 阵 , 则 (A-1)-1= 4; 

(2) 若 4, 已 都 是 见 阶 非 异 阵 , 则 AB 也 是 nn 阶 非 异 阵 且 (AB)-!= B-14-1; 

(3) 若 4 是 非 异 阵 , c 是 非 零 数 ， 则 cA 也 是 非 异 阵 且 (ec4)-1 二 cr14-1; 

(4) 若 A 是 非 异 阵 , 则 A 的 转 置 A' 也 是 非 异 阵 且 (A')-1 = (A-1)'. 

证 明 (1) 因为 (471)A4= 4(4"!)= 荆 , 故 A 和 4 是 A! 的 道 阵 . 

(2) 我 们 有 


(AB)(B-!'A-!) = 4(BB-D4-1= AL.A-!= AA-1=1,. 


同 理 (B-14-1)(AB)= I,. 
(3) 显然 . 


(4) 由 44-: = 五 , 两 边 转 置 并 注意 到 I = I, 得 


(44-1)' = 五. 
但 由 转 置 的 性 质 知 
(AA-') 二 (A-!)'A.. 
因此 
(4-1) 4 = 五 . 
同 理 可 得 


A(A 1!) =,. 口 
需要 提请 读者 注意 的 是 法 则 (2): (4B)-! = 互 -14-1. 一 般 来 说 (4B)-! 冯 
A-1B-!, 只 有 当 AB= BA 时 才 有 (4B)-!= A-1B-l!. 
用 数学 归纳 法 容易 证 明 : 
(A1A,:.…. A) ! = Axi!':..Az!'Ai!, 
其 中 每 个 A; 都 是 可 逆 阵 . 
如 何 求 逆 阵 ? 我 们 介绍 一 个 方法 . 
设 4 是 n 阶 方 阵 , 这 个 方 阵 决 定 了 一 个 n 阶 行列 式 记 为 |4| 或 det 4. 
若 A= (Qij nxn 则 


Qll QQ12 …” Qn 

Q21 Q22 ”… Q2n 
14I=| . ， 

Qnil Qn2 ££ Qnn 


定义 2.3.2 设 A 和 是 n 阶 方 阵 , 4ij 是 行列 式 |A| 中 第 (i,j) 元 素 ai 的 代数 
余子 式 , 则 称 下 列 方 阵 为 A 的 伴随 阵 : 


Ali Az1 ee Ani 
4 Azz … Anz 
Ain 42n Ann 


A 的 伴随 阵 通 常 记 为 A*. 
方 阵 与 其 伴随 阵 之 间 有 如 下 的 关系 : 
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引 理 2.3.1 设 A 为 n 阶 方 阵 , A* 为 A 的 伴随 阵 , 则 


AA*=A*A=|A|.TL,. 


证 明 
Ql1 Q12 “°° Qin 411 Azl :1: Ani 
Q21 (22 “i Qon Al2 4 :1:: An2 
AA*= : . 
Qnl Qn2 …” Qnn Ain 42n 二 


上 式 中 两 个 矩阵 乘积 的 第 (i, j) 元 素 为 
Qi Aji + Qi2Aj2 十 :十 Qindjm 


由 第 一 章 定理 1.4.2 知道 , 当 i = 7 时 上 式 为 |4|, 当 i 关 7 时 上 式 等 于 零 . 因此 


I4| 0 
0 |A| …: 
AA* = = |4| 7 
0 0 …， |4| 
由 第 一 章 定理 1.4.1 同 理 可 证 
A=|A|:. 吕 0 


定理 2.3.1 若 |A| 关 0, 则 A 是 一 个 非 异 阵 , 且 
L 


A = 夯 全 : 


证 明 注意 到 |A| 关 0, 由 引 理 2.3.1 可 得 


A(I 而 4) 一 (而 人) 有 4 二; 


因此 4 是 一 个 非 异 阵 , 且 4-1 = = 而 4 口 

注 “我 们 在 以 后 将 证 明 若 4 是 非 异 阵 , 则 |4| 关 0. 因此 上 述 定理 提供 了 计算 
逆 阵 的 一 般 方法 . 但 是 用 这 个 定理 计算 逆 阵 必须 计算 所 有 的 4;;, 计算 量 一 般 是 相 
当 大 的 . 我 们 将 在 § 2.5 中 介绍 一 种 比较 简单 的 计算 方法 . 
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利用 逆 阵 来 解 线性 方程 组 将 显得 特别 简单 . 由 $ 2.2 知道 一 个 线性 方程 组 


Ql11T1 十 al27Z2 十 … :十 QinTn = 01， 


a2121 十 Q2272 十 … :十 Q2n2n = b2, 


Qn1T1 十 Qn2T2 十 … 十 QnnZn = bn, 


可 写成 矩阵 形式 
Az=p, 


其 中 A = (aij). 若 |A4| 关 0, 则 4-! 必 存 在 , 因此 


A (4z)=4 6， 


即 
zz 一 4-109. 
将 上 式 中 的 矩阵 写 出 来 就 是 : 
Tl All A21 Ani 
Tr2 1 Ai2 A22 An2 
IA|| : : 
Tn Ain Azn, Mm 
于 是 
1 
21 三 AA 二 bzAz1 十 … 十 bnAni) 三 
其 中 
bi Qi2 i Qin 
by a22 … aon 
I41|=|. 
bn Qn2 py Qnn 


同 理 可 得 其 余 的 z;. 显然 这 就 是 Cramer 法 则 . 


76 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


习 蜂 2.3 
1. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 阵 : 
al 0 
i 
0 a2 
(A=11 2 =8|; (2)A=|. . 
0 1 1 1 
0 0 


2. 用 求 道 阵 的 方法 解 线性 方程 组 : 
2a 一 22 十 373. 一 8， 
271 一 TZ2 十 4rs = 11, 
一 Z1 十 272 一 473 三 一 11. 
3. 若 4 是 非 异 阵 , 求证 : 对 任 一 k > 0, 有 
(4) = (4 


(aa 0). 


Cn 


4. 若 4 是 非 异 阵 , 证 明 乘 法 消去 律 成 立 , 即 从 4B = 4C, 可 推出 B=C; 从 BA=CA 


也 可 推出 B= C. 


5. 求证 : 有 一 行 元 素 (或 一 列 元 素 ) 全 为 零 的 n 阶 方 阵 必 是 奇异 阵 . 


6. 车 n 阶 方 阵 4 是 医 零 阵 , 即 存 在 m > 0, 使 A = O. 求证 : I 一 4 是 非 异 阵 . 


7. 设 4A,B 及 A + B 都 是 非 异 阵 , 求证 : A-! 十 BB 也 是 非 异 阵 . 


8. 一 个 n 阶 方 阵 A 如 果 适 合 条 件 : A? = 五 , 则 称 4 为 对 合 阵 . 若 4 是 对 合 阵 且 五 十 4 


是 非 异 阵 , 求证 : 4 = 五 . 


9. 已 知 A 是 n 阶 究 等 阵 , 即 A? = A. 求证 : 4 + 五 必 是 非 异 阵 . 
10. 设 A 适合 条 件 42 - 4 一 3 五 = 0, 求证 : A 一 2。 是 非 异 阵 . 


§ 2.4 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 


一 、Gauss (高 斯 ) 消去 法 与 矩阵 的 初等 变换 


用 Gauss 消去 法 来 解 线性 方程 组 是 一 种 简便 常用 的 方法 , 特别 当 未 知 数 个 数 
不 太 多 时 , 人 们 乐意 采用 这 种 方法 在 计算 机 上 解 线性 方程 组 . 我 们 举例 来 说 明 这 种 


方法 . 


第 二 章 


例 2.4.1 用 Gauss 消去 法 求解 下 列 线性 方程 组 : 


ZX2 十 X33 二 2, 

271 十 372 融 273 一 5， 

37z1 十 Za 一 Za3 三 一 1. 
解 ” 将 上 述 方程 组 中 的 第 一 式 与 第 二 式 对 调 得 : 

221 十 372 十 273 一 5， 

Z2 十 Z3 王 2， 


32z1 十 Za 一 Z3 一 一 1. 
将 得 到 的 方程 组 的 第 一 式 乘 以 -2 加 到 第 三 式 上 : 


271 十 372 十 273 一 5, 


2Z2 十 TZ3 三 2， 
有 一 47 = 上 二 
| 


将 上 面 的 第 二 式 乘 以 了 加 到 第 三 个 方程 式 上 : 


271 市 372 十 273 一 5， 


Z2 十 Z3 三 2， 
> 


将 得 到 的 第 三 式 两 边 乘 以 一 2: 
271 = 372 不 273 一 5, 
ZT2/ 十 3 二 2, 


Z3 一 3. 


将 上 面 的 最 后 一 式 分 别 乘 以 -1, 一 2 加 到 第 二 式 及 第 一 式 : 


271 = 372 一 一 上 ， 
2Z2 三 一 工 , 


Lad 
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最 后 将 上 面 的 第 二 式 乘 以 -3 加 到 第 一 式 上 , 两 边 再 乘 以 3 就 得 到 方程 组 的 解 : 


人 1 一 1， 
ZX2 一 一 | 
XTX3 一 3. 
上 述 求解 过 程 可 以 用 矩阵 的 变换 来 代替. 将 原 方程 组 的 系数 及 常数 列 排 成 一 
个 矩阵 , 称 为 系数 矩阵 的 增 广 和 矩阵 , 用 4 表示 : 


现在 将 求解 过 程 用 和 矩阵 来 描写 如 下 . 
将 4 的 第 一 行 与 第 二 行 对 换 得 


2 3 2 5 

0 1 ,i 2 
7 17 

Vy 3 


2 可 和。 四 
01 1 2 

3 
' 交 


将 第 三 行 乘 以 一 2 得 : 
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将 第 三 行 乘 以 -1 加 到 第 二 行 上 , 将 第 三 行 乘 以 -2 加 到 第 一 行 上 得 到 : 
3 0 -1 
1 0 -1 
0 1 3 


OO OL 


将 第 二 行 乘 以 -3 加 到 第 一 行 上 , 最 后 将 第 一 行 乘 以 3: 


从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 , 用 Gauss 消去 法 解 线性 方程 组 的 过 程 可 以 归结 为 对 
和 矩阵 的 变换 . 这 不 仅 简化 了 解 方程 组 的 过 程 , 更 重要 的 是 为 彻底 弄 清 线性 方程 组 解 
的 理论 提供 了 工具 . 上 面 例子 适用 于 求解 一 般 的 线性 方程 组 , 我 们 把 这 种 矩阵 形式 
的 Gauss 消去 法 归结 如 下 : 
第 一 步 : 将 线性 方程 组 写成 标准 形式 并 写 出 系数 矩阵 的 增 广 矩阵 A. 
第 二 步 : 将 4 中 某 一 行 调 到 第 一 行 , 使 第 一 行 第 一 列 的 元 素 不 为 零 
第 三 步 : 将 得 到 的 矩阵 的 第 一 行 乘 以 某 个 数 加 到 第 二 行 上 , 消去 第 二 行 第 一 列 
的 元 素 . 重复 这 一 方法 , 直到 消去 第 一 列 除 第 一 行 以 外 的 所 有 元 素 . 
第 四 步 : 重复 上 述 步 骤 , 使 第 二 行 第 二 列 的 元 素 不 为 零 并 消去 第 二 列 上 其 余 元 
素 . 不 断 用 这 个 方法 , 将 系数 矩阵 变 成 对 角 阵 . 
第 五 步 : 在 每 一 行 乘 以 适当 的 数 使 系数 矩阵 变 为 单位 阵 , 从 而 写 出 线性 方程 组 
的 解 . 
在 上 述 步骤 中 , 我 们 对 和 矩阵 施行 了 以 下 3 种 变换 : 
(1) 两 行 对 换 ; 
(2) 以 某 一 非 零 数 乘 以 某 一 行 ; 
(3) 以 某 一 数 乘 以 某 一 行 后 加 到 另 一 行 上 去 . 
这 3 种 变换 并 不 改变 线性 方程 组 的 解 . 也 就 是 说 , 对 应 的 新 方程 组 与 原 方程 
组 总 是 同 解 的 . 


定义 2.4.1 下 列 3 种 答 阵 变换 分 别称 为 矩阵 的 第 一 类 、 第 二 类 、 第 三 类 初 
等 行 ( 列 ) 变换 : 

(1) 对 调 短 阵 中 某 两 行 ( 列 ) 的 位 置 ; 

(2) 用 一 非 零 常数 来 以 矩阵 的 菜 一 行 ( 列 ); 
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(3) 将 给 阵 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 数 c 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 . 
上 述 3 种 变换 统称 为 矩阵 的 初等 变换 . 


显而易见 , 我 们 在 上 面 对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 实施 了 扼 阵 的 初等 行 变换 . 


定义 2.4.2 如果 一 个 矩阵 A 经 过 有 限 次 初等 变换 后 变 成 BB, 则 称 4 与 万 
是 等 价 的 ,或 4 与 互相 抵 , 记 为 4~ BB. 


用 初等 变换 可 以 将 一 个 矩阵 化 简 到 什么 程度 ?” 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 
定理 2.4.1 任 一 m xn 给 阵 A = (aij)mxn 必 相 托 于 下 列 m x n 天 阵 : 


让 和 和 0 
人 

B= 5 (2.4.1) 
[二 全 二) 硬是 扣 村 二 
0 


其 中 B 的 前 7 行 及 前 7 列 交 点 处 有 7 个 1, 其 余 元 素 蕴 为 零 . 换言之 , 任 一 m xn 
短 阵 均 与 一 个 主 对 角 线 上 元 素 等 于 1 或 0 而 其 余 元 素 均 为 0 的 mm xn 矩阵 相抵 . 


证 明 若 4 = O, 则 结论 显然 成 立 ， 现 设 4 关 0, 即 4 至 少 有 一 个 元 
素 az 闫 0. 如果 ai; 不 在 第 (1,1) 位 置 , 那么 可 将 它 所 在 的 行 与 第 一 行 对 换 , 再 将 
它 所 在 的 列 与 第 一 列 对 换 就 可 将 a;; 调 至 第 (1,1) 位 置 . 所 以 我 们 不 妨 设 ui 取 0. 
接 下 去 将 第 一 行 依次 乘 以 -ai oil 加 到 第 i 行 上 去 (i = 2,3,… ,m), 于 是 第 一 
列 元 素 除 oil 外 都 变 成 了 零 . 再 将 第 一 列 元 素 乘 以 -aitaaj 后 加 到 第 7 列 上 
去 (j = 2,3，…… ,n), 则 第 一 行 元 素 除了 ail 外 都 变 成 零 . 再 用 ail 乘 以 第 一 行 , 就 
得 到 第 (1,1) 元 素 等 于 1 而 第 一 行 及 第 一 列 其 他 元 素 都 是 零 的 矩阵 , 其 形状 如 下 : 


0 bz … bn 
0 bm2 Wy bmmn 


再 对 第 二 行 第 二 列 采用 与 上 面相 同 的 步骤 使 第 (2,2) 位 置 的 元 素 不 等 于 0, 并 
用 同样 办 法 消去 除 第 (2, 2) 元 素 外 第 二 行 及 第 二 列 的 所 有 元 素 . 显然 在 进行 上 述 
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过 程 中 第 一 列 及 第 一 行 的 元 素 保持 不 变 . 这 样 不 断 做 下 去 , 直到 变 成 (2.4.1) 式 的 
形状 为 止 . 口 

注 在 这 个 定理 中 , 对 给 定 的 矩阵 4, 无 论 进行 怎样 的 初等 变换 , 最 后 得 到 的 
对 角形 矩阵 中 的 > 总 是 不 变 的 , 这 一 重要 事实 将 在 第 三 章 予 以 证 明 . 和 矩阵 (2.4.1) 
称 为 矩阵 4 的 相抵 标准 型 . 

例 2.4.2 用 初等 变换 将 下 列 适 阵 化 为 相抵 标准 型 : 


2 0 =1 3 
1 2 一 2， 芭 
必 3 ,= 
解 
Ei (2 /1 2 一 2 1 和 =2 .4 
1 2 =2 4 1 一 20 -1 3410 -4 3 -5 
0 1 名 = 0 1 3, < 9 | 


化 到 这 一 步 接 下 去 可 将 第 一 列 分 别 乘 以 -2、 乘 以 2、 乘 以 -4 后 加 到 第 二 列 、 第 
三 列 、 第 四 列 上 去 , 使 第 一 行 中 除 第 (1,1) 元 素 外 其 余 都 等 于 零 . 但 这 时 由 于 第 一 
列 除 第 一 个 元 素 外 其 余 都 为 零 , 因此 在 整个 过 程 中 第 二 列 、 第 三 列 、 第 四 列 的 元 
素 除 处 在 第 一 行 的 元 素 外 都 不 变 , 因此 我 们 不 必 再 写 出 具体 过 程 而 直接 写 出 结果 : 


本 性 A 
0 -4 3 -5| 一 |0 -4 3 -5 
0 1 3 =-l 0 1 3 -1 
接 下 去 再 继续 进行 初等 变换 : 
1 0 0 0 1 Wd .0 
- 0 -43 -5|=|0 1 3 -1|. 
0 1 3 -1l 0 -4 3 -5 
这 一 步 是 为 了 避免 分 数 运算 . 
1 0 0 0 Lon 8 


B10 1 3 一 一 10 1 3 -| 一 
0 一 上 3;! 一 5 0 0 15 一 9 
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1 0 0 0 1 0 0 0 LO 0 
Og OL 
0 0 16 =9 0 0 15 1 0 8 1,0 


在 进行 初等 变换 时 , 有 些 步 又 可 并 在 一 起 以 节省 篇 幅 . 
我 们 在 进行 初等 变换 的 过 程 中 , 通常 需要 同时 用 行 变换 和 列 变换 , 如 果 将 初等 
变换 仅 限 制 为 行 变 换 , 定理 2.4.1 还 成 立 吗 ? 
考虑 下 面 的 1 x 3 矩阵 : 
(0, 1, 2). 


显然 , 我 们 仅 用 初等 行 变 换 无 论 如何 也 不 能 将 它 化 为 标准 型 . 但 是 我 们 可 以 用 初等 
行 变换 将 矩阵 化 为 所 谓 的 阶梯 形 (上 阶梯 形 ). 


定义 2.4.3 设 和 = (aij)mxn 为 m xn 矩阵. 对 任意 的 1<i<7T, 定义 及 
如 下 : 若 4 的 第 纪行 元 素 全 为 零 , 则 ji = 十 oo; 若 4 的 第 i 行 元 素 不 全 为 零 ， 
则 ki 是 第 i 行 所 有 非 零 元素 列 指标 的 最 小 值 . 即 若 i < 十 oo, 则 ain, 是 A 的 第 人 i 
行 中 从 左 至 右 第 一 个 非 零 的 元 素 , i, 称 为 第 i 行 的 阶梯 点 . 

若 存 在 0 之 7 < m, 使 得 < ja < < ji kryi = 二:… 二 km == 十 00, 则 称 这 
样 的 矩阵 4 为 阶梯 形 和 矩阵 . 简单 地 说 , 若 和 矩阵 阶梯 点 的 列 指标 随 着 行 数 严 格 递增 ， 
或 者 从 图 形 上 看 非 零 元 素 全 体 构成 一 个 阶梯 , 我 们 就 称 之 为 阶梯 形 矩 阵 . 


下 面 几 个 矩阵 是 阶梯 形 矩 阵 的 例子 (用 双 下 划 线 标记 阶梯 点 ): 


区 = 人 7 面 
区 -ll 20 -vV2 5 7 
0 二 ==2 次 可 St 
0 1 “Yr 
00 0 8 -1 11|, 一 
0，8 nd /BB 一 ! 
G0 0 0 8 =1 = 
了 @ Ould 0 
G0 6 0 0 6 
| 
31 21 -1 0 7 10 0 0 1 
00 1 -22 0|,|6o oo 
0 0 0 区 10 0 0 0 
0 0 0 


下 面 几 个 矩阵 不 是 阶梯 形 和 矩阵 (用 双 下 划 线 标记 阶梯 点 ): 


1 0 00000 12 -1 0 
2 1000 0 0 1 -2 
1 多 0 ol 10 Bl | 
-3 -1 1 121 00 0 -=1 
12-1 0 7 10 
1 0 
E 00 1 -2 2 0 
-10 1 -2 2 0 
= ,10 0 0 "EE 所 村 
一 ] 六 
0 00 0 0 0 -1 
0 0 0 0 0 0 
0 看 主人 流 


定理 2.4.2 设 4 是 一 个 mxn 和 佐 阵 , 则 经 过 若干 次 初等 行 变换 4 可 以 化 
为 阶梯 形 矩阵 ， 


证 明 者 4 的 第 一 列 元 素 全 为 零 , 则 初等 变换 从 第 二 列 开始 . 现 设 4 的 第 
一 列 元 素 不 全 为 零 , 则 用 行 对 换 将 非 零 元 素 换 到 第 (1, 1) 位 置 , 再 用 第 三 类 初等 
行 变换 即 可 将 第 一 列 其 余 元 素 消 为 零 . 再 看 第 二 列 , 如 果 这 时 从 第 (2,2) 位 置 ( 包 
括 第 (2,2) 元 素 ) 以 下 全 为 零 , 则 移 至 下 一 列 . 若 否 , 用 行 对 换 将 非 零 元 素 换 到 
第 (2,2) 位 置 , 再 用 第 三 类 初等 行 变 换 消 去 这 一 列 第 (2,2) 位 置 以 下 的 元 素 . 这 样 
不 断 做 下 去 , 最 后 可 以 得 到 一 个 矩阵 , 其 阶梯 点 的 列 指标 随 着 行 数 严格 递增 , 从 而 
是 阶梯 形 矩 阵 . 口 


例 2.4.3 ”用 初等 行 变 换 化 下 列 珑 阵 为 阶梯 形 和 矩阵 


0 2 -4 

一 二 = 5§ 

3 1 全 

0 总 一 如 

2 3 0 

解 
器 0 2 一 4 (2) (3) {1 -4 5 

-了 一 和 二 0 2 =4 
3 1 7 es 号 瑞 攻 
0 5 =10 0 5 =—10 
2 3 0 2 3 0 
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snl =1 = 6 
| 2 a4 0 ”如 -4 
| Wo GG I'm | "0 0 
0 5 'L10 0 0 0 
0 -5 10 0 0 0 
二 、 初 等 矩阵 


矩阵 的 初等 变换 能 否 通过 和 拖 阵 的 运算 来 实现 ? 为 此 我 们 引进 初等 矩阵 的 慨 念 . 


定义 2.4.4 对 单位 阵 五 施 以 第 一 类 、 第 二 类 、 第 三 类 初等 变换 后 得 到 的 和 天 
阵 分 别称 为 第 一 类 、 第 二 类 及 第 三 类 初等 矩阵 . 


3 类 初等 矩阵 的 形状 如 下 . 


第 一 类 初等 矩阵 ”第 一 类 初等 矩阵 已 ; 表示 将 单位 阵 的 第 i 行 与 第 7 行 (第 i 
列 与 第 7 列 ) 对 换 后 得 到 的 矩阵 : 


1 


第 二 类 初等 矩阵 ”第 二 类 初等 给 阵 已 (c) 表示 将 常数 c(c 关 0) 乘 以 单位 阵 的 
第 i 行 (第 i 列 ) 而 得 到 的 矩阵 : 


1 


第 三 类 初等 矩阵 ”第 三 类 初等 阵 工 ;(c) 表示 将 单位 阵 的 第 i 行 (第 7j 列 ) 乘 
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以 c 后 加 到 第 了 行 (第 i 列 ) 上 得 到 的 矩阵 : 


1 
下 面 的 定理 揭示 了 初等 变换 与 初等 矩阵 的 密切 联系 . 
定理 2.4.3 设 AA 是 一 个 mxn 阵 , 则 对 A 作 一 次 初等 行 变换 后 得 到 的 矩阵 
等 于 用 一 个 mm 阶 相 应 的 初等 矩阵 ( 即 第 一 类 初等 变换 相应 于 第 一 类 初等 矩阵 , 第 
二 类 初等 变换 相应 于 第 二 类 初等 矩阵 , 等 等 ) 左 乘 4 后 得 到 的 积 . 矩阵 4 作 一 次 
初等 列 变换 后 得 到 的 矩阵 等 于 用 一 个 no 阶 相应 的 初等 矩阵 右 乘 A 后 所 得 到 的 积 . 
证 明 我 们 只 对 初等 行 变换 进行 证 明 , 对 列 的 证 明 类 似 可 得 . 设 A = 
(Qi J rss 由 实际 计算 得 : 


Q11 QQ12 Qlm 
Qj1 Qj2 Qjin 
Qil Qi2 Qin 
Qml Qm2 1 Qmn 


这 等 于 将 4 的 第 i 行 与 第 7 行 对 换 . 


P(c)A 一 cail CQi2 :** CQin |， 
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这 等 于 将 4 的 第 i 行 乘 以 c. 而 


Q11 a12 Qi1n 
Qil Qi2 Qin 
Tij(c)4 = 
CQii 十 0j11 Cai2+Qj2 *** Caint Qin 
Qml Qm2 0 Qmn 


这 等 于 将 4 的 第 i 行 乘 以 e 后 加 到 第 j 行 上 去 . 口 
注 我 们 通常 用 “ 行 左 列 右 " 来 表示 定理 中 初等 矩阵 与 初等 变换 的 关系 . 
推论 2.4.1 ”初等 矩阵 都 是 非 异 阵 且 其 逆 阵 仍 是 同类 初等 矩阵 : 
Py'= Py, POT = P(:), TO -+= Tn0); 
证 明 由 定理 立即 可 得 . 口 
推论 2.4.2 非 异 阵 经 初等 变换 后 仍 是 非 异 阵 , 奇异 阵 经 初等 变换 后 仍 是 奇异 
阵 . 


证 明 因为 初等 矩阵 都 是 可 道 阵 , 可 道 阵 和 可 逆 阵 之 积 仍 可 逆 , 所 以 第 一 个 结 
论 成 立 . 又 设 4 是 奇异 阵 , PP 是 初等 矩阵 , 假定 PA 是 非 异 阵 , 注意 到 P-! 也 是 
初等 矩阵 , 故 4 = P-!(PA) 将 是 非 异 阵 , 矛盾 , 因此 PA 必 是 奇异 阵 . 同 理 AP 
也 是 奇异 阵 . 口 


推论 2.4.3 三 类 初等 矩阵 的 行列 式 如 下 : 
[Bi = -1, |PB(oO)|=¢, |Ti;(o)| = 1. 
证 明 因为 单位 阵 的 行列 式 等 于 1, 故 交 换 单位 阵 两 行 而 得 到 的 矩阵 已 ; 的 
行列 式 等 于 一 1. 其 余 结论 显然 . 口 


定理 2.4.4 矩阵 的 相抵 关系 适合 下 列 性 质 : 
(1) A~ 4; 

(2) 若 A~B, 则 B~A; 

(3) 若 A~B,B~O, 则 A~C. 


证 明 (1) 显然 单位 阵 工 也 是 初等 矩阵 , 而 TA = 4 表明 4~ 4. 
(2) 由 4 ~ B 知 存在 初等 矩阵 己 ,… ,已 。 以 及 初等 矩阵 Q1,… , Qs, 使 


P,…P.AQ.…Q,=B. 


于 是 
Pr …P-!BQ;!... Qi! 一 4. 


但 是 初等 矩阵 的 首 阵 仍 是 初等 矩阵 , 因此 B ~ A. 
(3) 由 A~B,B~ 0O, 可 设 


B= PrPAQ:.. Qk, C= 85.BT.…T, 
其 中 忆 , Qi, 5;, 了 TT 都 是 初等 矩阵 . 于 是 


C=5,:..SiP,::. PAQi:..QT TD. 


因此 A~ C. 口 
导 题 2.4 
1. 用 初等 变换 将 下 列 矩阵 化 为 相抵 标准 型 : 
和 
(1) Sl 0 |s (2) 四 
0 上 4 
2 1 4 
2. 用 初等 行 变换 将 下 列 和 矩阵 化 为 阶梯 形 矩 阵 
1 2 3 4 1 0 一 1 5 12 
0 -1 0 一 2 6 7 8 0 一 9 
(1) 和 他 (2) 
3 2 26 21 26 一 10 一 51 
2 2 -6 4 15. TA .~ 
3. 判断 下 列 矩 阵 是 否 有 相同 的 相抵 标准 型 
和 沙 号 1 -1 5 一 L 0 4 工 一 工 总 
(1) 2 6 让; 作 愉 3 3 |; (2) 3 0 —1|,|1—1 4 一 2 |. 
D 责 忆 0 2 2 0 1 一 | 0 3 3 


4. 求证 : n 阶 方 阵 4 非 异 的 充分 必要 条 件 是 它 和 五 相抵 . 


5. 求证 : 对 任意 的 m x n 和 矩阵 4, 总 存在 m 阶 可 逆 阵 已 和 7 阶 可 首 阵 Q, 使 得 P4Q 
是 相抵 标准 型 . 
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§ 2.5 ”和 矩阵 乘积 的 行列 式 与 初等 变换 法 求 逆 阵 


一 、 和 矩阵 乘积 的 行列 式 


我 们 在 上 一 节 中 证 明了 任意 一 个 矩阵 4 都 可 以 通过 初等 变换 化 为 相抵 标准 
型 , 我 们 还 证 明了 如 果 限 制 只 用 行 变换 , 则 可 以 将 矩阵 化 为 阶梯 形 . 如 果 和 矩阵 4 是 
一 个 n 阶 可 逆 阵 , 我 们 是 否 能 够 只 用 行 变 换 就 将 它 化 为 标准 型 呢 ? 

引 理 2.5.1 设 A 是 一 个 见 阶 可逆 阵 ( 即 非 异 阵 ), 则 仅 用 初等 行 变换 或 仅 用 
初等 列 变换 就 可 以 将 它 化 为 单位 阵 五 . 

证 明 我 们 先 证 明 仅 用 初等 行 变 换 可 以 将 A 化 为 主 对 角 元 素 全 不 等 于 零 的 
上 三 角 阵 . 因为 4 可 逆 , 所 以 它 没有 整 行 或 整 列 元 素 全 为 零 . 因此 A 的 第 一 列 至 
少 有 一 个 非 零 元 素 , 通过 初等 行 变 换 可 以 将 它 换 到 第 (1,1) 位 置 . 用 这 个 非 零 元 素 
经 过 第 三 类 初等 行 变 换 就 可 以 将 第 一 列 元 素 ( 除 第 (1, 1) 元 素 ) 全 化 为 零 . 于 是 我 
们 不 妨 假定 


Cl11 Q12 “°° Qn 
0 a22 Q2n 

难 三 . 
0 Qn2 Qnn 


我 们 现在 要 说 明 az?,…… ,anz 不 全 为 零 . 若 否 , 则 可 以 通过 第 三 类 初等 列 变换 
用 aii 消去 wz, 于 是 非 异 阵 A 经 过 初等 变换 将 化 为 一 个 第 二 列 全 为 零 的 矩阵 , 即 
化 为 一 个 奇异 阵 , 这 与 推论 2.4.2 矛盾 . 既然 az … ,ana 不 全 为 零 , 我 们 又 可 以 通 
过 初等 行 变换 将 非 零 元 素 换 到 第 (2,2) 位 置 . 再 用 这 个 非 零 元 素 经 过 第 三 类 初等 
行 变换 就 可 以 将 第 二 列 元 素 ( 除 第 (2, 2) 元 素 ) 全 化 为 零 . 不 断 这 样 做 下 去 , 即 可 
将 4 化 为 一 个 主 对 角 元 素 全 不 为 零 的 对 角 阵 . 最 后 用 第 二 类 初等 行 变 换 即 可 将 之 
化 为 单位 阵 五 . 同 理 可 证 明 仅 用 初等 列 变换 也 可 以 将 非 异 阵 A 化 为 单位 阵 五. 口 


推论 2.5.1 任 一 nn 阶 非 异 阵 均 可 表示 成 有 限 个 初等 矩阵 的 积 . 
证 明 由 上 面 的 引 理 知道 , 存在 有 限 个 初等 矩阵 PP,… ,已 使 得 
P,...P.A=1,, 


因此 
A=P-!... Pl!. 


而 初等 矩阵 的 道 阵 仍 是 初等 矩阵 , 故 结论 成 立 . 口 

下 面 我 们 要 讨论 这 样 一 个 问题 : 若 4, 都 是 见 阶 矩阵 ,它们 积 的 行列 
式 |4B| 和 |4|, |B| 有 什么 关系 ? 先 讨论 简单 的 情形 , 即 4, B 中 至 少 有 一 个 是 
初等 矩阵 的 情形 . 由 行列 式 性 质 , 我 们 很 容易 得 到 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.5.2 设 4 是 一 个 n 阶 方 阵 , @ 是 一 个 n 阶 初等 矩阵 , 则 

IQA|=|8Q||4|=|4Q|. 

证 明 若 Q= Pj, 则 QA 为 4 的 第 i 行 及 第 j 行 对 换 后 所 得 之 矩阵 , 其 
行列 式 值 等 于 -|4|. 但 |PB;| = -1 因此 |Pj4| = -|4|= |Bjl|4l. 若 Q = 
P(c) (c 关 0), 同样 不 难 验证 |P(c)A| = cl4| = |P(o)|4|. 最 后 , |Ti;(c)4| = 1 4， 
[Tiy(o)|=1, 故 | 工 ;(c)4|= | 工 ;(o) 咱 4|. 当 Q@ 作用 在 A 右 侧 时 也 可 类 似 证 明 . 口 

定理 2.5.1 一 个 n 阶 方 阵 4 为 非 异 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 的 行列 式 的 值 
不 等 于 零 ， 

证 明 由 定理 2.3.1 知道 车 |4| 关 0, 则 4 是 非 异 阵 , 故 只 需 证 明 若 4 非 
异 , 则 |4| 关 0. 但 由 推论 2.5.1, 非 异 阵 4 等 于 有 限 个 初等 矩阵 之 积 , 设 A = 
已 肠 … 玉 , 则 从 上 面 的 引 理 知道 , |4| = | 号 | 马 |… | 忆 |. 由 于 初等 矩阵 的 行列 式 
不 等 于 零 , 故 |A| 冯 0. 口 

现在 我 们 可 以 证 明 下 述 重要 的 行列 式 乘 法 定理 . 


定理 2.5.2 设 4A,B 都 是 nn 阶 矩阵 , 则 
|4B|= |4I|BI. 
证 明 分 两 种 情形 ， 第 一 种 情形 , 设 4 是 非 异 阵 ， 则 存在 若干 个 初等 矩 
阵 Qi,… ,Qnm, 使 A = Qi1…Qm, 故 
|4B|=|Q1.…QmnB|=|Q1|…|Qn||B|= |Q1… Qnl|B|= |AI|B|. 


第 二 种 情形 , 设 4 为 奇异 阵 , 这 时 |4| = 0, 故 只 需 证 明 |4B| = 0. 因为 4 
是 奇异 阵 , 故 存在 初等 矩阵 请,… , PP,; Q1,… ,Q，, 使 得 


P,:….P.AQi1:..Q., = 也 ， 


其 中 D 是 4 的 相抵 标准 型 , 它 是 一 个 对 角 阵 , 主 对 角 元 素 为 1 或 0. 因为 4 奇 
异 , 所 以 DD 也 是 奇异 阵 , 至 少 最 后 一 行 元 素 全 为 零 . 又 ， 


P,...PA= DQ-!..….Qi.. 
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由 矩阵 乘法 知道 , 因为 万 的 第 即行 元 素 全 为 零 ,所 以 站 Qr QT 从 而 PP,… 号 4 
的 第 n 行 元 素 全 为 零 . 于 是 P;… PiAB 的 第 n 行 元 素 也 全 为 零 . 故 
IP.|:…|P||AB|= |P,:…:P.AB|=,0, 

其 中 |P| 关 0(i=1,…,s), 于 是 |4B|=0=|A4||B|. 口 

推论 2.5.2 一 个 奇异 阵 与 任 一 同 阶 方 阵 之 积 仍 为 奇异 阵 , 两 个 同 阶 非 异 阵 之 
积 仍 为 非 异 阵 . 

证 明 由 定理 2.5.2 及 定理 2.5.1 即 得 . 口 

推论 2.5.3 若 4 是非 异 阵 , 则 |4-!| = 14|-:. 

证 明 由 1 = | 五 |=|44-! = 444- 即 得 14-! = 14 口 

推论 2.5.4 若 4A, B 都 是 nn 阶 方 阵 且 AB=( 或 BA=I), 则 BA= 
五 (或 4 万 = 五 ), 即 万 = 4-1. 


证 明 " 因为 |4||B|=|4B|= | 五 | =1, 所 以 |4| 冯 0, 即 4 是 非 异 阵 . 设 C 
是 4 的 道 阵 , 则 CA=, 而 B=B=(CA)B= C0C(4AB)= CT = C， 
此 B= A-1. 同 理 若 BA = 五 , 也 可 推出 AB=. 口 


例 2.5.1 计算 下 列 nn 十 1 阶 矩 阵 4 的 行列 式 : 


(ao+bo)” (ao 十 页 ) (ao 十 如) 
加 (a@1+bo)” (ai 十 让 ) 1 (Qi1++bn)” 
(ant+bo)® (antb)™ :7 (an + bn)™ 
解 将 4 分 解 为 两 个 矩阵 之 积 : 
1 人 A - 列 二 ,本 ， 地 -本 
1 Om Gro os: On | |B Be ,Ws bl 
1 Cio a :72 Onan Ll 1 1 %%. 1 


上 式 左边 矩阵 的 行列 式 每 一 列 提出 公 因 子 后 就 是 一 个 Vander Monde 行列 式 . 碳 
边 和 矩阵 的 行列 式 也 可 以 化 为 Vander Monde 行列 式 并 求 出 其 值 , 于 是 


I4|=C.Ci:…C® I CG; 0)(0;— 6;). 


0<i<j<n 
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例 2.5.2 计算 行列 式 : 


RS Ne 8 
| 
SB 
| 
S 
| 
QQ 


解 ” 设 该 行列 式 代 表 的 矩阵 为 A, 则 


rT 2 -z 包 深 闭 攻 网 wwWO00 0 
是 不 二 2 一 Z —wW 一 Z y 7 ww 2 | - 0 "0"%0 

这 一 饭 ， 芭 yy = 一 名 化 2/ 0 0 0 

入 ”| 区 yy =w t —z IY 一 0 有 0 


其 中 飞 三 22 十 内 十 好 十 W2. 因此 
[AP = (及 十 斑 十 2 十 ww)4. 
令 z=1y=z= 也 =0, 显然 |4|=1, 故 


4 = (二 + 十 有 2 十 w2)2. 


二 、 初 等 变换 法 求 逆 和 矩阵 

我 们 知道 , 用 伴随 阵 求 非 异 阵 的 逆 阵 是 非常 麻烦 的 , 有 没有 更 加 简单 的 方法 ? 

由 引 理 2.5.1 知道 , 任意 一 个 可 逆 阵 都 可 以 只 用 初等 行 变换 将 它 化 为 单位 阵 . 
者 4 是 可 逆 阵 , 则 存在 初等 矩阵 Q1, Q2,… , Qi, 使 得 


Qi1Q2:*. QA= TI. 


故 
4 = QQ Q: = QQ QT,. 
这 两 个 式 子 启发 我 们 可 以 这 样 来 求 逆 阵 : 
作 一 个 n x 2n 矩阵 (4, 五 ). 这 个 矩阵 的 前 n 列 为 4, 后 n 列 为 单位 阵 芽 ,. 
对 和 矩阵 (4, 工 ,) 进行 初等 行 变换 把 4 变 成 五 , 这 时 右边 的 工 , 就 变 成 了 4-1. 我 
们 下 面 举例 来 说 明 这 个 方法 . 
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例 2.5.3 求 下 列 非 异 阵 A 的 逆 阵 : 


对 (A, I3) 进行 初等 行 变换 : 
CW)C2)/1 2 311 00 2 To 故而 
[» 


1 
oe he i We eR 
1 
1 3 410 0 1 0 1 1i-lQ1 


1 2 311 ° 00 好 | 生 加 0 -2 
(3) C2)| 0 1 11-101 一 站 11-10 1 一 
0 一 3 一 此 (1) (1) a A Pn 3 
10 01=2 11 i- 1 1 
OE Ui | 1 -6 1 4 
nt 15 i 不 绿 恋 加 
于 是 
:党 于 
其 | 
DB 


注 在 用 初等 变换 法 求 逆 阵 的 整个 过 程 中 , 对 (A, 五 ) 只 能 用 初等 行 变换 而 不 
能 用 初等 列 变换 . 请 读者 考虑 这 样 一 个 问题 : 
如 果 我 们 只 用 初等 列 变换 , 如 何 来 求 已 知 可逆 阵 的 首 阵 ? 
例 2.5.4 求解 下 列 短 阵 方程 : 
1 “而 本 这 
-1 :并 上 =| 0 
有 = 1 -1 0 


2 


第 二 章 矩阵 
解 ”因为 
1 0 1 
-1 1 1|A#0, 
| 
故 
—1 
1 0 1 六 
X=|-1 1 1 0 1 
2 | -1 0 
我 们 用 初等 变换 与 求 道 阵 类 似 的 方法 求 入 : 
EHH/ 1 0 T1111:1 1 人 可 
1 1 
=- | 
1 | 1 
2 -1 1'-1 0 0 -1 -1'-3 一 2 
| 1 0 0'3 
1 1 
0121+r1 2|—»|010'5 
| 1 
(C1) (2) 0 0 1'1-2 0 0 0 1!-2 0 
因此 
| 
莹 二 证 意 和 2 
-2 0 
司 星 2.5 
1. 用 初等 变换 法 求 下 列 矩 阵 的 逆 阵 : 
i 光 4 
2 3 1 可 UO 0 1 —1 
(1) a (a) | 1 ls (3) | 3 0 
3 1 1 一 1 一 2 
1 0 -2 -6 
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2. 求 下 列 n 阶 方 阵 的 逆 阵 ;: 


1 0 a 0 0 
0 0 ao2 0 
A= : 
0 0 Qn—l 
Qn 0 0 
其 中 Qi #0(%= 1, 2 ,n). 
3. 求 下 列 矩 阵 方程 的 解 : 
2 2 3 4 一 1 
1 -1 0| 关 =|2 时 
一 1 2 1 i 0 
4. 求 下 列 矩 阵 方程 的 解 : 
2 2 13 
1 1 2 
X 1 一 1 0|= ( ) 
0 一 1 3 
一 1 2 全 
5. 设 
5S0 3S1 52 Sn—1 
51 352 33 Sn 
洱 王 52 53 54 Sn+1 | ， 
Sn—l1 mn Sn+li 3S27m 一 2 


其 中 sk = 二 zf 十 戏 十 … 十 2. 计算 |S| 并 证 明 |S| > 0 对 一 切实 数 zi (i = 1,2,:… ,n) 成 立 . 


*6. 利用 行列 式 乘法 证 明 下 列 循环 行列 式 之 值 等 于 f(e1)f(e2):…f(en), 其 中 f(x) = 
al 十 aa 十 asz2 十 … 十 anzn 1 而 si(=12 ,mm) 为 1 的 全 体 交 次 复 根 : 


QI1 Q2 Qa3 Qn 
Qn Q1 Qa2 Qmn 一 1 
an_ 1 an al Qn—2 
Q2 Q3 Q4 ww” Q1 
*7. 计算 行列 式 : 
cosO cos20 cos30 |.. cosn0 


cosng cosg cos20 .::. cos(n—1)0 


Cos20 cos30 cos40 ... cosO 


S2.6 分 块 和 矩阵 


矩阵 运算 是 一 种 比较 复杂 的 运算 . 为 了 简化 这 种 运算 , 我 们 引进 分 块 和 矩阵 及 其 
运算 的 概念 . 读者 务必 注意 , 分 块 矩阵 及 其 运算 不 是 新 的 运算 , 而 是 矩阵 运算 的 简 
化 形式 . 

什么 叫 矩 阵 的 分 块 ? 简单 地 说 就 是 用 横 虚 线 与 竖 虚 线 将 一 个 矩阵 分 成 若干 块 ， 
这 样 得 到 的 矩阵 就 称 为 “分 块 矩阵 ” 例如 : 


1 2 =17"0 

I 
=12 5 01=9 
3 1 -1 3 


是 一 个 分 块 矩阵 , 若 记 


让 0 
An = , Ai2 = ， 
je 


421 = (3,1, —1), 42 = (3), 


A= by rs 
As A 
这 是 一 个 分 了 4 块 的 矩阵 . 
一 般 地 , 对 mm x n 矩阵 A4, 若 先 用 若干 条 横 虚 线 把 它 分 成 r 块 , 再 用 若干 条 竖 
虚线 把 它 分 成 s 块 , 我 们 就 得 到 了 一 个 rs 块 分 块 矩阵 , 可 记 为 


则 4 可 表示 为 


41 A … Ai 
4a1 A22 | A,, 
Ari Ar2 en As 


注意 , 这 里 A;; 代表 一 个 矩阵 ，4， 常 称 为 4 的 第 (ij 块 ”A 也 可 记 为 4 二 
(4), 但 需 注 明 这 是 分 块 矩 阵 . 
一 个 矩阵 可 以 有 各 种 各 样 的 分 块 方法 , 究竟 怎么 分 比较 好 , 要 看 具体 需要 而 
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定 . 例如 : 


诅 


则 


A 作为 分 块 矩阵 看 , 是 一 个 对 角 阵 . 这 种 矩阵 称 为 分 块 对 角 阵 , 尽管 它 本 身 并 不 是 
对 角 阵 . 需要 注意 的 是 4 中 的 O 都 表示 零 矩 阵 . 

两 个 分 块 矩 阵 4 = (hij)rxs 及 BB = (Bij)kxi 称 为 相等 , 车 7 = 1,s = ， 
且 h;; = Bij, (i = 1,2,… ,7; 7 了 = 1,2,… ,s). 因此 两 个 分 块 矩阵 相等 , 不 仅 它 们 
的 分 块 方式 相同 , 而 且 每 一 块 也 相等 . 显然 , 这 时 A 与 B 作为 普通 矩阵 也 相等 . 

下 面 我 们 依次 来 研究 分 块 矩 阵 的 运算 . 

一 、 分 块 矩 阵 的 加 减法 

设 有 mm xn 和 矩阵 4 及 B, 它们 具有 相同 的 分 块 , 即 


4 = (A )rxs; B= (Be)exs 
且 45 与 Bi; 作为 矩阵 其 行 数 与 列 数 分 别 相等 , 则 
A 十 B 一 (Ai; 让 Bi;;), A | B 一 (Ai; We B;;). 


显然 , 两 个 分 块 矩 阵 之 和 (或 差 ) 仍 是 一 个 分 块 矩阵 , 且 这 个 和 (或 差 ) 与 4,B 作 
为 普通 矩阵 之 和 (或 差 ) 是 一 致 的 . 

二 、 分 块 矩 阵 的 数 乘 

分 块 矩阵 4 = (4i)-xs 与 常数 c 的 数 乘 为 


cA= (cAij;)rxs: 


三 、 分 块 矩 阵 的 乘法 

分 块 矩阵 的 乘法 与 普通 矩阵 的 乘法 在 形式 上 类 似 , 只 是 在 处 理 块 与 块 之 间 
的 乘法 时 必须 保证 符合 矩阵 相 乘 的 条 件 . 因此 , 对 分 块 的 情况 要 特别 予以 注意 . 
设 4= (45)rxs B= (Bi;)sxt 是 两 个 分 块 矩 阵 (注意 : A 的 列 分 成 s 块 而 B 的 
行 也 分 成 s 块 ). 又 设 


A Ai2 Se Ais Bi1l Bi» ee Bl: 

Az1 42> Ce A,s Bl B,» 让 Bo 
A= " ) = 

Ari A,» 人 A,s B,i B,; 和 Bs, 


上 述 分 块 矩阵 适合 如 下 条 件 : 在 4 中 , 第 (1,1) 块 4ii 的 行 数 为 mi, 列 数 为 mi， 
第 (1,2) 块 4ia 的 行 数 为 mi, 列 数 为 no,…, 第 (i,j 块 45 的 行 数 为 mi, 列 数 
为 nj;. B 中 第 (i,j) 块 Bi; 的 行 数 为 ni, 列 数 为 1;. 这 样 的 分 块 方式 保证 了 分 块 
相 乘 有 意义 . 若 记分 块 矩阵 4 与 B 的 积 为 


Cu Ca … Ot 
C21 C2 …， C2t 

C = 四 . . 可 
Cr Cr2 有 Cr 


则 Co 是 一 个 mi x 4; 矩阵 , 且 
Ci = AiBi; + Ai2B2; + :+ AisB,;. 


例 2.6.1 
1 0'12 
1 01!21-1 0 I 
0 1 1 | 5 =1 0 1'0 
mp ae Ce Re 
ee ,B= —1l] 1'! 3 ) 
0 ;0 名 哄 社 0 二 
| 1 让 于 
1 0'1:~21+0 1 | 
. 2 O11+ 
求 AB. 
解 将 A,B 写成 下 列 分 块 形状 : 
Bi: B 
_ /A A Ais S 2 
4= ;B= | Bs Bz|, 
421 A2» 423 


Bs! 万 3 
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其 中 Ah;;, Bi; 是 A, B 中 相应 的 块 . 容易 看 出 这 两 个 分 块 矩 阵 符 合 相 乘 的 条 件 . 
设 C = A 和 AB, 则 CC 也 是 分 块 矩阵 . 因为 A 是 2 x 3 分 块 , BB 是 3x2 分 块 , 故 C 
是 2 x 2 分 块 . 不 难看 出 


C11 = AlB1 + 412B2 + AisB3i. 


将 各 块 代入 , 得 到 


1 0 
人 一 
"= 


同 理 
9 
C12 = Ai1Biz + Ai2 B22 + Ais B32 = 0 
—3 4 
C21 = A21B11 + A22 B21 + Az3 B31 = ( 站 
8 
C22 一 A21 B12 十 A22B2» 二 As3 B32 = ( ， 
于 是 
—1] 1 1!19 
1 
=| 
—3 418 
1 
5 一 2 一 3 


读者 也 许 感到 , 上 述 例 子 似乎 比 不 分 块 更 麻烦 . 现在 来 看 几 个 例子 , 它们 表明 
了 分 块 运算 的 优越 性 . 
例 2.6.2 设 有 两 个 分 块 对 角 阵 : 
4 OO .OO Bi OO 可 网 
A= . : s B 。 。 。 


OLDO Hi A © 0O. .-. B, 


其 中 4i; 与 B; 都 是 同 阶 方 阵 , 因此 A 与 召 可 按 分 块 答 阵 相 乘 ， 


4IB OO :… 0 

O 4B，… 0 
4 万 = . . . 

O O |... A:B. 


这 个 例子 表明 , 分 块 对 角 阵 相 乘 时 只 需 将 主 对 角 线 上 的 块 相 乘 即 可 . 
例 2.6.3 A 是 一 个 分 块 对 角 阵 : 


4 OO ::. 0O 
O 4， ... O 
OO ， 


其 中 每 块 A; 都 是 非 异 阵 , 求证 : A 也 是 非 异 阵 . 
证 明 设 A; 之 逆 为 A71, 则 显然 


.51 O …: O 

© 4 -ho 
六 | ， ~ 

O OO Azx! 


又 如 , 设 4 是 一 个 m x n 矩阵, B 是 一 个 n xr 算 阵 , 可 对 吾 作 列 分 块 , 即 
将 B 的 每 个 列 向 量 分 作 一 块 , 记 为 B; (7 = 1,2,… ,7), 则 
B= (8,B,,… ,B;). 
又 将 4 看 成 为 只 分 成 一 块 的 矩阵 , 则 AB 可 按 分 块 矩 阵 相 乘 , 且 AB 的 列 分 块 为 
AB = (48, AB,,:…. , AB,). 


同样 , 可 对 4 作 行 分 块 , 即将 A 的 每 个 行 向 量 分 作 一 块 , 记 为 ai (i = 
1,2,… ,m), 则 
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又 将 B 看 成 是 只 有 一 块 的 矩阵 , 则 4B 可 按 分 块 矩阵 相 乘 , 且 4 的 行 分 块 为 


四 、 分 块 矩 阵 的 转 置 
设 有 分 块 矩阵 4 = (45)-xs 则 4 的 转 置 为 sx7 分 块 矩 阵 : 
A A CY A 
A'= A 人 让 4 
Mi 


五 、 分 块 和 矩阵 的 共 辊 
设 4 是 一 个 分 块 复 矩 阵 , 4 = (Aij)wxs, 则 4 的 共 斩 矩 阵 也 是 一 个 r x s 分 


块 矩阵 , 且 


4 A :1:. A 
21 A22 < A,s 
= . . : 
Ari A Ms 
对 分 块 矩 阵 而 言 , 我 们 也 有 分 块 初等 变换 和 分 块 初等 矩阵 的 概念 . 它们 是 处 理 
分 块 矩阵 问题 的 有 用 工具 . 


所 谓 分 块 初等 变换 和 普通 的 初等 变换 类 似 , 包含 3 类 : 

第 一 类 : 对 调 分 块 矩阵 的 两 块 行 或 两 块 列 ; 

第 二 类 : 以 某 个 可 逆 阵 左 乘 以 分 块 矩 阵 的 某 块 行 , 或 右 乘 以 某 块 列 ; 

第 三 类 : 以 某 个 矩阵 左 乘 以 分 块 矩 阵 的 某 块 行 后 加 到 另 一 块 行 上 去 , 或 以 某 个 
和 矩阵 右 乘 以 分 块 矩阵 的 某 块 列 后 加 到 另 一 块 列 上 去 . 

我 们 假定 上 面 所 提 到 的 运算 都 是 可 以 进行 的 . 

和 普通 矩阵 一 样 , 我 们 也 有 分 块 初 等 矩阵 的 概念 , 它 和 分 块 初等 变换 的 关系 与 
普通 矩阵 类 似 . 

记 工 = diag{Im,Tmz,"… ,Tm} 是 分 块 单位 阵 , 定义 下 列 3 种 矩阵 为 3 类 分 
块 初等 矩阵 ; 
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(1) 对 调 了 的 第 i 块 行 ( 列 ) 与 第 7 块 行 ( 列 ) 得 到 的 矩阵 ; 

(2) 以 可 逆 阵 C 左 ( 右 ) 乘 以 了 的 第 i 块 行 ( 列 ) 得 到 的 矩阵 ; 

(3) 以 矩阵 B 左 ( 右 ) 乘 以 I 的 第 i 块 行 ( 列 ) 后 加 到 第 7 块 行 ( 列 ) 上 后 得 
到 的 和 矩阵. 

易 知 分 块 初 等 矩阵 是 可 逆 阵 , 其 中 第 三 类 分 块 初等 矩阵 的 行列 式 的 值 等 于 1. 
又 矩阵 的 分 块 初等 行 ( 列 ) 变换 相当 于 用 同类 分 块 初等 矩阵 左 ( 右 ) 乘 以 被 变换 的 
和 矩阵. 

注 由 上 面 的 结论 知道 , 进行 第 三 类 分 块 初等 变换 不 改变 矩阵 的 行列 式 的 值 . 
更 一 般 地 , 进行 分 块 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ( 秩 的 概念 将 在 下 一 章 介绍 ). 


引 理 2.6.1 设 4, C 分 别 是 m,n 阶 方 阵 , 则 对 分 块 上 (下 ) 三 角 行列 式 有 : 


A O 


BC 


AB 
el-| =mael 四 -| 
OC 


| = |AlIC|. 

证 明 本 命题 可 以 用 Laplace 定理 立即 得 到 , 但 是 我 们 采用 另外 一 种 方法 来 
证 明 . 只 对 第 一 式 进行 证 明 , 第 二 式 同 理 可 得 . 对 4 的 阶 m 用 归纳 法 , m = 1 时 ， 
结论 显然 . 假定 对 左上 角 是 m 一 1 阶 矩 阵 的 分 块 上 三 角 行列 式 结论 为 真 . 设 


Q11 QQ12 Q1m 

Q21 0Q22 Q2m 
A= 5 》 

Qml  Qm2 Qmm 


将 |G| 按 第 一 列 展开 (注意 到 第 一 列 从 第 m 十 1 行 起 的 元 素 全 为 零 ): 
[IG| = anGun + a21G21 + + Gm1iGmi, 


其 中 Gi 是 Qil 在 |G| 中 的 代数 余子 式 . 与 每 个 Gil 相应 的 余子 式 是 一 个 左上 角 
为 m 一 1 阶 和 矩阵 的 分 块 上 三 角 行 列 式 , 由 归纳 假设 可 得 


Gil = 4iilC|， 
其 中 4il 是 元 素 aii 在 |4| 中 的 代数 余子 式 . 因此 


IG| 一 al4alC| + a21A21|C| 十 …' 十 aml4milC| 一 I4IIC|. 口 
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例 2.6.4 若 4 是 1m 阶 可 逆 阵 ,万 是 刀 阶 敌阵 , 态 为 mmx7 适 阵 ,C 为 nxm 
矩阵 ， 则 
、 = 4llD - CA-1B|. 
C 也 
若 万 可逆 (这 时 4 不必 假 定 可 逆 ), 则 有 
2 "| =|DI/4- BD-!iC|. 
C DD 


证 明 用 第 三 类 分 块 初等 变换 , 以 -CA-! 左 乘 以 第 一 行 加 到 第 二 行 上 得 到 


AB ， A B 
CD 0 D-CA-1B/ 
第 三 类 分 块 初等 变换 不 改变 行列 式 的 值 , 由 引 理 即 得 结论 . 男 一 结论 类 似 可 证 . 口 
注 当 4 和 万 都 是 可 道 阵 时 , 我 们 得 到 等 式 


IDI4-BD-icl = 4lID -Ca4-1BI 


这 个 等 式 称 为 行列 式 的 降 阶 公式 . 因为 当 D 和 A 的 阶 不 等 时 , 可 以 利用 它 把 高 阶 
行列 式 的 计算 化 为 低 阶 行列 式 的 计算 . 


例 2.6.5 “计算 下 列 和 给 阵 的 行列 式 值 ; 


@? Qi02 Tt 1 CC 十 于 
azal 十 1 a2 “+ aaan 十 1 
anol 十 1 waz 十 1 .…. a2 
解 将 M 化 为 
Q1 I 
Q2 al Qa a 
M == + pt ds 4 
业 下 1 
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由 降 阶 公式 得 到 

Q1 1 
3 a 1 
IM| = |5l1-1 s+ (© jg | 村 
于 rea。 0 
Ga 1 

Da? Ta 

= | 得 

2 0 Nn 

21 


(CD)" (Gnd a) -0)). 
让 > 
例 2.6.6 已 知 4 和 万 是 可 逆 阵 , 求 下 列 分 块 和 矩阵 的 送 阵 
AB 
O D/, 
解 ” 设 A, DD 分别 是 m,n 阶 矩 阵 . 对 下 列 分 块 矩阵 进行 初等 变换 , 即将 第 二 
行 左 乘 以 -BD-! 加 到 第 一 行 上 去 : 


A Bil 0 a A Ou _BD-! 
0 Dio. 1 O D'O I, 
再 用 A-! 和 万 -1 分 别 左 乘 以 第 一 行 及 第 二 行 得 到 : 
各 O 1 4- | 


O Tn 1 O D-! 
因此 原 和 矩阵 的 北 阵 为 
A-! —A-i1BD-! 
O D-! ( 
司 是 2.6 
1. 计算 下 列 分 块 矩 阵 的 乘法 : | 
' 2 -310 0 
二 二 一 
1 0 -2 0 0 
DY eA ee 
下 ;和 站 四 | 
UU 
0 210 0 0 
; 0 043 0 
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1 010 1 0 110 -1 
四 0 110|oo- 0 

0 -1!1 0 0 .01,0 1 

-1 O10 1 1 010 1 


2. 试 写 出 下 列 分 块 和 矩阵 的 积 , 假定 其 中 相 乘 的 分 块 矩阵 都 符合 相 乘 的 条 件 : 


4 0 Bi Bis Al1 Ai2 Ais Bi Bi Bis 
(1) ; (2) | OO A 423 O kB Bs|. 
O A2/ \ Bo 了 22 
O O As3 O O B33 
3. 设 
(i | 0 0 
0 1 0 0 
A=|: : ， 
0 0 0 1 
1 9" 0 0 


求证 : 
A* = (? | (k= 1,2,... ,n). 
Tr O 
4. 验证 : 分 块 矩 阵 的 乘法 所 得 的 结果 与 作为 普通 矩阵 的 乘法 所 得 的 结果 是 一 致 的 
5. 设 有 分 块 矩阵 C 二 ol 其 中 A4, B 为 可 道 阵 , 求 C 的 逆 阵 . 
6. 若 Ai (i = 1,2,… ,m) 是 方 阵 , 证 明 : 
O 
=|Ail|A2|:… |Anml. 
7. 设 4,B 为 n 阶 方 阵 , 求证 : 


3 =|A4+Bl|lA4-B| 
B Al l 


8. 试用 分 块 矩 阵 的 方法 求 例 2.5.2 中 行列 式 的 值 . 
*9. 设 AB = BA, 求证 : 


-B 


=|A? + B?|. 
月 | | | 
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* S 2.7 Cauchy-Binet 公式 


我 们 在 本 章 第 五 节 中 , 证 明了 方 阵 乘 积 的 行列 式 等 于 各 方 阵 行列 式 之 积 . 现在 
的 问题 是 : 如 果 4 是 m x n 矩阵 , B 是 n x m 矩阵, AB 是 m 阶 方 阵 , 则 行列 
式 |AB| 应 该 等 于 什么 ?Cauchy-Binet ( 柯 西 - 毕 内 ) 公式 回答 了 这 个 问题 . 它 可 
以 看 成 是 矩阵 乘法 的 行列 式 定 理 的 推广 . 

定理 2.7.1 (Cauchy-Binet 公式 ) 设 A= (aij) 是 mxn 适 阵 , B = (bi;) 
是 nxm 适 阵 . A |" “” “| 表示 A 的 一 个 s 阶 子 式 , 它 由 A 的 第 襟 ,… ,i 


区 下 Js 
行 与 第 放 ,… ;js 列 交点 上 的 元 素 按 原 次 序 排列 组 成 的 行列 式 ， 同 理 可 定义 电 


的 s 阶 子 式 . 
(1) 若 m>n, 则 必 有 |4B|= 0; 
(2) 若 m <n, 则 必 有 


于 ”页 ， 天 
|4B|= >， 4 Ey JI2 了 | 
1<j1<j2<…<ijim<n Si OE p 汉 m 


证 明 令 C= (4 我 们 将 用 不 同 的 方法 来 计算 行列 式 |C|. 


O AB 


| 事实 上 ， 
-I BB 


首先 , 对 C 进行 第 三 类 分 块 初等 变换 得 到 和 矩阵 M = 


Ad 可 写 为 
M = [多 3 (ye. 
O I 
因此 |M|= |C]|. 用 Laplace 定理 来 计算 |M|, 按 前 mm 行 展 开 得 


MI 3 (了 | Ca I,||AB| 2 (—1)"™+W|ABI|. 


再 来 计算 |C|, 用 Laplace 定理 按 前 m 行 展 开 . 这 时 车 m > n, 则 前 m 行 中 任意 一 
个 m 阶 子 式 都 至 少 有 一 列 全 为 零 , 因此 行列 式 值 等 于 零 , 即 |4B|=0. 车 m<n， 
则 由 Laplace 定理 得 


人 
ICI = >》, A ( ; | C 2 
1<j1<j2<…<jm<n Yi J Nn 
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xl Es 的 于 A 了 中 的 代数 人 了 式 


并 次 Jm 页 厂 和 知 
显 
入 1 之 Wy mm 和. 1 4 jt 
C = (—1)2mmt Gato | 一 Ei) 一 Ei2) 一 人 im) B|, 
dl a i 


其 中 和 ,和 ,in_m 是 C 中 前 n 列 去 掉 广 , 诡 ,… ,jm 列 后 余下 的 列 序数 : ei,， 
eis，…， Ei,_ ,是 相应 的 n 维 标准 单位 列 向 量 (标准 单位 向 量 定义 参见 本 章 复习 
题 1). 记 

IN|=|— ei, ei ,—ei,_,; B), 
现 来 计算 |N|. |N| 用 Laplace 定理 按 前 n 一 m 列 展开 . 注意 只 有 一 个 子 式 非 零 ， 
其 值 等 于 | 一 工 _%| = (1)*-m. 而 这 个 子 式 的 余子 式 为 


B i 和 2 人 耳 | Im 
1 2 i Mm 


IN| = (Dm +tiattin-m)+(1t24 "+n —m) B Ee | 


因此 


1 机 

注意 到 (入 十 记 十 十 计 _m) 十 ( 广 十 各 十 … 十 jx) =1 十 2 十 … 十 m. 综合 上 面 的 
结论 , 通过 简单 计算 不 难得 到 

AB by 4 2 人 sh pe 1 

Ee ee di J 1 2 := 于 

下 面 的 定理 是 Cauchy-Binet 公式 的 进一步 推广 , 它 告诉 我 们 如 何 求 矩阵 乘积 
的 7 阶 子 式 . 

定理 2.7.2 设 和 = (aij) 是 mxn 和 佐 阵 , B= (bij) 是 nxm 矩阵 ,7 是 一 
个 正 整数 且 7 < 之 m. 

(1) 若 r > m, 则 AB 的 任意 一 个 阶 子 式 等 于 零 ; 

(2) 若 r <n, 则 4 的 7 阶 子 式 


到 4 ds ja 人 ka ee |: 
1<ki<kac <krcn \Kl ko hk 万 和 


Ci = Qi1b1; + Qi2b2; 十 :十 Qinbny. 


QB Oa vi Wim bn bij “* by, 
21 22 号 证 人 iol Qio2 ”Qi pb2 记 b2j, 和 b2j, 
C . . . . . . . . . 
方 为 办 ys : : |: : 
ii dla :mn Bs Djs ws bi 


上 这 定理 可 知 : 当 > nu 时, C ( 2 = 


J1 J2 i 
Cr 本 ir 
J 12 fj 
Y a(? 和 “jl 名 人 “有 
1<k1i<k2<.…<kr<n kl ko … Ok; 1 2 


矩阵 4 的 子 式 
a(° i - 
nH jo i J 

如 果 满 足 条 件 生 = 广 , i = No,…, 计 = 二 记 , 则 称 之 为 主子 式 . 

推论 2.7.1 设 A 和 是 mxn 阶 实 纶 阵 , 则 算 阵 44' 的 任 一 主子 式 都 非 负 . 

证 明 若 r 和 mn, 则 由 上 面 的 定理 得 到 

2 
和 名 和 ， 夏 ，aeo 

4 一 4 > 0; 
2 . Wy ' ka 四 
车 7 >n, 则 AU’ 的 任 一 7 阶 主子 式 都 等 于 零 , 结论 也 成 立 . 口 


下 面 介绍 Cauchy-Binet 公式 的 两 个 重要 应 用 . 它们 分 别 是 著名 的 La- 
grange ( 拉 格 朗 日 ) 恒等式 和 Cauchy-Schwarz ( 柯 西 - 许 瓦 效 ) 不 等 式 . 这 两 个 结论 
也 可 以 用 其 他 方法 证 明 , 但 用 和 矩阵 方法 显得 非常 简洁 . 


例 2.7.1 证 明 Lagrange 恒等式 (n> 2): 


(> a)(>、 b?) 到 (>， aibi)? = >、 (Qib; 一 ajbi)”. 


i=1 ; ; 1<i<j<n 
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证 明 左边 的 式 子 等 于 


YE c= 
0b > 下 
ET $1 
这 个 行列 式 对 应 的 矩阵 可 化 为 
Ql bi 
Ql ‘Og …… On a2 bo 
bl ba … bn 
Qi bn 
用 Cauchy-Binet 公式 得 
Da? ab ， 
守 3 = > 和 二 >》， (aib; — ajbi)”. 口 
Dab; Db 1<i<j<n b; bi|l|la; ®b; 1<i<j<n 
4 1 
例 2.7.2 设 ai, bi 都 是 实数 , 证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


人 a?)(》 好) > 2) aibi)”. 


t= 


证 明 由 上 例 , 恒等式 右边 总 非 负 , 即 得 结论 . 口 
对 是 2.7 


1. 证 明 复 数 形式 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


(¥ ep 这 of > 


i=1 i=1 


2 
3 


n 
》 Qibi 
s=1 


其 中 ui b; 都 是 复数 , n, 是 大 于 等 于 2 的 正 整数 . 
2. 设 A 是 n 阶 实 方 阵 且 AA’= I. 求证 : 若 1< < 和 < 二 大 和 如, 则 


9 . 四 2 
入 汇 i 珊 
4 ( *] sa 1. 
1<j1<j2<<Ijk Sn J J2 “Jk 


3. 设 A, B 是 nn 阶 方 阵 ,7 是 小 于 等 于 n 的 正 整数 . 求证 : AB 和 BA 的 所 有 r 阶 主子 


式 之 和 相等 . 


4. 设 4A, B 都 是 m x n 实 矩 阵 , 求证 : 


|144'1BB'| > 14B'. 


复习 用 二 


1. n 维 标准 单位 列 向 量 是 指 下 面 n 个 n 维 列 向 量 : 


1 0 0 
0 1 

elI 一 ) e2 一 上 3 ) En 二 
0 0 1 


向 量 组 e1, e2,… ,en 则 被 称 为 n 维 标准 单位 行 向 量 . 求证 标准 单位 向 量 有 下 列 基本 性 质 : 

(1) 车 i 关 7 则 eie; =0, 而 etei = 1 

(2) 若 4 = (ai;) 是 m xn 矩阵 , 则 Ae; 是 4 的 第 i 个 列 向 量 ; el4 是 4 的 第 i 个 行 向 
量 ; 

(3) 若 4 = (ai;) 是 m xn 抑 阵 , 则 el Ae; = aij. 

2. n 阶 基 础 矩阵 (又 称 初级 矩阵 ) 是 指 n2? 个 rn 阶 矩阵 {Bij (i,j = 1,2,… ,n)}. 这 里 Bi; 
是 一 个 n 阶 和 矩阵 , 它 的 第 (i, j) 元 素 等 于 1, 其 他 元 素 全 为 0. 基础 矩阵 也 可 以 看 成 是 标准 单位 
向 量 的 积 : 

Ei;; 一 eie’. 
证 明基 础 矩阵 的 下 列 性 质 : 

(1) 车 了 夭 心 则 EijEBri = 0O; 

(2) 车 j=k, 则 Eij Er = Ei; 

(3) 车 4 是 nn 阶 矩 阵 且 4 = (ai;), 则 


A= pb Qi 五; 
i,j=1 
(4) 若 A 是 n 阶 和 矩阵 且 4 = (aij), 则 Eij;A4 将 4 的 第 j 行 变 为 第 i 行 , 将 其 他 元 素 全 变 


为 0; 

(5) 若 4 是 n 阶 和 矩阵 且 4 = (ai;), 则 AEi; 将 4 的 第 i 列 变 为 第 ; 列 , 将 其 他 元 素 全 变 
为 0; 

(6) 若 4 是 n 阶 和 矩阵 且 4 = (@ij), 则 Eij; ABEx: = ajk Bi. 

3. 求证 : 和 所 有 n 阶 可 逆 阵 乘法 可 交换 的 矩阵 必 是 数量 矩阵 kT. 
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4. 设 4 是 n 阶 上 三 角 阵 且 主 对 角 线 上 元 素 全 为 零 , 求证 : 4" = O. 
5. 设 A = (ai;) 是 n 阶 和 矩阵 , 则 4 主 对 角 线 上 元 素 之 和 
Q11 十 Q22 十 *… 十 Qnn 


称 为 矩阵 A 的 迹 , 记 为 tr 4. 设 4A, B 是 n 阶 矩阵 , K 是 常数 , 求证 : 

(1) tr(A+B)=trA+trB; 

(2) tr(kA) = k(tr A); 

(3) tr(A4B)= tr(BA). 

6. 设 了 是 数 域 F 上 n 阶 矩 阵 集合 到 了 的 一 个 映射 , 它 满足 下 列 条 件 : 

(1) 对 任意 的 n 阶 和 矩阵 4, B, f(A4+B)= f(A4)+f(B); 

(2) 对 任意 的 n 阶 和 矩阵 4 和 下 中 数 , f(kA) = kf(A4); 

(3) 对 任意 的 n 阶 和 矩阵 A, B, f(4B) = f(BA4); 

(4) f(In)= 7. 

求证 : 了 就 是 迹 , 即 f(A4) = tr A 和 对 一 切 了 上 m” 阶 矩阵 4 成 立 . 

7. 求证 : 不 存在 n 阶 方 阵 4A, B, 使 AB- BA=I. 

8. 证 明 下 列 结论 : 

(车 4 是 7? 阶 实 矩阵 , 则 tr(44/) = 0 的 充分 必要 条 件 是 A = O; 

(2) 若 4 是 n 阶 复 矩 阵 , 则 tr(AA ) = 0 的 充分 必要 条 件 是 4 = O; 

(3) 设 ” 阶 复 和 矩阵 4 适合 A' = 一 A, 如 果 存 在 同 阶 和 矩阵 B, 使 AB=B, 则 B= O. 

9. 设 Ai (i = 12 … ,k) 是 实 对 称 阵 且 A? 十 43 十 … 十 4=O, 证 明 : 每 个 Ai = O. 

10. 设 4A, B 是 两 个 n 阶 和 矩阵, 若 tr(4BC) = tr(CBA) 对 任意 n 阶 矩阵 C 成 立 , 求证 : 
AB= BA. 

11. 若 A, B 都 是 由 非 负 实 数组 成 的 矩阵 且 AB 有 一 行 全 为 零 , 求证 : 或 者 A 有 一 行为 零 ， 
或 者 B 有 一 行 全 为 零 . 

12. 设 4 是 二 阶 和 矩阵 , 车 有 n > 2, 使 4" = O, 求证 : 42 = O. 

13. 下 列 形状 的 矩阵 称 为 循环 矩阵 : 


Q1 Q2 a3 Qn 

Qn QI Qa2 Qn—i1 
dn-l Qn Ql Qn—2 

Q2 Q3 Qd QI 


求证 : 同 阶 循环 矩阵 之 积 仍 是 循环 矩阵 . 
14. 设 4 是 n 阶 方 阵 且 A? = 4, 求证 : 五 - 24 是 可 逆 阵 . 


15. 求证 : 不 存在 n 阶 奇异 阵 4, 使 4 十 4 二 五 = 〇 . 


16. 求证 : 
(1) 上 (下 ) 三 角 阵 的 逆 阵 也 是 上 (下 ) 三 角 阵 ; 
(2) 对 称 阵 的 逆 阵 也 是 对 称 阵 ; 


(3) 反对 称 阵 的 逆 阵 也 是 反对 称 阵 . 

17. 设 A 是 奇数 阶 矩 阵 , |4| > 0 且 44' = 五 , 求证: I 一 4 是 奇异 阵 . 

18. 若 42 = B?= 了 , 且 |4|+|B|=0, 求 证: A 十 B 是 奇异 阵 . 

19. 设 n 阶 矩阵 和 A 和 B 满足 4+ B= 4B, 求证: 工 - 4 是 可 逆 阵 且 4B = BA. 

20. 若 4, B 是 n 阶 和 矩阵 , I 十 AB 可 道 , 求证 : I 十 BA 也 可 道 . 

21. 设 4A, B, AB 一 I 都 是 n 阶 可 逆 阵 ,证明 : A 一 B71 与 (4 一 B71!)-! 一 A-1! 均 可 首 ， 
并 求 它们 的 逆 阵 ， 

22. 设 A, B, 4 一 B 都 是 n 阶 可 逆 阵 , 证 明 : 


B -A!'=(B+B(4—B) 'B). 


23. 设 4 是 nn 阶 可 逆 阵 , a,B 是 n 维 列 向 量 , 且 1+ B'A-1a 关 0. 求证 : 


1 


一 工 1 一 工 
TEFS aBA . 


(4+ag) =A 


注 : 上 述 公式 称 为 Sherman-Morrison 公式 . 

24. 设 4 是 非 零 实 矩阵 且 4* = 44 求证 : A 是 可 逆 阵 . 

25. 设 4 是 n 阶 可 逆 阵 , 若 4 的 每 一 行 元 素 之 和 等 于 常数 c, 求证 : c 了 0 且 4-: 的 每 一 
行 元 素 之 和 等 于 c-!. 

26. 设 4 是 4 阶 矩 阵 , 4| = 2. 求 |44-! 一 A*| 的 值 . 


对 = 和 
Wy | 
= 了 省 
28. 已 知 n 阶 和 矩阵 
山本 下 于 ] 
0 1 1 
A=|0 01 1 | ， 
0 0 0 :.. 1 


试 求 半 hy, 即 |4| 的 所 有 代数 余子 式 之 和 . 
和 
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29. 设 A, B 为 方 阵 , A*, B* 分 别 是 它们 的 伴随 , 求 分 块 对 角 阵 C 的 伴随 : 


pr 各 小 
OB 
30. 对 n 阶 和 矩阵 4, B, 求证 : (AB)* = B*A*. 


31. 车 4 可 逆 , 证 明 : 4 的 伴随 4* 也 可 逆 且 (4A*)-! = (A471)*. 


32. 求证 : 若 n> 2, 则 (4 一 14?4. 
k 


.rw 0 
33. 计算 : |0 1 a | ,其 中 为 整数 . 
(1 


34. 求 下 列 n 阶 和 矩阵 的 逆 阵 , 其 中 au 关 0(1 <i<n): 


你 于 者 1 工 十 al 1 1 外 1 

1 0 1 ::. 1 1 1+az 1 人 1 
(的 机 二 | 并 0 2 (2) A= 1 1 1 十 aa …: 1 

La 0 | 1 1 “2 1+an 


35. 求证 : n 阶 方 阵 4 是 反对 称 阵 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 no 维 列 向 量 x, 有 
TAz=0. 


36. 求证 : n 阶 方 阵 4 是 奇异 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 零 的 n 维 列 向 量 x, 使 hz = 0. 
37. 设 4 为 n 阶 实 反 对 称 阵 , 证 明 : I 一 4 是 非 异 阵 . 
* 38. 设 矩 阵 4 是 n 阶 可 北 阵 , 求证 : 只 用 第 三 类 初等 变换 就 可 以 将 4 化 为 如 下 形状 : 
diag{1, 1,..… ,|A|}. 
*39. 求证 : 任 一 n 阶 矩 阵 均 可 表示 为 形 如 I 十 ai; Bi; 这 样 的 矩阵 之 积 , 其 中 i; 是 n 阶 
基础 矩阵 . 


40. 设 A, B 都 是 n 阶 矩阵 , 车 M 是 行列 式 |4| 的 大 阶 子 式 , 则 用 下 表示 |B| 中 与 该 子 
式 位 置 相同 子 式 的 代数 余子 式 , 求证 : |4 + B| 等 于 所 有 可 能 的 M 与 不 的 乘积 之 和 . 


41. 设 4 是 一 个 n 阶 复方 阵 , 求证 : 必 有 无 穷 多 个 复数 和 , 使 矩阵 和 I 十 A 是 非 异 阵 . 
42. 设 4A, B,C,D 是 n 阶 和 矩阵 且 4C = CAh, 求证 : 
B 


=|4D- CB|. 
cD 


第 二 章 算 阵 113 


43. 求 下 列 矩 阵 4 的 行列 式 的 值 : 


0 2 3 n 8 
1 十 al Qia2g QiQn 
1 0 Qa2Q1 1+a2 Q2Qn 
(DA=11 gO |; (2) A= 
人 QmQl Qna2 1 二 3 
1 多 i 0 
44. 计算 矩阵 4 的 行列 式 的 值 : 
al 一 D al 一 b2 i al 一 bn 
a2 一 Q2 一 bo a a2 一 bn 
an—b an—b2 1:1: an— bn 
45. 若 n> 3, 求证 下 列 行列 式 的 值 为 零 : 
lori lL+wig i ign 
1+zay 1l1+z2y2 :1+ Yoyn 
14|= . , . . 
1 十 ZnVi 1 十 Zny2 … 1+ Znyn 
46. 若 n> 3, 求证 下 列 矩 阵 是 奇异 阵 : 
cos(al 一 DB) cos(ail 一 Bo) +::: cos(@1— Bn) 
cos(a2— Bi) cos(az 一 B2) … cos(az 一 DB) 
cos(anr 一 Di) cos(an 一 B2) :+ cosg(an — Bn) 
*47. 设 A, B,C,DD 都 是 n 阶 和 矩阵 , 求证 : 
A BC DD 
IM|= 0 =|A+B+C+DI|A+B-C-DI|/A-B+C-DI|4-B-C+DI|. 
C D 4 
DC B 4 


*48. 求 下 列 行列 式 的 值 : 


Q1 Q2 Q3 Qn 
一 Qm QI1 Q2 Qm 一 1 
|A|=|-an-1 一 an 01 Qn—2 


一 Q2 一 Q3 一 Q4 oe Qa1 


$31 数 域 


读者 已 经 在 中 学 里 学 到 过 各 种 数 集 . 如 整数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 及 复数 集 . 
这 些 数 集 不 仅 是 一 些 数字 符号 的 集合 , 更 重要 的 是 在 其 上 定义 了 运算 . 常见 的 运算 
有 : 加 、 减 、 乘 、 除 . 我 们 常 记 整数 集 为 Z, 有 理 数 集 为 Q, 实数 集 为 及 , 复数 集 
为 C. 则 Z,Q, 了 都 是 C 的 子 集 , 即 C 的 一 部 分 . 我 们 注意 到 , 在 整数 集 忆 中 , 任 
意 两 个 元 素 相 加 、 相 减 或 相 乘 以 后 仍 属 于 Z. 但 是 两 个 整数 相 除 (除数 不 为 零 ) 则 
并 不 一 定 属于 Z, 它 可 能 是 一 个 分 数 . 这 就 是 说 , 整数 集 Z 在 加 法 、 减 法 与 乘法 下 
封闭 , 但 在 除法 下 不 封闭 . 在 有 理 数 集 Q 中 , 加 、 减 、 乘 、 除 都 是 封闭 的 . 在 实数 
集 及 复数 集中 也 如 此 . 我 们 把 数 集 的 这 些 特性 抽象 出 来 , 作 如 下 的 定义 . 


定义 3.1.1 设 区 是 复数 集 C 的 子 集 且 至 少 有 两 个 不 同 的 元 素 , 如 果 区 中 
任意 两 个 数 的 加 法 、 减 法 、 乘 法 及 除法 (除数 不 为 零 ) 仍 属于 区 , 则 称 区 是 一 个 
数 域 . 

根据 这 个 定义 , 有 理 数 集 , 实数 集 及 复数 集 都 是 数 域 , 而 整数 集 不 是 数 域 . 通 
常 我 们 把 在 加 法 、 减 法 、 乘 法 下 封闭 (不 一 定 除法 封闭 ) 的 数 集 称 为 数 环 , 因此 整 
数 集 是 数 环 但 不 是 数 域 . 

数 域 是 一 个 比较 广泛 的 概念 . 除了 已 知 的 有 理 数 域 、 实 数 域 及 复数 域外 , 还 有 
没有 其 他 数 域 即 在 四 则 运算 下 封闭 的 数 集 ? 我 们 来 看 下 面 的 例子 . 

所 有 形 如 

a+bvV2 


的 数 , 其 中 a,b 都 是 有 理 数 , 构成 一 个 数 域 . 这 个 数 域 通常 用 Q(V2) 来 表示 . 现在 
我 们 来 验证 它 确 是 一 个 数 域 . 首先 注意 到 : 


(a+bV2)+(c+dvV2)= (a+te)+ (td)v2. 
由 于 两 个 有 理 数 的 和 与 差 仍 是 有 理 数 , (a 土 c) + (5 土 d)V3 < Q(V3)， 也 就 是 


第 三 章 线性 空间 115 


说 Q(V2) 在 加 法 、 减 法 下 封闭 . 又 
(a+bV2)(c+adv2) = (ac + 2bd) + (ad 十 bc)V2. 
见 Q(V2) 在 乘法 下 也 封闭 . 最 后 若 c 十 dV3 关 0, 即 c,d 不 同时 为 零 , 则 
a+bV2 ac—-2bd bc—ad 
ala c2 — 2d? + sanv? 


从 二 325， 了 二 95 是 有 理 数 , 因此 
a+bv2 
c+dv2 

这 就 是 说 Q(V2) 在 加 法 、 减 法 、 乘 法 及 除法 下 均 封闭 , 因此 它 是 一 个 数 域 . 

又 如 , 设 zt 是 圆周 率 , 则 所 有 形 如 
Q0 十 Qi 区 十 …… 十 QnIr7 
bo 十 要 工 十 十 pm7rm 1 
的 数 的 全 体 构成 一 个 数 域 , 其 中 az (i = 0,1 ,n; j = 0,1,… ,m) 都 是 有 理 
数 , 但 b; 不 全 为 零 , m,n 可 以 为 任意 非 负 整数 . 这 里 需要 注意 的 是 


注意 到 cz 一 2q? 关 0, 且 


e Q(V2). 


bo 二 +07:…: 二 bn" 二 0 


当 且 仅 当 bo = b1 =… = bm = 0, 即 x 是 一 个 超越 数 . 有 了 这 一 点 , 读者 不 难 自己 
验证 形 如 (3.1.1) 式 的 数 全 体 构 成 一 个 数 域 . 

若 限 制 a,b 是 任意 整数 , 则 形 如 a -+bV2 的 所 有 实数 构成 的 集合 合 只 是 一 个 数 
环 而 不 是 一 个 数 域 . 这 是 因为 1 和 2 属于 这 个 数 集 而 不 属于 该 数 集 . 

任 一 数 域 必 包 含 0 及 1 这 两 个 数 . 事实 上 任意 两 个 相同 数 之 差 为 0, 两 个 相同 
的 非 零 数 (由 定义 数 域 必 包含 非 零 元 ) 的 商 为 1. 因此 0, 1 是 每 个 数 域 都 必须 拥有 
的 数 . 不 仅 如 此 , 我 们 有 下 列 命题 . 


定理 3.1.1 任 一 数 域 必 包含 有 理 数 域 Q. 


证 明 由 上 面 知道 , 1 必 属 于 任 一 数 域 . 将 1 连 加 nn 次 , 则 n 也 应 属于 该 数 
域 , 因此 任 一 正 整数 属于 该 数 域 . 又 0 一 n= -mw 因此 _m 也 应 在 此 数 域 中 , 因而 
整数 全 体 都 必须 在 这 个 数 域 之 中 . 最 后 , 若 m 关 0, m,n 为 整数 ; 则 由 除法 封闭 性 
可 知 二 也 应 属于 该 数 域 , 即 任 一 有 理 数 都 应 在 此 数 域 中 . 口 


定理 3.1.1 告诉 我 们 , 有 理 数 域 是 一 个 “最 小 ”的 数 域 . 
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怀 蜂 3.1 


1. 判断 下 列 数 集 是 不 是 数 域 并 说 明理 由 : 

(1) 所 有 偶数 全 体 ; 

(2) 所 有 形 如 a 十 bV3 的 数 的 全 体 , 其 中 a,b 为 有 理 数 ; 

(3) 所 有 形 如 a 十 bYV-T 的 数 的 全 体 , 其 中 a,65 为 有 理 数 ; 
(4) 所 有 形 如 a 2 的 数 的 全 体 , 其 中 a 为 有 理 数 . 

2. 验证 : 所 有 形 如 (3.1.1) 式 所 示 的 数 的 全 体 构 成 一 个 数 域 . 


3. 验证 : 所 有 形 如 a 十 b2 十 cW4 的 数 构成 一 个 数 域 , 其 中 a, b,c 是 有 理 数 . 


§ 3.2 行 向 量 和 列 向 量 


读者 已 经 学 过 平面 直角 坐标 系 的 概念 . 在 一 个 平面 上 , 如 果 建 立 了 一 个 直角 
坐标 系 , 那么 平面 上 任 一 点 C 均 可 以 用 两 个 有 序 实数 (a,b) 来 表示 , 其 中 a 称 为 
点 C 的 横 坐 标 , b 称 为 点 C 的 纵 坐 标 . 反 过 来 , 给 定 两 个 有 序 实数 (a,b), 必 有 平 
面 上 一 点 与 之 对 应 . 这 样 平面 上 的 点 与 有 序 实数 偶 之 间 可 建立 起 一 个 一 一 对 应 . 
读者 还 学 过 向 量 (矢量 ) 的 概念 . 所谓 平面 上 的 向 量 是 指 平面 上 的 一 根 有 向 线段 
其 中 一 端 称 为 起 点 , 另 一 端 称 为 终点 . 如 图 3.1 所 示 , 车 将 点 O 与 点 C 连 起 来 并 
用 一 个 箭头 表示 这 根 线段 的 方向 , 则 OC 就 是 一 个 向 量 , 它 的 起 点 为 0, 终点 为 C. 


3.1 
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现在 我 们 把 平面 上 所 有 以 原点 O 为 起 点 的 向 量 组 成 的 集合 记 为 V. 显然 
与 平面 zOy 上 的 点 之 间 有 一 个 对 应 : 平面 zOy 上 的 任 一 点 C 对 应 于 向 
量 OC; 反之 , 任 一 以 O 为 起 点 的 向 量 对 应 于 平面 上 一 点 , 即 该 向 量 的 终点 . 起 点 
为 O 而 终点 也 为 O 的 向 量 称 为 零 向 量 , 它 对 应 于 原点 O. 我 们 刚才 已 经 提 到 , 平 
面 上 的 点 与 有 序 实数 偶 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 , 因此 不 难看 出 , 平面 上 任 一 以 原 
点 O 为 始点 的 向 量 均 可 对 应 一 个 实数 偶 , 即 向 量 DC 可 以 用 点 C 的 坐标 (a, b) 
来 唯一 确定 . 这 样 , 我 们 可 以 用 实数 偶 来 代替 平面 上 以 原点 为 始点 的 全 体 向 量 . 或 
者 更 直接 地 , 把 实数 偶 (a,5) 就 定义 为 平面 上 的 以 原点 为 始点 的 向 量 . 这 种 把 向 量 
“代数 化 ”的 方法 有 着 明显 的 好 处 : 一 是 可 以 用 代数 的 工具 来 研究 几何 对 象 ; 二 是 
它 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 , 即 所 谓 的 n 维 向 量 . 这 种 推广 不 仅 是 形式 上 的 , 而 且 
它 对 于 数学 的 发 展 及 应 用 起 着 极其 重要 的 作用 . 下 面 我 们 就 抛 开 向 量 的 几何 形象 ， 
来 定义 n 维 向 量 的 概念 . 

定义 3.2.1 设 区 是 一 个 数 域 , qa1,a2,:… ,an 是 区 中 的 元 素 , 由 ai,aa ,an 
组 成 的 有 序数 组 (al a2,… ,an) 称 为 数 域 区 上 的 一 个 ni 维 行 向 量 . 

对 这 个 定义 , 我 们 需要 说 明 以 下 几 点 : 

第 一 , 我 们 称 a = (ai,az,:… ,an) 是 区 上 nn 维 行 向 量 . 当然 也 有 区 上 nn 维 
列 向 量 的 概念 , 如 果 把 KK 上 的 nn 个 数 @1,az,… ,an 依次 排 成 一 列 , 就 称 为 KK 上 
的 n 维 列 向 量 : 


注意 , 我 们 不 要 把 行 向 量 与 列 向 量 混为一谈 . 即使 一 个 行 向 量 中 的 元 素 与 一 个 列 向 
量 中 的 元 素 对 应 相等 , 我 们 也 不 认为 它们 是 一 回 事 . 当然 我 们 将 会 看 到 , 行 向 量 与 
列 向 量 有 相同 的 性 质 , 这 种 相似 性 的 本 质 我 们 将 在 后 面 加 以 曾 明 . 在 不 引起 混淆 的 
情况 下 , 行 向 量 、 列 向 量 统称 为 向 量 . 

第 二 , 两 个 行 向 量 aw = (ai1,a2,… ,4n), B= (bi,b2,… ,bn) 仅 当 ai = bi (i= 
1,2,.… ,n) 时 相等 ， 如 二 维 向 量 (1,2) 与 (2,1) 是 两 个 不 同 的 向 量 , 虽然 它们 都 
由 1,2 两 个 数组 成 . 因此 两 个 向 量 相等 不 仅 要 求 它 们 的 元 素 相同 , 而 且 要 求 元 素 出 
现 的 次 序 也 相同 . 

第 三 , 读者 可 能 已 经 看 出 , n 维 行 向 量 也 可 以 看 成 一 个 1 x n 矩阵 . n 维 列 向 
量 可 以 看 成 是 一 个 n x 1 和 矩阵， 事实 上 我 们 确实 可 以 这 样 看 . 对 一 个 m xn 和 珑 
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阵 4 = (a;;), 我 们 在 上 一 章 中 己 经 定义 过 它 的 第 i 行为 第 i 行 向 量 , 第 7 列 为 第 7 
列 向 量 . 用 和 矩 阵 的 观点 来 看 上 面 的 两 点 说 明 , 那 就 是 不 言 而 喻 的 了 . 

对 数 域 K 上 的 n 维 行 向 量 (或 n 维 列 向 量 ), 我 们 可 以 定义 加 法 、 减 法 及 数 
乘 . 这 些 定义 与 矩阵 的 相应 运算 的 定义 相同 . 

关 Qa = (aiaa ,Qn), B= (01,b2,.… ,bn), 定义 


a+B= (a1+tb,a2 + bo, ,an + bn). 


Qa—B= (a -01,a2 — bo,.- ; mba) 


车 ke 区, 定义 
ka = (kai, kaz,::. ,kan). 


由 于 区 是 数 域 , 不 难看 出 KK 上 n 维 行 向 量 的 和 、 差 及 数 乘 (该 数 取 自 区 ) 仍然 
是 区 上 的 n 维 行 向量 . 对 列 向 量 的 加 法 、 减 法 与 数 乘 也 可 类 似 定义 . 从 这 里 可 以 
看 出 , 如 果 把 向 量 看 成 矩阵 , 其 运算 就 是 相应 的 矩阵 运算 . 

若 一 个 n 维 向 量 的 所 有 元 素 都 等 于 零 , 就 称 之 为 零 向 量 , 记 为 0. 但 需 注意 一 
个 n 维 行 ( 列 ) 零 向 量 指 的 是 一 个 1 x n(n x1) 零 矩阵 . 又 若 wa = (al aa ,an)， 
记 一 Q@ = (Qi 一 Q2,… ,一 Qn), 称 一 Qa 为 a 的 负 向 量 . 


向 量 运 算 规 则 

(1) 加 法 交换 律 : a 十 B= B+a; 

(2) 加 法 结合 律 : (a 十 B) 十 Y= a + (B+y); 
(3) a+0=a; 

(4) a+ (—a) = 0; 

(5) 1l1:a=a; 

(6) k(a+B)= ka+ kB, ke KK; 

(7) (k++ Da = katila, k,l e kK; 

(8) k(la) = (kl)a. 


上 述 规则 也 可 以 看 成 是 矩阵 的 相应 运算 规则 . 

作为 例子 , 我 们 来 看 一 下 二 维 实 向 量 的 加 法 与 数 乘 的 几何 意义 . 设 在 平面 直 
角 坐 标 系 内 有 两 个 向 量 a = (a1,az), B = (b1,b2)， 如 图 3.2 所 示 , 则 w+B = 
(ai 十 Daa 十 加 ). 这 和 用 平行 四 边 形 法 则 求 两 个 向 量 之 和 的 结果 完全 一 致 . 
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图 3.2 


再 看 图 3.3, 设 a = (a1,a2), 有 是 一 个 实数 , 则 ka = (kai, kaz) 表示 将 a 伸 
长 有 倍 . 当 > 0 时 表示 在 原 方向 上 伸 长 & 倍 , 当 k < 0 时 表示 在 反方 向 上 伸 
长 -k 倍 . 


O 


3.3 


对 实 三 维 向 量 , 也 有 类 似 的 几何 意义 . 

数 域 玉 上 的 n 维 行 向 量 全 体 组 成 的 集合 称 为 域 K 上 的 n 维 行 向 量 空间 . 区 
上 的 n 维 列 向 量 全 体 组 成 的 集合 称 为 K 上 的 n 维 列 向 量 空间 . 实数 域 RR 上 的 二 
维 空间 与 三 维 空 间 就 是 我 们 所 熟悉 的 平面 及 三 维 空间 . 


怀 题 3.2 


1. 已 知 向 量 a = (1,1,0, 一 1), B = (2,1,0,0), 7 = (一 1, 一 2, 0,1), 试 求 下 列 向 量 : 


ca 十 B+Ti sa 一 B+57. 
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2. 已 知 B = (1,0,1), YY = (1,1, 一 1), 求解 下 列 向 量 方程 : 


37+B=7Y. 


$3.3 线性 空间 


在 上 一 节 中 , 我 们 定义 了 行 向 量 空间 及 列 向 量 空 间 的 概念 , 它们 可 以 看 成 是 现 
实 的 实 二 维 空间 与 实 三 维 空间 的 推广 . 现在 我 们 要 做 进一步 的 抽象 , 引进 一 般 的 向 
量 空间 的 概念 . 

定义 3.3.1 设 区 是 一 个 数 域 , V 是 一 个 集合 , 在 V 上 定义 了 一 个 加 法 
“二” 即 对 V 中 任意 两 个 元 素 Qa,B, 总 存在 V 中 唯一 的 元 素 7 与 之 对 应 ， 记 
为 Y= 二 Qa 二 +B. 在 数 域 区 与 V 之 间 定 义 了 一 种 运算 , 称 为 数 乘 , 即 对 区 中 任 一 
数 有 及 中 任 一 元 a, 在 VV 中 总 有 唯一 的 元 素 6 与 之 对 应 , 记 为 6 二 ka. 若 上 
述 加 法 及 数 乘 满 足下 列 运算 规则 : 

(1) 加 法 交换 律 : ae+TB=B+ai 

(2) 加 法 结合 律 : (a 十 B) 十 了 二 a+ (B+Y); 

(3) 在 V 中 存在 一 个 元 素 0, 对 于 V 中 任 一 向 量 Qa, 都 有 有 a+0=a; 

(4) 对 于 V 中 每 个 元 素 a, 存在 元 素 DB, 使 wa 二 B= 0; 

(5)l1:a=a:; 

(6) k(a+B) = ka+t kB; 

(7) (k+l)a= kat ila; 

(8) k(la) = (kD)a, 
其 中 a,B,7 是 V 中 任意 的 元 素 , k,l 是 区 中 任意 的 数 , 则 集合 V 称 为 数 域 区 上 
的 线性 空间 或 向 量 空间 . V 中 的 元 素 称 为 向 量 , V 中 适合 (3) 的 元 素 0 称 为 替 向 
量 . 对 VV 中 的 元 素 a, 适合 十 B= 二 0 的 元 素 B 称 为 a 的 负 向 量 , 记 为 a. 


读者 可 能 要 问 : 为 什么 要 引进 抽象 的 线性 空间 ? 我 们 先 看 几 个 线性 空间 的 例 
了 于: 

例 3.3.1 上 一 节 中 数 域 区 上 7 维 行 向 量 集合 ( 列 向 量 集合 ) 是 区 上 的 线性 
空间 , 这 个 空间 我 们 记 之 为 K" (K%). 我 们 以 后 将 看 到 这 种 线性 空间 具有 普遍 的 代 
表 性 . 


第 三 章 线性 空间 121 


例 3.3.2 系数 取 自 数 域 区 上 的 一 元 多 项 式 全 体 ， 记 为 区 [zx], 按照 通常 的 方 
式 定 义 两 个 多 项 式 的 加 法 ( 同 次 项 系数 相 加 ) 及 一 个 数 与 一 个 多 项 式 的 数 乘 (将 此 
数 来 以 多 项 式 的 每 一 个 系数 ), 则 不 难 验证 区 [z] 是 区 上 的 线性 空间 . 在 区 [z] 中 ， 
取 次 数 小 于 等 于 n 的 多 项 式 全 体 , 记 这 个 集合 为 Kn[z], 则 区 [Zz] 也 是 区 上 的 线 
性 空间 . 

例 3.3.3 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 全 体 记 为 C[0, 1], 将 函数 的 加 法 及 数 乘 

(f +9)(z) = f(z) + g9(7); (kf)(z) 三 KZ)， 

则 C[0,1] 是 实数 域 取 上 的 线性 室 间 . 


例 3.3.4 数 域 区 上 m xn 适 阵 全 体 在 适 阵 的 加 法 与 数 乘 下 也 构成 一 个 区 
上 的 线性 空间 . 

例 3.3.5 复数 域 C 可 看 成 是 实数 域 及 上 的 线性 空间 . 这 时 C 上 向 量 的 加 法 
就 是 复数 的 加 法 . 月 中 元 素 对 C 中 向 量 ( 即 复数 ) 的 乘法 就 是 通常 的 数 的 乘法 . 一 
般 来 说 , 若 两 个 数 域 区 I C 区 2, 则 欧 。 可 以 看 成 是 区 ! 上 的 线性 空间 . 向 量 就 是 K» 
中 的 数 ,向量 的 加 法 就 是 数 的 加 法 , 数 乘 就 是 区 ! 中 的 数 乘 以 区 2 中 的 数 . 特别 地 ， 
数 域 区 也 可 以 看 成 是 区 自身 上 的 线性 空间 ， 

我 们 称 实数 域 及 上 的 线性 空间 为 实 线性 空间 , 称 复数 域 C 上 的 线性 空间 为 复 
线性 空间 . 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 抽象 线性 空间 概念 的 引入 使 我 们 扩大 了 视野 , 它 把 众 
多 不 同 研究 对 象 的 共同 特点 用 线性 空间 这 一 概念 加 以 概括 , 从 而 极 大 地 扩大 了 代 
数学 理论 的 应 用 范围 . 在 这 一 章 里 , 我 们 将 用 线性 空间 的 理论 来 进一步 讨论 线性 方 
程 组 的 解 . 线性 空间 的 理论 是 线性 代数 的 核心 . 

现在 我 们 来 研究 线性 空间 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 


命题 3.3.1 鹤 向 量 是 唯一 的 . 
证 明 假设 01,0。 是 线性 空间 V 中 的 两 个 零 向 量 , 则 
01 = 01 + 02 = 0z. 
这 就 证 明了 唯一 性 . 口 
命题 3.3.2” 负 向 量 也 是 唯一 的 . 


122 ”高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


证 明 设 a 是 V 中 的 向 量 , B1,Bo 也 是 V 中 的 向 量 , 且 
at+Bi=0, a+B2=0, 
则 
Bi = B+0=B+(at+pB2)= (B+a)+pb 
= (a+D)+B=0+B = 
这 说 明 负 向 量 是 唯一 的 . 口 


命题 3.3.3 ”对 任意 的 a,B,Y EV, 有 

(人 从 a+B=aw+7y 可 推出 B=, 即 加 法 消去 律 成 立 ; 

(2) 0.a = 0, 这 里 左边 的 0 表示 数 替 ,右边 的 0 表示 零 向 量 ; 
(3)k.0=0; 

(4) (一 Da = —a; 

(5) 若 ka=0, 则 a 二 0 或 k==0. 


证 明 (1) (-a)+(a+B)=(-a)+(a+?7)， 再 由 结合 律 得 
((-a) +a)+B=((-a)+a)+7, 


即 


于 是 B = 六 
(2)0.a=(0+0)a=0:a+0:.a, 再 由 (1) 两 边 消 去 0.a 即 得 0=0.:a. 
(3) 5 .0 = K(0+0) = 上 .0 十 0, 两边 消 去 :0 即 得 0 = 大 :0. 
(4) a+(-lD)a=1l:a+(-l)a= (1+(-1))a=0.a=0, 因 此 


(-l)a = -a. 
(5) 假定 关 0 且 ka = 0, 则 -1 存在, 故 
Qa=(k .ka=k (ka)=k 1!.0=0. 0 
注 (1) 在 V 中 我 们 定义 减法 为 
a—B=at+t(-1)p8. 
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由 于 消去 律 成 立 , V 中 元 素 的 等 式 可 以 进行 “ 移 项 ” 因此 , 如 若 
a+t+pB=7, 


则 

a=7-b, 
或 

a+B—-7Y=0, 
等 等 . 在 形式 上 与 数 的 加 减法 运算 完全 一 样 . 

(2) 由 于 V 中 元 素 适 合 加 法 结合 律 , (e+B) 十 Y= a 十 (B+ 十), 我 们 可 以 不 

用 括号 , 直接 把 上 述 元 素 写 为 a 十 6B 十 Y. 一 般 地 , 几 个 向 量 相 加 , 我 们 也 可 以 不 用 
括号 , 因为 从 结合 律 非常 容易 推出 当 几 个 向 量 相 加 时 , 相 加 的 先后 次 序 不 影响 最 后 
的 结果 . 比如 4 个 向 量 做 加 法 时 , 有 


((Qi+ az) + as) + aa = (al + az) + (as 十 ad4) = al + (ao 十 (as + oa)). 


上 述 向 量 可 写 为 ai 二 as 二 as 十 aa4. 


忆 并 3.3 


1. 判断 下 列 集合 是 否 是 数 域 K 上 的 线性 空间 : 
(1) 次 数 等 于 n(n > 1) 的 实 系数 多 项 式 全 体 构成 的 集合 , K 为 实数 域 , 加 法 、 数 乘 的 定义 


同 例 3.3.2 中 所 述 ; 
(2) 全 体 nxn 实 上 三 角 阵 ( 即 矩阵 的 元 素 为 实数 ) 在 矩阵 的 加 法 及 数 乘 下 , 这 里 区 为 实数 


内 (3) [0,1] 区 间 上 可 导 函 数 全 体 在 函数 的 加 法 及 数 乘 下 , 这 里 区 是 实数 域 ; 
(4) 设 V 是 以 0 为 极限 的 实数 数列 全 体 : 
V= {{en} lim an = 路， 
定义 两 个 数列 的 加 法 及 数 乘 为 
{an} + {bn} = {an + bn}, k{fan} = {kan}. 
这 里 数 域 区 为 实数 域 . 


2. 求证 在 线性 空间 中 下 列 等 式 成 立 : 
(1) 一 (一 a) = af 

(2) 一 (Ka) = (—k)a = (一 ao; 
(3) k(a — B) = ka — kB. 
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§ 3.4 向量 的 线性 关系 
设 有 nn 个 未 知 数 m 个 方程 式 的 线性 方程 组 


Q11T1 十 Ql272 十 … 十 Qinzn = 01， 
Q2121 十 Q22T2 十 … 十 QonTn = bso, 


(3.4.1) 


QmiT1 + gm222 + -二 Qmnin = bm. 


这 个 方程 组 我 们 曾经 用 和 矩阵 来 表示 过 . 现在 我 们 要 用 向 量 来 表示 该 方程 组 , 设 方程 
组 的 增 广 矩阵 为 


Q11 Q12 am bi 
a Q21 Q22 ao2n bo 
A= 和 
Qml Qm2 Cn bmn 
分 别 用 ai, oz,… , Qn; B 表示 上 述 和 矩阵 的 列 向 量 , 即 
Q11 Q12 Qn bi 
Q21 Q22 Qon bs 
Ql 一 ) Q2 一 ) ) om 一 ) B 3 》 

Qm1 Qm2 Qmmn brs 


则 方程 组 (3.4.1) 等 价 于 下 列 向 量 形式 的 方程 式 : 


T1Q1 十 TX2oQ2 十 …: 十 TnQn 二 1. (3.4.2) 
定义 3.4.1 设 V 是 区 上 的 线性 空间 , Qi,Q2,:… ,an 和 B 均 是 VV 中 的 向 
量 , 若 存 在 区 中 nn 个 数 局 ,ko,:… ,kn, 使 


B= kat kot kenan, 


则 称 B 是 oi, Qe2,… ,Qn 的 线性 组 合 或 8B 可 由 Qi, Qe2,:… ,Qa 线性 表示 . 


显而易见 , 方程 组 (3.4.1) 有 解 当 且 仅 当 向 量 B 可 以 表示 为 向 量 al, oo,… ,an 
的 线性 组 合 . 
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例 3.4.1 设 V 是 三 维 行 向 量 空间 , 下 列 向 量 


CQ 一 (1,0, 1), Q2 一 (= 五 吻 2); B 二 (1,2, 4) 


适合 关系 式 
B= 2aa 十 ao2， 
因此 B 是 Qi, Qe2 的 线性 组 合 . 
例 3.4.2 设 eai 一 (1,0,.…: , 0)， ez 一 (0, 1,+…: ;0)， 站 (0,0,…: ;也 


是 n 个 n 维 行 向 量 ( 即 n 维 标准 单位 行 向 量 ), 则 对 任 一 n 维 行 向 量 a 二 


(al a2, pe ;Ora); 
Q 三 Qlel 十 a2e2 十 … 十 Qnren， 


即 任 一 n 维 行 向 量 Q 均 可 由 e1,e2,:…… ,en 线性 表示 . 
再 看 齐 次 线性 方程 组 : 


all2Z1 十 Ql272 十 … 十 aln2n 三 0， 


Q21T1 十 a2272 十 … :十 anZn 二 0， 


(3.4.3) 
Qml21 十 Qm222 十 … 十 CQmn2mn 二 0. 
这 个 方程 组 等 价 于 下 列 向 量 形式 的 方程 式 : 
T1Q1 十 XY2Q2 十 …' 十 Tnan 一 0. (3.4.4) 


定义 3.4.2 设 V 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , Qi,Q2,-… ,Qn 是 VV 中 风 4 个 向 
量 , 若 存 在 区 中 不 全 为 零 的 n 个 数 如 ,ho,:…… ,kk, 使 


kia1 十 [oa 十 …- 十 [nan = 0， 


则 称 Qiywo2 yO 线性 相关 . 友之 ， 若 区 中 不 存在 不 全 为 零 的 数 ki, kh2, + ;Kn 
使 上 式 成 立 , 则 称 al ao,……: ,an 线性 无 关 或 线性 独立 . 


于 是 , 方程 组 (3.4.3) 有 非 零 解 ( 即 在 解 中 至 少 有 一 个 数 不 等 于 零 ) 的 充分 必 
要 条 件 是 向 量 oi, Qo,… ,an 线性 相关 . 

注 (1) 在 线性 相关 、 线 性 无 关 的 定义 中 , 数 后 ,kz,… ,kk 必须 取 自 数 域 区 . 
举例 来 说 , 若 把 复数 域 看 成 是 实数 域 上 的 线性 空间 , 那么 1 与 1 = VI 是 两 个 线 
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性 无 关 的 向 量 , 因为 不 存在 不 全 为 零 的 实数 a,b 使 a 十 j= 0. 但 是 如 果 人 允许 a,b 
取 复数 , 取 aw = 12=i 就 有 wa 十 下 =0. 
(2) 线性 无 关 还 可 这 样 等 价 地 定义 : 若 存在 ki,k2,:… ,k, € 区 , 使 


kiQi 十 [oa 十 … 十 jnan = 0, 

则 必 有 = ko ==… = kn = 0. 

例 3.4.3 设 V 是 三 维 行 向 量 空间 , 下 列 向 量 

al = (1,2,3), as = (2,—1,—4), as = (1, 1,1) 
适合 关系 式 
3Q1 十 aa 一 5a3 = 0, 

因此 ai, ao,as 线性 相关 . 

例 3.4.4 同 例 3.4.2 的 假设 , 则 ei1, ez,… ,en 线性 无 关 . 


证 明 假定 
hiei+t kzez t+ knen = 0, 
则 (k1, k2,: , kn) = 0, 因此 k1 = ko Et 攻 全 二 "ks = 这 nN 个 向 量 线性 无 关 . 口 
注 ”对 nn 维 标准 单位 列 向 量 也 有 同 例 3.4.2 和 例 3.4.4 一 样 的 结论 . 
例 3.4.5 设 V 是 数 域 区 上 的 线性 室 间 , 若 5 是 只 含 一 个 向 量 a 的 向 量 组 ， 
则 5 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 a 二 0. 又 若 3 是 含有 零 向 量 的 向 量 组 , 则 5 必 
线性 相关 . 


证 明 从 ja =0 及 开关 0 可 推出 a = 0, 反之 亦 然 . 因此 单个 向 量 a 线性 
相关 的 充分 必要 条 件 是 a = 0. 
设 0， C2) CQ 是 一 个 向 量 组 ， 则 


1.0 二 0:ao 十 … 十 0.am=0， 


即 这 组 向 量 线性 相关 . 口 


在 线性 空间 理论 中 , 线性 组 合 、 线 性 相关 及 线性 无 关 是 向 量 之 间 最 基本 的 关 
系 , 统称 为 向 量 的 线性 关系 . 接 下 去 , 我 们 要 探讨 向 量 线性 关系 最 基本 的 性 质 . 
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定理 3.4.1 若 Qi, Qs,:… ,an 是 一 组 线性 相关 的 向 量 , 则 任 一 包含 这 组 向 
量 的 向 量 组 必 线 性 相关 . 又 若 Ql, Qo,… ,am 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 则 从 这 一 
组 向 量 中 任意 取出 一 组 向 量 必 线 性 无 关 . 


证 明 设 QQ2 ,Om CQm+ ,On 是 包含 CQ2 ,Om 的 一 组 向 量 . 


若 oi, oz,… ,am 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 一 组 数 ,ko,.… , km, 使 
kia 十 koa 十 …: 十 jnam = 0. 
令 iri =… = 二, = 0, 则 仍 有 
kiQi 十 jaara 二 +…… 十 kmQem 十 Wi 十 :十 ja 二 0. 
因此 aa, Qo,… ,Qn 线性 相关 . 另 一 个 论断 显然 和 已 证 明 的 结论 是 等 价 的 . 口 


定理 3.4.2 设 ai,a2,…… ,am 是 线性 空间 V 中 的 向 量 , 则 al az， ,am 
线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 以 表示 为 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 


证 明 设 ai,a?…… ,am 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 一 组 数 ,hz,…… ,km， 
使 说 ai 十 toas 十 … 十 kmQm 三 0, 其 中 有 某 个 ki; 关 0. 于 是 


CC 一 a ns. kl kr an 
k; 1 ks; %—=1 k; i+l1 ks; my 
即 ai; 是 其 余 m 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 . 
反 过 来 , 若 


Qi = Dat hi i101 DF1Oitl + + bmOm, 


biQi 十 … 十 bi_1Qi_1 十 (=—1)a; 十 Diy1Oi41 十 …: 十 bmQm 三 0， 
即 CCQ2) ,Om 线性 相关 . 加 | 


定理 3.4.3 设 Ql,Q2,… ,amB 是 线性 空间 WV 中 的 向 量 . 已 知 B 可 表示 
为 Qi, Qe2，'… ,am 的 线性 组 合 , 即 


B= kia1 十 jaatz 十 … :十 km Oem, 


则 表示 唯一 的 充分 必要 条 件 是 向 量 Qi, Qe2,… ,am 线性 无 关 . 
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证 明 假定 向 量 oi, Qe2,… ,am 线性 无 关 且 另外 有 一 个 表示 : 
B= ba + bt bmAam, 
则 将 已 知 的 两 个 表示 式 相 减 得 到 : 
(bi a ji)aa 计 (bo ja)ay 二 2 (bm = km )Qm = 

因为 CQ CQ2， ,Om 线性 无 关 ， 故 b 一 ki = 0， b2 一 ja 三 0, en bs 三 高 一 0， 
即 bi == ,bs = 二 ko,，…, bm = 二 km， 也 就 是 说 B 只 能 用 唯一 一 种 方式 表示 
为 CQ CQC2 ,Om 的 线性 组 合 . 

反之 , 若 向 量 Qi, oz,… ,am 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 零 的 数 cl co,:… ,cn， 
使 得 


C1Q1 十 CoQ2 十 …: 十 cmam = 二 0， 
则 除了 已 知 的 表示 外 , B 还 有 另外 一 个 不 同 的 表示 : 
B= (条 十 cl)aa 十 ( 知 十 cz)as t+ :+t (km + cm)Qm. OD 


注 由 上 述 定理 知道 , 方程 式 (3.4.2) 或 方程 组 (3.4.1) 有 唯一 解 的 充分 必要 
条 件 是 向 量 组 ai, oqo,:… ,ay 线性 无 关 . 


定理 3.4.4 设 向 量 组 A= {aa ao ) Om}, B= {B1, Bs, pt :Gat 和 C = 
{1,7Y2，… ,Top} 满足 : A 中 任 一 向 量 都 是 妃 中 向 量 的 线性 组 合 , B 中 任 一 向 量 都 
是 C 中 向 量 的 线性 组 合 , 则 A 中 任 一 向 量 都 是 C 中 向 量 的 线性 组 合 . 


证 明 设 
n 了 
oi= ,0Bi(l Si<m); By= bee (l <j <n,), 
j=1 k=1 
则 可 得 
n 了 n 
os 一 》 a 人 3 bj ) 吉祥 ( ibjk ) Ye 

j=1 k=1 k=1 j=1 


即 任 一 OQ; 都 是 "Ys Nn ) Jp 的 线性 组 合 . 口 


例 3.4.6 若 a= (Q1, 02,*… ; Qn) Bb 和 (Di,D2, ;bys) 是 两 个 nN 维 行 向 量 ， 
则 ox, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 ai,b; 成 比例 . 
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证 明 假定 a,6 线性 相关 , 由 定理 3.4.2 不 妨 设 8 是 a 的 线性 组 合 . 令 B = 

ka, 则 
(kai, az ,kan) = (b1,b2,.*- ,bn,). 
因此 kai 一 b;, 即 Qi, Di 成 比例 . 

反之 , 若 kai; = bi;, 则 ka 一 B= 0, 即 a,B 线性 相关 . 口 

请 读者 思考 下 面 两 个 问题 : 

(1) 在 三 维 几何 空间 中 , 3 个 以 原点 为 始点 的 向 量 线性 相关 、 线 性 无 关 的 几何 
意义 是 什么 ? 在 Descartes ( 笛 卡 尔 ) 平面 上 , 两 个 以 原点 为 始点 的 向 量 线 性 相关 的 
几何 意义 又 是 什么 ? 在 Descartes 平面 上 , 3 个 以 原点 为 始点 的 向 量 是 否 一 定 线性 
相关 ? 

(2) 我 们 先 看 下 面 的 线性 方程 组 : 


21 十 Z2 十 23 王 3， 
271 — ZT» 一 373 一 一 2， 
471 十 Za 一 Za 一 4. 


这 个 方程 组 的 第 三 个 方程 式 是 多 余 的 , 因为 它 可 以 由 第 一 个 方程 式 乘 以 2 加 上 第 
二 个 方程 式 得 到 . 用 向 量 的 语言 来 说 , 就 是 方程 组 增 广 矩阵 


和 i 
A=|2 -1 -3 -2 (3.4.5) 
a 1 蕊 


的 第 三 个 行 向 量 可 以 表示 为 第 一 和 第 二 个 行 向 量 的 线性 组 合 . 现 假设 有 线性 方程 
组 (3.4.1), 其 增 广 矩 阵 的 行 向 量 线性 相关 , 你 能 得 到 什么 结论 ? 


习 题 3.4 


1. 试 决定 下 列 实 三 维 向 量 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 
(1) (ep 3, 1), (2, 1 0), (B 4, 4 (2) (2, 3， 0)， (=1, 4, 0)， (0， 0， 2). 


2. 问 a 取 何 值 时 , 下 列 实 向 量 


(到 (一 2 (到 


线性 相关 ? 
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3. 车 ai, as 线性 相关 , B1, B2 线性 相关 , 问 al 十 B1 和 az 十 B2 是 否 必 线性 相关 ? 

4. 若 al 和 as 线性 无 关 , B 是 另外 一 个 向 量 , 问 aa 十 B 与 az 十 B 是 否 必 线性 无 关 ? 

5. aia2,…… ,am 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 , c 是 非 零 数 , 问 cal, caz,… ,cam 是 否 线性 
无 关 ? 

6. 若 a,B,Y 是 3 个 n 维 行 向 量 , 车 a,B 线性 无 关 ，a,7 线性 无 关 ,，B,7 线性 无 关 ， 
问 a, B,> 是 否 必 线 性 无 关 ? 

7. 设 ala2, ,am 是 线性 空间 V 中 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 8 是 V 中 的 向 量 . 求证 : 或 
者 aiya2,…… ,Qm;B 线性 无 关 , 或 者 B 是 ai a2,… ,am 的 线性 组 合 . 

8. 设 n 维 列 向 量 Ql, Gz,:… ,am 线性 无 关 , 4 为 n 阶 可 北 阵 , 求证 : Aa1, AQ2z,:… ,Aam 
线性 无 关 . 

9. 设 {oi 一 (Qil, Qi2,* ,Qin) (i 一 雪人 二 ,7)} 是 一 组 n 维 向 量 ， VS 1 ga} < 
这 n 是 给 定 的 t(t < n) 个 指标 . 定义 Gi = (ai ai 六 ai) 称 Gi 为 ai 的 + 维 缩短 向 
量 . 求证 : 如 果 Gai,G2) , Or 线性 无 关 ， 则 Qi1,Q2,'** ,Or 也 线性 无 关 . 

10. 设 向 量 8 可 由 向 量 al, oz,.……. ,am 线性 表示 , 但 不 能 由 其 中 任何 一 个 个 数 少 于 m 的 
部 分 向 量 线 性 表示 , 求证 : 这 m 个 向 量 线性 无 关 . 

11. 设 和 A 是 nxm 和 矩阵 , B 是 m xn 矩阵. 若 AB = 了 ,求证 : B 的 nn 个 列 向 量 线性 无 
关 . 


§ 3.5 向 量 组 的 秩 


在 上 一 节 最 后 , 我 们 在 思考 题 (2) 中 发 现 , 矩阵 (3.4.5) 的 3 个 行 向 量 线性 相 
关 , 第 三 个 行 向 量 可 以 用 其 余 两 个 行 向 量 线性 表示 . 这 表明 原 线性 方程 组 的 第 三 个 
方程 式 是 多 余 的 . 我 们 也 不 难 证 明 第 一 和 第 二 两 个 行 向 量 是 线性 无 关 的 , 因此 如 果 
将 原 方程 组 的 第 三 个 方程 式 去 掉 以 后 , 剩 下 的 两 个 方程 式 再 也 不 能 去 掉 了 , 否则 得 
到 的 方程 组 将 和 原 方程 组 不 同 解 . 一 般 来 说 , 给 定 一 组 向 量 , 如 果 线 性 相关 , 这 时 
必 有 茶 个 向 量 可 以 用 其 余 向 量 线 性 表示 , 我 们 将 它 去 掉 . 不 断 地 重复 这 个 过 程 直到 
剩 下 的 向 量 线性 无 关 为 至 , 剩 下 的 向 量 就 称 为 原 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 我 们 给 它 下 
一 个 严格 的 定义 . 

定义 3.5.1 设 在 线性 空间 V 中 有 一 族 向 量 8 (其 中 可 能 只 有 有 限 个 向 量 ， 
也 可 能 有 无 限 多 个 向 量 ), 如 果 在 5S 中 存在 一 组 向 量 {Qi, Q2,… ,ar} 适合 如 下 条 
件 : 
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(1) aaya2…… ,ar 线性 无 关 ; 
(2) 这 族 向 量 中 的 任意 一 个 向 量 都 可 以 用 Qi, aa,:… ,ar 线性 表示 ， 
那么 称 {Qi, Q2,… ,ar} 是 向 量 族 5 的 极 大 线性 无 关 组 , 简称 极 大 无 关 组 . 


注 上 述 定义 (2) 表明 若 将 8 中 任 一 向 量 a 加 入 {a a2,… ,ar}, 则 向 量 
组 {Qi, oz,.… , a, a} 一 定 线 性 相关 ， 正 是 在 这 个 意义 上 , 我 们 称 {a oz,…， 
ax } 为 极 大 线性 无 关 组 . 


命题 3.5.1 设 5S 是 有 限 个 向 量 组 成 的 向 量 族 且 至 少 包含 一 个 非 零 向 量 ， 
则 5 的 极 大 无 关 组 一 定 存在 . 


证 明 设 9 所 含 向 量 的 个 数 为 k, 对 天 用 归纳 法 进行 证 明 . 车 = 1 则 
由 假设 知 5 由 一 个 非 零 向 量 a 组 成 , 于 是 {a} 就 是 8 的 极 大 无 关 组 . 一 般 地 ， 
若 9 中 的 个 向 量 线性 无 关 , 那么 这 个 向 量 就 构成 了 5S 的 极 大 无 关 组 . 若 
这 个 向 量 线性 相关 , 由 定理 3.4.2 知 至 少 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 ， 
不 妨 设 为 a. 考虑 向 量 组 S$\ {a}, 它 所 含 向 量 的 个 数 为 上 一 1 且 至 少 包含 一 个 
非 零 向 量 (否则 容易 推出 5 只 包含 零 向 量 ), 由 归纳 假设 知 S\ {a} 存在 极 大 无 
关 组 {Qi, Qe2,… ,ar}. 由 定理 3.4.4 知 a 也 可 由 Qui, Qo,:… ,ar 线性 表示 , 因 
此 {Qi, Q2,… ,ar} 也 是 5 的 极 大 无 关 组 . 口 


一 个 向 量 族 的 极 大 无 关 组 唯一 吗 ? 我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 . 


例 3.5.1 设 有 向 量 组 5 = {(1,0),(0,1),(1,1)}. 这 3 个 向 量 线 性 相关 , 但 
是 5S 的 3 个子 集 {(1,0), (0,1)}; {(1,0),(1,1)} 以 及 {(0,1),(1,1)} 不 难 验证 都 
是 9 的 极 大 无 关 组 . 因此 一 般 来 说 , 向 量 族 的 极 大 无 关 组 并 不 唯一 . 


虽然 极 大 无 关 组 不 唯一 , 但 是 我 们 在 例 3.5.1 中 发 现 , 向 量 组 5 的 每 个 极 大 无 
关 组 所 含 向 量 的 个 数 是 相同 的 . 我 们 要 问 : 这 个 结论 对 一 般 的 向 量 组 还 对 吗 ? 

我 们 不 妨 来 分 析 一 下 : 假定 已 知 向 量 族 S 有 两 个 极 大 无 关 组 4, B. 由 极 大 无 
关 组 的 定义 , 4 和 B 都 是 线性 无 关 的 向 量 组 且 4 中 每 个 向 量 可 以 用 B 中 向 量 线 
性 表示 , B 中 每 个 向 量 也 可 以 用 4 中 向 量 线 性 表示 . 我 们 希望 证 明 : 两 个 线性 无 
关 的 向 量 组 如 果 能 够 互相 线性 表示 , 则 它们 含有 相同 个 数 的 向 量 . 这 只 需 证 明 如 下 
命题 . 


引 理 3.5.1 设 4,B 是 V 中 两 组 向 量 , A 含有 7 个 向 量 , B 含有 5 个 向 量 . 
如 果 A 中 向 量 线性 无 关 且 4 中 每 个 向 量 均 可 用 B 中 向 量 线性 表示 , 则 7 < 5s. 
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证 明 我 们 用 反 证 法 . 设 
A= {Qi,Q2,.… ,ar 


B= {B81, B2,.… ;,B,. 


假定 ” > s, 我 们 来 推出 矛盾 . 
由 已 知 , 4 中 向 量 ai 可 由 B 中 向 量 的 线性 组 合 来 表示 , 即 存在 数 和 ,和 2,… ,和 。， 
使 
aa = 和 11 MBo + :+ MB,. (3:5,1) 


因为 4 中 向 量 线性 无 关 , 故 aa 关 0, 从 而 和 ; 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 不 妨 假 


_1 Na 
Bi = Se > PE (352) 


但 对 任意 的 Ci (i 一 23 a) 已 知 Qi 可 由 DG 3 的 线性 组 合 表 示 ， 
将 (3.5.2) 式 代入 ov 的 表示 式 , 则 ow; 可 由 ai, Bo,… , Bs。 的 线性 组 合 表 示 . 这 样 ， 
我 们 可 将 B 组 向 量 中 的 B1 换 成 mi, 这 时 4 组 中 任 一 向 量 仍 可 用 B 组 向 量 的 线 
性 组 合 来 表示 . 

现在 我 们 用 归纳 法 , 设 B 组 向 量 已 经 换 成 {oi,… ,ap; Br41,… ,Bs} 且 A 
中 任 一 向 量 都 可 以 用 {oi,… ,ak; Be+1,… ,Bs} 的 线性 组 合 表示 , 假设 k < 7 
则 ax4a 可 表示 为 


Qkt1 三 HiQI 十 :十 Ha 十 NIGkI 十 … 十 /ss， 


其 中 至 少 有 一 个 jw (i = 上 十 1,… ,s) 不 为 零 . 这 是 因为 若 Mi = … = js = 0， 
则 ak+1 将 可 用 {Qi,… ,ak} 线性 表示 , 这 与 4 组 向 量 线性 无 关 矛 盾 . 不 失 一 
般 性 , 可 设 Mk+i 关 0. 用 与 上 述 相同 的 论证 , 又 可 将 Brj1 换 成 ak+l, 得 到 向 量 
组 {Qi,… ,Qt1; Bk42，,… ,Bs}, 且 4 中 任 一 向 量 均 可 表示 为 这 组 向 量 的 线性 组 
合 . 这 一 事实 表明 , 我 们 可 将 4 中 向 量 依 次 换 入 B. 但 > > s, 因此 可 将 4 中 s 
个 向 量 换 入 B 组 . 不 妨 设 B 经 调换 以 后 的 向 量 组 为 fai qz2,… ,as}, 则 4 中 向 
量 av 也 可 用 aa, 2,… ,as 的 线性 组 合 来 表示 , 从 而 向 量 组 {Qi, oe2)… ,Qs, ow} 
线性 相关 , 引出 矛盾 . 口 


引 理 3.5.1 的 逆 否 命题 也 非常 有 用 , 为 了 记 住 它 , 我 们 用 一 句 话 来 概括 :“ 多 >” 
若 可 以 用 “ 少 ” 来 线性 表示 , 则 “多 ”线性 相关 . 
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引 理 3.5.2 设 4, B 都 是 线性 无 关 的 向 量 组 ,又 A 中 任 一 向 量 可 用 BB 中 向 
量 的 线性 组 合 来 表示 , B 中 任 一 向 量 也 可 用 4 中 向 量 的 线性 组 合 来 表示 , 则 这 两 
组 向 量 所 含 的 向 量 个 数 相等 . 

证 明 设 4 有 "7 个 向 量 , B 有 5s 个 向 量 . 由 引 理 3.5.1 得 > < s. 同 理 又 
有 s<r7, 故 7=5s. 口 

定理 3.5.1 设 A 与 B 都 是 向 量 族 5 的 极 大 线性 无 关 组 , 则 4 与 已 所 含 的 
向 量 个 数 相等 . 

证 明 由 定义 3.5.1 及 引 理 3.5.2 即 得 . 口 

定义 3.5.2 向 量 族 5 的 极 大 无 关 组 所 含 的 向 量 个 数 称 为 5S 的 秩 , 记 
做 rank(S) 或 r( 95). 

向 量 族 的 秩 可 以 看 成 是 向 量 族 线性 无 关 程 度 的 度量 . 

定义 3.5.3 若 向 量 组 A 和 B 可 以 互相 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 价 . 

定理 3.5.2 等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 . 

证 明 设 r(4)=7,r(B)=s, 4 和 Bi 分 别 是 A 和 B 的 极 大 无 关 组 , 则 Al 
有 7 个 向 量 , Bi; 有 s 个 向 量 . 因为 4 中 向 量 均 可 用 41 中 向 量 线性 表示 , 故 由 定 
理 3.4.4, Bi 中 向 量 均 可 用 Ai 中 向 量 线性 表示 , 于 是 s < 7. 同 理 A, 中 向 量 均 可 
用 Bi 中 向 量 线性 表示 , 故 7 < s, 于 是 > = 5. 口 

如 果 我 们 考虑 的 向 量 族 是 整个 的 线性 空间 , 其 极 大 无 关 组 就 是 所 谓 的 基 . 

定义 3.5.4 设 了 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , 若 在 V 中 存在 线性 无 关 的 
向 量 e1,e2,… ,en, 使 得 VV 中 任 一 向 量 均 可 表示 为 这 组 向 量 的 线性 组 合 ， 则 
称 {e1,e2,… ,en} 是 V 的 一 组 基 , 线性 空间 V 称 为 n 维 线性 空间 (具有 维 数 n). 
如 果 不 存在 有 限 个 向 量 组 成 的 一 组 基 , 则 称 V 是 无 限 维 线性 空间 . 

注 ”对 任 一 无 限 维 线性 空间 , 也 有 基 的 概念 . 无 限 维 线性 空间 基 的 存在 性 证 明 
超出 了 本 课程 的 范围 . 

显然 , Y 中 的 一 组 极 大 线性 无 关 组 就 是 V 的 一 组 基 . n 维 线性 空间 任 一 组 基 
都 含有 n 个 向 量 . 如 果 Y 是 数 域 必 上 的 n 维 线性 空间 , 则 记 之 为 dimg V = n. 


例 3.5.2 n 维 标准 单位 行 向 量 {ei = (1,0,:… ,0), ez = (0,1,.… ,0), .…， 
en 二 (0,0,.… ,1)} 是 n 维 行 向 量 空间 区" 的 一 组 基 (证 明 见 例 3.4.2 和 例 3.4.4)， 
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因此 dimk KK" = n. 同 理 , n 维 标准 单位 列 向 量 fei,e9,……,e'} 是 n 维 列 向 量 空 
间 区; 的 一 组 基 ， 因此 dimx RK, = nn. 

例 3.5.3 将 复数 域 C 看 成 是 实数 域 民 上 的 线性 空间 , 容易 验证 {1,i 二 V 一 1} 
是 一 组 基 , 因此 dimr C = 2. 


推论 3.5.1 n 维 线性 空间 VV 中 任 一 超过 7 个 向 量 的 向 量 组 必 线 性 相关 . 


证 明 设 V 的 一 组 基 为 {ei1,e2,… ,en}, 且 Qi;G2,…,Qm 为 V 中 m(m > 
n) 个 向 量 , 则 as; 均 可 由 e1, es,… ,en 的 线性 组 合 来 表示 , 由 引 理 3.5.1 的 逆 否 命 
题 知 al, oz,… ,am 线性 相关 . 口 


定理 3.5.3 设 V 是 n 维 线性 空间 , el,e2,… ,en 是 VV 中 骸 个 向 量 . 若 它 
们 适合 下 列 条 件 之 一 , 则 {e1,e2,… ,en} 是 V 的 一 组 基 . 

(1) e1, e2,… ,en 线性 无 关 ; 

(2) V 中 任 一 向 量 均 可 由 e1, ea, ,en 线性 表示 . 


证 明 (1) 因为 Y 中 任意 nn 十 1 个 向 量 一 定 线 性 相关 , 故 对 Y 中 任 一 向 量 wv， 
向 量 组 e1, e2,… , en,v 线性 相关 . 于 是 存在 不 全 为 零 的 数 a1,a2,… ,an,c, 使 


aliel 十 CQzez 十 …… 十 anen 十 co 三 0， 


其 中 ce 关 0. 事实 上 车 c = 0, 因为 e1,e2,… ,en 线性 无 关 , 将 导致 a = o = 
… 二 an = c= 0, 与 假设 矛盾 . 由 c 关 0, 可 得 


因此 wv 可 用 向 量 组 {e1, e2,.… , en} 线性 表示 , 即 {fel,ez…… ,en} 是 VV 的 一 组 基 . 

(2) 由 命题 3.5.1, 不 妨 设 {e1, eo,… ,er} 是 {e1, e2,… ,en} 的 极 大 无 关 组 ， 
其 中 7 < n. 由 定理 3.4.4 知 V 中 任 一 向 量 均 可 由 el,ez,:… ,er 线性 表示 , 因 
此 {ei,e2,… ,er} 是 V 的 一 组 基 . 特别 地 ,> = dimV = mw 即 {ei,e2,… ,en} 
是 V 的 一 组 基 . 口 

定理 3.5.4 设 V 是 n 维 线性 空间 ,V1,v2,… ,vm 是 V 中 mm(m <<n) 个 线 
性 无 关 的 向 量 , 又 假定 {el e2,… ,en} 是 VV 的 一 组 基 , 则 必 可 在 {ei1,e2,… ,en} 
中 选 出 n 一 m 个 向 量 , 使 之 和 v1,v2,… ,Vm 一 起 组 成 V 的 一 组 基 . 

证 明 将 ei(i= 1,:… ,nn) 依次 放 入 {vw1, v2,… ;Dm}, 则 必 有 一 个 e;, 使 wi， 
v2，"…，Vm,@i 线性 无 关 ， 这 是 因为 若 任 一 e; 加 入 wav ,vm 后 线性 相 


第 三 章 线性 空间 135 


关 , 则 每 个 ei 可 用 w,va…… ,vm 线性 表示 , 将 和 引 理 3.5.1 的 结论 矛盾 . 现 
不 妨 设 i=m 十 1. 若 凤 二 1 < n, 又 可 从 ei,ez,… ,en 中 找到 一 个 向 量 , 加 
入 {v1, v2,… ,Vm; em+1} 后 仍 线性 无 关 . 不 断 这 样 做 下 去 , 便 可 将 v1, v2,…… ,om 
扩张 成 为 V 的 一 组 基 . 口 


注 定理 3.5.4 通常 称 为 基 扩 张 定理 , 常用 的 形式 是 : n 维 线性 空间 V 中 任 
意 mm (mm < n) 个 线性 无 关 的 向 量 均 可 扩张 为 V 的 一 组 基 , 或 V 的 任意 一 个 子 空 
间 ( 子 空间 的 概念 见 § 3.7) 的 基 均 可 扩张 为 V 的 一 组 基 . 


丸 昨 3.5 


1. 设 线性 空间 V 中 向 量 ai, az,…… ,ar 线性 无 关 , 已 知 有 序 向 量 组 {B,aaya2 ,ar} 
线性 相关 , 求证 : 最 多 只 有 一 个 ai 可 以 表示 为 前 面向 量 的 线性 组 合 . 

2. 设 V 是 实数 域 上 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 全 体 构成 的 实 线性 空间 , 求证 : {1,z, 2?,… ,z?} 
是 Y 的 一 组 基 . 又 {1,z 十 1,(z 十 1)?,… , (Zz 十 1)"} 也 是 V 的 一 组 基 . 

3. 设 V 是 由 数 域 KK 上 次 数 小 于 n 的 多 项 式 全 体 构成 的 线性 空间 ,ai (i = 1,2,:… ,n) 
是 区 中 互 不 相同 的 n 个 数 , f(z) = (z 一 a1)(z 一 a2)… (Zz 一 an), f(z) = f(z)/(zx 一 ai), 求证 : 
{f(z) (i = 1,2,… ,n)} 组 成 V 的 一 组 基 . 

4. 设 {Qi a2,:… ,Qn} 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , Bi, Bo,… ,Bn 是 V 中 nn 个 向 量 ， 
若 Qi, Qa2,… ,an 中 任 一 向 量 均 可 由 Bi, Bo,… ,Bn 线性 表示 , 求证 : {Bi,B2,… ,Bn} 也 
是 V 的 一 组 基 . 

5. 若 ai,a2z,… ,an 是 线性 空间 V 中 的 向 量 , 且 Y 中 任 一 向 量 均 可 用 唯一 的 方法 表示 
为 Cl O02, ** ,On 的 线性 组 合 ， 求证 : {Q1, @2,.…- ,Qn} 是 V 的 一 组 基 . 

6. 设 V 是 数 域 KK 上 m xn 甜 阵 组 成 的 线性 空间 , 令 Eij (i= 1,2,… ,m; j= 1,2,.… ,n) 
是 第 (i,j) 元 素 为 1、 其 余 元 素 为 0 的 m x n 矩阵, 求证 : 全 体 Bi; 组 成 了 V 的 一 组 基 ， 
而 V 是 mm 维 线性 空间 . 

7. 设 VV 是 数 域 民 上 nn 阶 上 三 角 阵 全 体 组 成 的 线性 空间 , 求 V 的 维 数 . 


8. 设 VV 是 数 域 K 上 n 阶 对 称 阵 的 集合 , 证 明 : 在 矩阵 的 加 法 及 数 乘 下 V 是 线性 空间 , 并 
求 Y 的 维 数 . 

9. 设 VV= {a 十 52 十 cW4}, 其 中 a,b,c 均 是 有 理 数 , 证 明 V 是 有 理 数 域 上 的 线性 空间 并 
求 其 维 数 . 
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$3.6 和 矩阵 的 秩 


定义 3.6.1 设 和 A 是 mxn 算 阵 , 则 A 的 m 个 行 向 量 的 秩 称 为 A 的 行 秩 ; 
AA 的 nn 个 列 向 量 的 秩 称 为 A 的 列 秩 . 

注 “我 们 很 快 将 证 明和 矩阵 的 行 秩 等 于 它 的 列 秩 . 

我 们 在 $ 3.5 开始 时 , 从 线性 方程 组 引出 了 向 量 组 秩 的 概念 . 我 们 注意 到 , 交 
换 线性 方程 组 中 的 方程 式 , 用 非 零 常数 乘 以 某 一 个 方程 式 以 及 某 个 方程 式 乘 以 一 


个 常数 加 到 另外 一 个 方程 式 上 去 这 样 3 种 变换 并 不 改变 线性 方程 组 的 同 解 性 . 所 
以 我 们 有 理由 猜想 : 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 在 初等 变换 下 是 不 变 的 . 


定理 3.6.1 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 在 初等 变换 下 不 变 . 


证 明 我 们 分 两 步 走 . 第 一 步 证 明和 矩阵 的 行 秩 在 行 初等 变换 下 不 变 , 列 秩 在 列 
初等 变换 下 不 变 . 第 二 步 证 明 列 秩 在 行 初等 变换 下 不 变 , 行 秩 在 列 初等 变换 下 不 
第 一 步 , 设 A = (aij)mxn, 为 简单 起 见 将 它 写成 分 块 的 形状 : 


其 中 ai = (aitaiz ,ain)(G=12 ,mm) 是 4 的 第 ;个 行 向 量 . 对 换 4 的 任 
意 两 行 并 不 改变 4 的 行 向 量 组 , 因此 也 不 改变 4 的 行 秩 . 这 表明 4 在 第 一 种 行 
初等 变换 下 行 秩 不 变 . 又 若 以 一 个 非 零 常数 乘 以 4 的 第 i 行 , 则 4 变 成 : 


显然 , A1 的 m 个 行 向 量 可 用 A 的 m 个 行 向 量 的 线性 组 合 来 表示 . 反之 4 的 m 
个 行 向 量 也 可 用 4; 的 行 向 量 的 线性 组 合 来 表示 , 因此 A 的 行 秩 与 4; 的 行 秩 相 
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等 . 接 下 来 再 看 第 三 种 行 初等 变换 . 将 矩阵 4 的 第 i 行 乘 以 k 后 加 到 第 7 行 上 
去 , 矩阵 4 变 成 了 下 列 矩 阵 : 


显然 , A 的 行 向 量 是 4 的 行 向 量 的 线性 组 合 . 反之 ， 
Qj; 一 (—k)a; 十 (ka 币 Qj). 


因此 4 的 行 向 量 也 是 4。 的 行 向 量 的 线性 组 合 , 从 而 4 与 42 的 行 秩 相等 . 这 就 
证 明了 4 的 行 秩 在 初等 行 变换 下 不 变 . 同 理 , 4 的 列 秩 在 初等 列 变换 下 也 不 变 . 

第 二 步 , 我 们 证 明 4 的 列 秩 在 初等 行 变换 下 不 变 . 由 于 4 的 初等 行 变换 等 价 
于 用 一 个 初等 矩阵 左 乘 以 4, 我 们 只 需 证 明 对 任 一 初等 矩阵 Q, Q4 与 4 的 列 秩 
相等 就 可 以 了 , 现 把 4 写成 列 分 块 形状 : 

A= (Bi1, B2,:… :局 
其 中 6B; 是 4 的 第 j 个 列 向 量 . 由 分 块 矩 阵 的 乘法 得 
QA= (QB1, 8B,.… ,QBn). 


设 4 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 为 B;,,… , Bj;,, 现在 我 们 证 明 {QB;,,… , QB;,} 
是 @A 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 . 
先 证 明 QB;,,… , QB;, 线性 无 关 . 设 有 和 i, 和 2,… ,和 E 区 , 使 
AGO + MQBj, + + MQB;. = 0, 
则 
QMNBj, + MBjs t+ MB;,) = 0. 
但 @ 是 非 异 阵 , 在 上 式 两 边 左 乘 Q-! 即 得 


和 1Di + MBis 十 … 十 ArDi = 0. 
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再 由 B;,,… ,B;, 线性 无 关 即 得 入 = … = X = 0. 这 就 证 明了 QB;,,:… ,QB;， 
是 一 组 线性 无 关 的 向 量 . 

再 证 明 任 一 QBj 均 可 表示 为 QBj;,,… , QB;, 的 线性 组 合 . 由 于 Bj;,，,… ,Di 
是 4 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 , 故 

B; = piBi + Hp2Bjs 十 :十 MrDj 
上 式 两 边 左 乘 Q 即 得 : 
QB; = 1.QBi + 12QBj, + + pr QB;,. 

由 上 面 的 论证 知道 4 与 QA 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 都 有 相同 个 数 的 向 量 ， 
此 4 与 QA 的 列 秩 相 等 . 同 理 可 证 明 4 的 行 秩 在 初等 列 变换 下 不 变 . 口 

推论 3.6.1 任 一 给 阵 的 行 秩 等 于 列 秩 . 

证 明 任 一 矩阵 4 经 初等 变换 后 均 可 变 成 下 列 分 块 对 角 阵 : 


»-(; 9) 
O 0 

其 中 BB 是 分 块 矩阵 , 为 7 阶 单位 阵 . 显然 , B 的 行 秩 与 列 秩 都 等 于 7, 因此 4 
的 行 秩 与 列 秩 都 等 于 ”. 口 

有 了 这 个 推论 , 我 们 今后 不 再 讲 行 秩 与 列 秩 , 统称 为 秩 . 矩阵 4 的 秩 用 r(A) 
或 rank A 来 表示 . 

推论 3.6.2 设 A 和 A 是 mxn 适 阵 且 A 的 第 让 ,.…, 第 记 列 向 量 是 A 的 列 
向 量 的 极 大 无 关 组 , 则 对 任意 的 mm 阶 非 异 阵 @, 矩阵 QA 的 第 有 ji,:…, 第 方 列 向 
量 也 是 @A 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 . 

证 明 非 异 阵 Q 是 若干 个 初等 矩阵 的 乘积 , 由 定理 3.6.1 的 证 明 即 得 结论 . 口 

命题 3.6.1 设 A 是 阶梯 形 和 矩阵 , 则 A 的 秩 等 于 其 非 需 行 的 个 数 , 且 阶 梯 点 
所 在 的 列 向 量 是 A 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 . 

证 明 设 阶梯 形 矩 阵 A 有 7 个 非 零 行 , 其 阶梯 点 依次 是 aig,, azgo,…… ;ark,: 


0 Pe Q1k1 
0 … 0 .… ao 
A= : 
0 0 0 Qrk, 


第 三 章 线性 空间 139 


先 用 第 三 类 初等 列 变换 以 及 阶梯 点 上 的 元 素 依次 消去 同行 的 其 他 非 零 元 素 ; 再 用 
第 二 类 初等 列 变换 将 阶梯 点 上 的 元 素 全 部 变 成 1; 最 后 用 列 对 换 依 次 将 ” 个 阶梯 
点 换 到 第 (1,1), (2, 2), …, (7,7) 位 置 , 从 而 得 到 相抵 标准 型 : 


I, 0O 
DD 和 
由 定理 3.6.1 可 得 r(A) = 
对 于 第 二 个 结论 , 将 7 个 阶梯 点 所 在 的 列 向 量 取出 , 拼 成 一 个 新 的 矩阵 : 


Ql1k1 
0 Q2ks 


利用 同样 的 方法 可 将 此 矩阵 化 为 相抵 标准 型 : 


1 
py 
因此 > 个 阶梯 点 所 在 的 列 向 量 组 的 秩 等 于 7, 即 为 4 的 列 秩 , 从 而 阶梯 点 所 在 的 
列 向 量 是 4 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 . 口 
由 定理 3.6.1 以 及 命题 3.6.1, 我 们 得 到 求 一 个 矩阵 秩 的 方法 : 用 初等 行 变换 将 
一 个 矩阵 4 化 为 阶梯 形 矩 阵 BB, 则 矩阵 B 的 非 零 行 的 个 数 就 是 矩阵 4 的 秩 . 
例 3.6.1 求 下 列 短 阵 的 秩 以 及 列 向 量 的 极 大 无 关 组 : 
jn 请 和 3 全 商 
四 = 或 
1 
解 ” 通 过 初等 行 变换 可 将 4 化 为 如 下 阶梯 形 和 矩阵 : 
I 多 六 4 1 别 司 净 ,| 
=1 = 1 -1l3|I0 1 2 83|0 1 %,.3 
1 咏 时 多 休 工 刘 总 0 0 0 0 
因此 4 的 秩 为 2. 由 命题 3.6.1 和 推论 3.6.2 可 得 4 的 第 一 列 和 第 二 列 是 其 列 向 
量 的 极 大 无 关 组 . 
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推论 3.6.3 ”对 任意 一 个 秩 为 7 的 m xn 给 阵 A, 总 存在 m 阶 非 异 阵 已 和 也 


阶 非 异 阵 @, 使 得 
于- 人 
PAQ = S01 
Q 由 5 (3.6.1) 


证 明 由 推论 3.6.1 的 证 明 即 得 结论 . 口 

推论 3.6.4 任 一 和 矩阵 4 的 转 置 A' 与 4 有 相同 的 秩 . 

证 明 由 推论 3.6.1 即 得 结论 . 口 

推论 3.6.5 任 一 矩阵 与 一 非 异 阵 相 乘 , 其 秩 不 变 . 

证 明 任 一 非 异 阵 均 可 化 为 有 限 个 初等 矩阵 的 积 , 由 此 即 得 结论 . 口 

若 n 阶 方 阵 A 的 秩 等 于 n, 则 称 4 为 满 秩 阵 . 根据 矩阵 秩 的 定义 , 满 秩 条 件 
等 价 于 4 的 n 个 行 向 量 线性 无 关 , 也 等 价 于 A 的 nn 个 列 向 量 线性 无 关 . 

推论 3.6.6 n 阶 方 阵 4 为 非 异 阵 的 充分 必要 条 件 是 A 为 满 秩 阵 . 

证 明 若 A 为 非 异 阵 , 则 由 推论 3.6.5 可 得 r(4) = r(A1,) = r( 五 ) =n, 
即 4 为 满 秩 阵 . 若 4 为 满 秩 阵 , 则 由 推论 3.6.3 知 4 经 过 初等 变换 可 化 为 单位 
阵 五 , 从 而 4 为 非 异 阵 . 口 

由 这 个 推论 , 非 异 阵 又 称 为 满 秩 阵 . 

推论 3.6.7 两 个 m x n 答 阵 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 具有 相同 的 秩 . 

证 明 设 矩 阵 4, B 秩 都 等 于 7, 则 它们 都 等 价 于 (3.6.1) 式 的 矩阵 ,因此 4 
和 B 等 价 . 反之 , 由 于 秩 在 初等 变换 下 不 变 , 从 A, B 等 价 可 知 它们 的 秩 相 同 . 口 

我 们 已 经 知道 , 一 个 n 阶 方 阵 秩 等 于 n 的 充分 必要 条 件 是 该 矩阵 的 行列 式 不 
等 于 零 . 这 个 结论 很 容易 被 推广 到 秩 为 > 的 m x n 和 矩阵 上 . 从 推论 3.6.3 中 我 们 
发 现 , 在 PAQ ( 它 的 秩 等 于 >) 中 , 有 一 个 7 阶 子 行列 式 | 五 | 其 值 不 等 于 0, 而 没 
有 值 不 等 于 0 的 超过 ” 阶 的 子 行列 式 . 这 个 结论 对 一 般 的 矩阵 还 对 吗 ? 

我 们 先 解释 一 下 子 式 的 概念 . 设 4 = (aij) 是 一 个 m x n 矩阵 . 任 取 4 的 大 
行 与 列 , 位 于 这 些 行 与 这 些 列 的 交叉 处 的 元 素 按 原来 的 顺序 构成 一 个 阶 行列 
式 , 称 为 4 的 一 个 阶 子 式 . 

例如 , 在 矩阵 
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中 取 第 一 行 , 第 二 行 及 第 一 列 、 第 三 列 得 到 的 二 阶 子 式 为 


1 3 
= 1 


》 


取 第 二 行 、 第 三 行 及 第 一 列 、 第 五 列 得 到 的 二 阶 子 式 为 


-1 4 
0 7 了 | 


定理 3.6.2 设 mxn 算 阵 4 = (ai;) 有 一 个 7 阶 子 式 不 等 于 零 , 且 4 中 任 
意 了 十 1 阶 子 式 (如 存在 ) 都 等 于 零 , 则 r(4) = 二 7. 反之 , 若 r(A) =7, 则 和 中 必 
有 一 个 7 阶 子 式 不 等 于 零 , 而 所 有 7 十 工 阶 子 式 都 等 于 零 . 


证 明 设 r(4) =7, 则 4 中 任意 7 十 1 行 都 线性 相关 , 由 § 3.4 习题 9 的 结 
论 知 4 的 任意 7 十 1 阶 子 式 的 行 向 量 也 线性 相关 , 再 由 推论 '3.6.6 可 知 这 些 r 十 1 
阶 子 式 的 值 均 为 零 . 再 证 明 4 至 少 有 一 个 7 阶 子 式 不 等 于 零 . 因为 4 的 秩 为 7， 
A 中 有 7 行 线性 无 关 . 不 失 一 般 性 , 设 为 前 7 行 . 把 这 7 行 取出 得 到 一 个 矩阵 : 


Ql QI2 …” Qin 


Qrl Qr2 …' Qmm 


显然 I(B) =7, 因此 B 有 7 列 线性 无 关 , 同样 不 妨 设 为 前 7 列 , 则 由 B 的 前 7 列 
组 成 的 行列 式 不 等 于 零 , 即 4 有 一 个 ” 阶 子 式 不 等 于 零 . 

反之 , 设 A 有 一 个 7 阶 子 式 不 为 零 而 A 的 所 有 7 十 1 阶 子 式 全 等 于 零 . 这 时 
由 Laplace 定理 可 知 , 4 的 所 有 高 于 7 阶 的 子 式 均等 于 零 . 设 r(4) =t, 则 由 前 面 
的 论述 可 知 t 二 7, 否则 4 的 7 阶 子 式 无 一 不 为 零 . 但 二 也 不 能 大 于 ”, 否则 A 就 
要 有 一 个 大 于 7 阶 的 子 式 不 等 于 零 而 与 假定 矛盾 , 因此 t=7. 口 


4 O 


例 3.6.2 设 C= 
OB 


> 求证 : r(C) = T(4) +r(B). 


证 明 设 4,B 的 秩 分 别 为 71,72, 则 存在 可 逆 阵 户 , Q1 和 可 道 阵 及,Q>, 使 


DP 五 ， O 
已 4Qi = , PBQ, = Md ， 
wo 各 9 nso, (5 9 
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于 虹 
TO 0 oO 

P oO\/4 o\/Q of/p4ae， 0 \ iooo oo 
O 忆 )\o BIO QQ/ \ oO PBQ, O O LI, oO 
O 0 00 


因此 r(C) = ri 十 72. 口 

例 3.6.3 求证 : r(4B) < min{r(A4),r(B)}. 

证 明 设 A 是 mxn 和 窍 阵 , B 是 nxs 算 了 泗 . 将 矩阵 B 按 列 分 块 , B = 
(Bi1,Bo,… ,Bs), 则 4B = (ABi,4Bo,… ,ABs).， 若 B 列 向 量 的 极 大 无 关 组 
为 {B;,,B;,,… ,Bj;.}, 则 B 的 任 一 列 向 量 Di 均 可 用 {B;,,B;,,… ,Bi 线性 
表示 . 于 是 任 一 AB; 也 可 用 {4B;, 4B;,,… , AB;.} 来 线性 表示 .因此 向 量 
组 {4B1, 4B2,… ,AB,} 的 秩 不 超过 7, 即 r(AB) <r(B). 同 理 , 对 矩阵 A 用 行 
分 块 的 方法 可 以 证 明 r(AB) <r(4). 口 

例 3.6.4 求证 : n 阶 和 矩阵 A 是 需 等 阵 ( 即 A? = 4) 的 充分 必要 条 件 是 : 

r(A)+r(T,— A)=n. 


证 明 ”在 下 列 和 矩阵 的 分 块 初等 变换 中 和 矩 阵 的 秩 保持 不 变 : 
( O | : A | 区 加 ER re 站 
一 一 一 一 
O I-A4 O I-A > WR Gg 0 省 
此 
fa Yi A-A? O 
[0 7 Oi We 


即 r(A) 十 r(IT 一 和 A)=r(4 一 A?) 十 n. 由 此 即 得 结论 . 口 

对 和 矩阵 求 秩 的 方法 也 可 以 用 来 求 向 量 组 的 秩 , 方法 是 将 向 量 组 拼 成 一 个 矩阵 ， 
用 初等 变换 求 出 矩阵 的 秩 . 由 于 矩阵 的 秩 就 是 其 行 向 量 组 或 列 向 量 组 的 秩 , 我 们 就 
得 到 了 向 量 组 的 秩 . 我 们 也 可 以 利用 命题 3.6.1 和 推论 3.6.2 来 求 向 量 组 的 极 大 无 
关 组 , 注意 此 时 应 将 向 量 组 按 列 分 块 的 方式 拼 成 矩阵 , 并 用 初等 行 变换 将 矩阵 变 为 
阶梯 形 , 这 样 就 可 以 得 到 原 向 量 组 的 极 大 无 关 组 了 . 通常 求 向 量 组 的 秩 和 极 大 无 关 
组 可 以 同时 进行 . 
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例 3.6.5 求 向 量 组 的 秩 和 极 大 无 关 组 : 
{(1 0, 2), (2, —1, 3), (3, 一 2, 4), (4, —3, 5)}. 


解 ” 将 上 述 向 量 按 列 分 块 的 方式 拼 成 矩阵 : 


1 2 3 4 
人 1 = =3 
2 3 4 5 


对 上 述 和 矩阵 进行 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 : 


1 2 3 4 4 如“ 六 如 1 2 3 # 
0 -1 一 2 -3 > 10 -1 -2 -3|1 10 -1 -2 一 3 
2 3 4 5 0 一 ! =2 =3 0 0 0 0 


得 到 和 矩阵 的 秩 显 然 为 2, 所 以 向 量 组 的 秩 也 等 于 2. 根据 阶梯 点 所 在 的 位 置 可 知 向 
量 组 的 极 大 无 关 组 为 {(1, 0, 2), (2, 一 1, 3)}. 


要 判断 向 量 组 是 否 线性 相关 , 用 定义 来 做 将 是 一 件 很 麻烦 的 事 . 现在 我 们 可 以 
用 求 矩 阵 的 秩 的 方法 来 判断 具体 来 说 , 我 们 将 要 判断 的 向 量 组 拼 成 一 个 矩阵 , 然 
后 求 出 矩阵 的 秩 . 车 矩阵 的 秩 (实际 上 也 是 向 量 组 的 秩 ) 等 于 向 量 的 个 数 , 则 向 量 
组 线性 无 关 ; 若 秩 小 于 向 量 的 个 数 , 则 向 量 组 线性 相关 . 


例 3.6.6 ”判定 下 列 向 量 组 是 否 线性 无 关 : 
{(—1, 3, 1), (2, 1 0), (1,4, 1)}. 

解 将 向 量 组 拼 成 矩阵 并 用 初等 变换 求 秩 : 

3 1 

下 当 

0 0 


3 1 3 了 
2 0110 7 中 二 
1 4 1 0 7 2 


矩阵 的 秩 等 于 2, 小 于 向 量 组 中 向 量 的 个 数 , 因此 向 量 组 线性 相关 . 

注 ”如果 用 向 量 组 拼 成 的 矩阵 是 一 个 方 阵 , 则 也 可 用 行列 式 法 来 判断 这 个 矩 
阵 的 秩 是 否 等 于 向 量 组 中 向 量 的 个 数 . 比如 计算 出 上 面 矩 阵 的 行列 式 后 我 们 发 现 
它 等 于 零 , 因此 矩阵 的 秩 小 于 3, 即 向 量 组 线性 相关 . 


144 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


例 3.6.7 判断 下 列 向 量 是 否 线性 相关 : 
(1; @ 1), (0 © 0 (2513)， 
解 ” 计 算 这 3 个 向 量 组 成 的 矩阵 的 行列 式 


人 
0 2 2|=|0 2 2|=16#0. 
2 1 中 lo =3 5 


所 以 这 3 个 向 量 线性 无 关 . 
对 昨 3.6 
1. 用 初等 变换 法 求 下 列 矩 阵 的 秩 ; 
下 人 地 7/ 丰 一 1 2 1 0 
1 2 0 于 2 3 
2 30m43 福 1 —2 -1 0 
1 1 : 有 
号 二 ”下 二 浊 —1 0 1 下 
‘AW=1] 2 3 3 ;: 糙 yg 
4 1 2 3 —2 0 2 ‘2 


2. 用 和 矩阵 的 初等 变换 法 求 下 列 向 量 组 的 秩 : 

(1) (2, |， 3,0, 4), (—1,2, 3, 1 0), (3, 一 了 0, —1,4); 

(2) (1,2, 3, 4), (0, —1, 2, 3), (2, 3, 8, 11), (2, 3, 6, 8). 

3. 用 和 矩阵 的 初等 变换 法 判断 下 列 向 量 组 是 否 线性 相关 : 

(1) (5, 1;2); (—3, 1,3), (2; 2, 3); 

(2) (1, 2, 3), (3, 6, 9), (2, 1, 1); 

(3) (1; -2; 2, 3)， (—2, 4, 一 上 3)， (0, 6， 2， 3). 

4. 已 知 向 量 组 {Qi = (1,2,3,4), a2 = (2,3,45),as = (3,4, 5, 6), a4 = (4, 5, 6, 7)}. 用 和 矩 
阵 的 初等 变换 法 求 该 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 


5. 证 明 下 列 矩 阵 秩 的 公式 : 

(Dr(A;B)<r(A)+r(B), r 全 <r(A)+r(B); 

(2) 若 k 关 0, 则 r(kA) = 7(A); 

(3) r(A+B)<r(A)+r(B), r(A— B) <r(A)+r(B); 

(4) r(A—B)>|r(A)—r(B)|. 

6. 证 明 : 一 个 矩阵 添加 一 行 或 一 列 , 其 秩 不 变 或 增加 1. 

7. 举例 说 明 秩 相同 的 两 个 mn 维 向 量 组 未 必 等 价 . 证 明 : 两 个 n 维 向 量 组 4, B 等 价 的 充分 
必要 条 件 是 它们 的 秩 相同 且 向 量 组 4 可 用 向 量 组 B 线性 表示 . 
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8. 设 A 是 nn 阶 方 阵 , 求证 : 4A? = I 的 充分 必要 条 件 是 
r(In+i+ A)+r(In — A)=n. 


9. 设 4 是 n 阶 矩 阵 , 求证 : r(A) 十 r(In++ A)>n. 
10. 设 A 是 m xn 和 矩阵 , B 是 nxt 算 阵 , 求证 : 


r(AB) >r(A)+r(B)—n. 
11. 设 和 A 是 m xn 和 矩阵 上 且 r(A) =n, 求证 : 必 存 在 秩 为 n 的 nxm 和 矩阵 BB, 上 且 适合 
BA=T,. 
12. 设 4 是 秩 为 7 的 m xn 和 矩阵 , 则 
A= BC, 


其 中 B 是 一 个 m xr 矩阵 且 r(B) =7, C 是 一 个 + xn 短 阵 且 r(C)=7. 


$3.7 坐标 向 量 


读者 已 经 学 过 解析 几何 . 解析 几何 就 是 用 代数 工具 来 研究 几何 问题 , 做 到 这 一 
点 最 根本 的 是 要 建立 坐标 系 , 将 平面 (或 空间 ) 上 的 点 和 有 序 实 数组 对 应 起 来 . 我 
们 在 线性 空间 中 引进 基 的 目的 就 是 为 了 要 在 其 中 引进 “坐标 ” 

引 理 3.7.1 设 {ei,e2,… ,en} 是 n 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ,， 且 


尼 三 0Q1el 十 ae2 十 …: 十 anen 王 Diel 十 poez 十 …: 十 Den， 
则 al = b1,a2 = bo, ,an = bn. 
证 明 由 假设 得 : 
(ai — bi)ei1t+ (Qa2 — b2)ezs+…++ (an — bn)en = 0. 


但 el,ez,…: ; En 线性 无 关 ， 因此 ai — b; = 0, 即 ai = b; (i = 1,2,.…: ,n). 口 


这 个 引 理 表明 , 如 果 取 定 V 中 的 一 组 基 , 则 V 中 任 一 向 量 可 以 而 且 只 可 
以 用 一 种 方式 表示 为 ei1,e2,… ,en 的 线性 组 合 ， 如 果 我 们 固定 基 向 量 的 次 序 
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为 {e1, e2,… ,en 则 a 唯一 地 对 应 区 中 的 一 组 有 序数 (aiaz… ,an). 我 们 称 
这 组 有 序数 为 a 在 基 {ei1, es,… ,en} 下 的 坐标 向 量 , 其 中 a; 称 为 第 i 个 坐标 . 
有 反 过 来 , 区 中 的 任 一 组 有 序 的 nw 个 数 (a1,a2z,… ,an) 也 唯一 地 对 应 一 个 Y 中 的 向 
量 gjei 十 Qazez 十 … 十 anen. 我 们 把 坐标 向 量 看 成 是 n 维 行 向 量 , 于 是 在 V 与 K” 
之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 映射 yp: 
ael 十 aze2 十 .… 十 anen 中 (al ao ,an). 
我 们 知道 , V 不仅 是 一 个 集合 , 而 且 在 其 中 存在 着 一 个 代数 结构 , 即 向 量 之 间 
有 加 减法 与 数 乘 . 同样 的 道理 , K* 也 是 一 个 向 量 空间 , 其 向 量 之 间 也 有 运算 关系 . 
我 们 希望 知道 上 述 一 一 对 应 和 这 两 个 线性 空间 中 向 量 的 运算 有 着 什么 样 的 联系 . 
先 来 看 加 法 . 设 
Q = Qeit+ ases tt: + Anen, 
B= elt boes+t :+ bnen, 
则 
Qa+B= (ot+bi)et (a2++b2)ezs tt (an + bn)en. 
于 是 a 十 B 对 应 于 
(ai 二 +b1,a2 十 bo,…: ,Qn + bn). 
当 我 们 把 (a1, az,:…… ,an) 看 成 行 向 量 空间 K" 中 的 向 量 时 ， 
(ai 十 Da2 十 b2…， ;Qn + bn) 二 (ala2,…: Ji > (b1, b2, OR 


因此 
pla+B)= yp(a) + (8). 
这 里 需要 注意 的 是 a 十 B 中 的 “+” 是 在 V 中 的 加 法 , 而 p(a) 十 p(B) 中 的 “上 +” 
是 KK” 中 的 加 法 . 
另 一 方面 , 若 Re KK, 则 
ka = [alel + kazes 十 …: 十 anen， 
因此 
p(ka) = (kai, kaz,: ,kan) = k(a1, 02,:** ,an) = kp(a). 
上 面 的 分 析 表 明 , 当 我 们 在 V 中 引进 一 组 基 后 , 可 以 建立 起 V 中 的 向 量 与 K 上 
的 n 维 行 向 量 之 间 的 一 一 对 应 . 这 个 对 应 保持 了 线性 运算 , 即 


pla+pB)= p(a) + p(B); p(ka) = op(oa): 
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定义 3.7.1 设 VVWU 是 数 域 区 上 的 两 个 线性 空间 , 若 存 在 V 到 U 上 的 一 个 
一 一 对 应 的 映射 p, 使 得 对 任意 V 中 向 量 a,B 以 及 区 中 的 数 , 均 有 


pla+B)= Pp(a) + p(B); plka) = kp(o), 

则 称 V 与 U 这 两 个 线性 空间 同 构 , 记 为 V 法 U. 

上 面 的 论证 可 归结 为 下 列 定理 . 

定理 3.7.1 数 域 区 上 的 任 一 n 维 线 性 空间 V 均 与 区 上 的 n 维 行 向 量 空 
间 K” 同 构 . 

同 构 的 线性 空间 顾名思义 其 代数 结构 是 相同 的 , 那么 它们 中 向 量 的 线性 关系 
应 该 是 一 致 的 . 事实 上 同 构 的 线性 空间 有 如 下 定理 所 表述 的 性 质 . 

定理 3.7.2 (1) 设 :T 一 UVU 为 线性 空间 的 同 构 , 则 


(2) % 将 线性 相关 的 向 量 组 映 成 线性 相关 的 向 量 组 , 将 线性 无 关 的 向 量 组 映 成 
线性 无 关 的 向 量 组 ; 
(3) i 即 
()V 
et U, 则 UV; 
(证 ) 若 VU,USW, 则 V 汪 W; 
(4) 数 域 区 上 的 两 个 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 具有 相同 的 


维 数 . 
证 明 (1) 显然 有 
p(0) = p(0+0)= ¢(0) + (0). 
消去 一 个 p(0) 就 有 wp(0) = 0. 
(2) 车 oi, or2,… ,am 是 VV 中 线性 相关 向 量 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 ,ko,…… ,Km 
jaoa + kaos t+ knam = 0, 


于 是 由 (1), 有 
p(kia1 十 koQ2 十 :… 十 人 一 0. 
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上 式 左 端 为 
PRia1) + p(koo2) tt pkmom) = hip(a1) + hop(02) + + kmp (om). 


昂 一 认 面 ， 若 CQ CQ2， ,Om 线性 无 关 且 如 果 PQ1), PP(ao) , PlQm) 
在 U 中 线性 相关 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 cl co,.… ,cm, 使 


clp(ai) + cp(Q2) + emp (am) = 0. 
但 上 式 左 端 等 于 
(clal + CoQ2 十 :十 cmam). 


由 于 yp 是 一 一 对 应 的 映射 且 已 证 明 V 中 的 零 向 量 与 7 中 的 零 向 量 对 应 , 因此 
CQi 十 Cao 十 …… 十 cmanm = 二 0. 


但 al, az，… ,am 线性 无 关 , 这 就 引出 了 矛盾 , 故 o(ai,elaa)…… ,ep(am) 必 线 
性 无 关 . 
(3) (i) 显然 Y 与 自身 同 构 , 这 时 取 yp 为 恒 同 映射 , 即 


pa)=a, a EV. 


(i 设 yp 是 VU 上 的 一 一 对 应 . p-! 是 其 道 对 应 : UV 一 V. p-1 也 是 一 一 
对 应 . 设 x, y 是 U 中 的 向 量 , 由 于 yp 是 一 一 对 应 , 故 存在 a,B eV, 使 


Pp(a) = 1, p(B) = Y, 
也 就 是 
a= 9 (2), B= yp 1(y). 


由 % 是 同 构 可 知 
pla+B)= z+Yy, p(ka) = kz, 


因此 
p(T+Y = a+B= p17)+ p(y), 


Pp 1(kz) = ka = kp (zr). 
这 表明 -1 是 UV 上 的 同 构 , 故 UV. 
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(过 ) 若是 V 一 UU 上 的 同 构 , 是 U 一 W 上 的 同 构 . 令 & = yp, 即 对 任 
意 的 aeV, 有 
E(a) = wp(a)), 


则 & 是 V 王 W 的 一 一 对 应 , 且 


éla+B) = wp(a+B))= vp(a) + p(B)) 
= wp(a)) + yp(B)) 
= é(a)+é(B), 
é(ka) = wp(ka))= Ykp(a)) 
= ky(p(a)) = Ma) 


这 就 是 说 二 是 V 一 W 上 的 同 构 . 

(和 ) 设 站 与 过 是 下 上 的 两 个 线性 空间 ,玉兰 避 . 设 dimy =n, {ei,ez,:… ,en} 
是 V 的 一 组 基 , 则 {gp(ei1), p(e2),… ,elen)} 是 U 的 一 组 线性 无 关 的 向 量 . 又 
若 zez, 则 由 于 yp 是 一 一 对 应 , 因此 存在 a EV, 使 z= yp(a). 设 


配 王 jiel 十 kzez 十 … 十 knen,， 


则 
T=p(a)= kple) + kop(e2) t+ + knplen). 


即 UV 中 任 一 向 量 可 表示 为 p(ei1), p(e2),… ,yp(en) 的 线性 组 合 , 故 {pl(ei), p(e2)， 
…, P(en)} 是 U 的 一 组 基 . 因此 dimU = n= dimV. 

反之 , 若 dimU = dimV = n, 则 U 与 V 丝 同 构 于 n 维 行 向 量 空间 K"， 
由 (3) 可 知 了 和 同 构 . 口 


由 同 构 的 定义 我 们 可 以 看 出 , 两 个 同 构 的 线性 空间 不 仅 元 素 之 间 有 一 个 一 一 
对 应 关系 , 而 且 这 个 对 应 保持 了 线性 关系 . 因此 , 在 一 个 线性 空间 中 由 线性 关系 
获得 的 性 质 在 与 之 同 构 的 线性 空间 中 也 成 立 . 又 由 上 述 定理 知道 , 数 域 K 上 的 任 
一 n 维 线性 空间 同 构 于 K". K”* 是 K 上 的 行 向 量 空间 , 它 比 较 具 体 , 容易 所 摸 , 它 
是 一 般 ” 维 线性 空间 的 “模型 ”我 们 常常 通过 对 K” 的 研究 来 探讨 一 般 n 维 线性 
空间 的 性 质 . 显然 , 上 述 讨论 也 适用 于 n 维 列 向 量 空间 , 即 KK 也 是 一 个 合适 的 模 
型 . 我 们 可 视 讨论 的 方便 采用 合适 的 模型 . 在 本 教程 中 , 我 们 将 比较 多 地 采用 列 向 
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量 空间 区 ,. 如 果 a = aiei 十 azes 十 … 十 anen, 我 们 称 列 向 量 


为 向 量 a 在 基 {ei, e2,… ,en} 下 的 坐标 向 量 . 
既然 同 构 保持 了 向 量 的 线性 关系 , 那么 向 量 组 的 秩 在 同 构 关系 下 也 应 该 保持 ， 
即 我 们 有 下 面 的 推论 . 


推论 3.7.1 设 {ei,ez,… ,en} 是 线性 空间 VV 的 基 , Qi,Qw2,… ,Qum 是 VV 中 
向 量 . 它们 在 这 组 基 下 的 坐标 向 量 依次 为 Qi, G2,… ,Gm, 则 向 量 组 Gl, G2,……， 
Gi 和 向 量 组 Q1), CQ2)……… ,Om 有 相同 的 秩 . 

证 明 同 构 映射 将 {ai,Q2,… ,am} 的 极 大 无 关 组 映 为 {@1, G2,… ,Gm} 
的 极 大 无 关 组 , 所 以 这 两 组 向 量 的 秩 相 同 . 口 

这 个 推论 可 以 使 我 们 将 一 般 的 线性 空间 中 向 量 组 的 求 秩 问题 归结 为 行 向 量 或 
列 向 量 的 求 秩 问 题 , 我 们 已 经 知道 它 可 以 用 矩阵 来 处 理 . 特别 , 判断 向 量 组 是 否 线 
性 相关 也 可 以 这 样 做 . 


例 3.7.1 设 {ei,e2,e3} 是 线性 空间 V 的 基 , 又 


al 一 el 十 2e2 十 3e3， 
Q2 = 2el 一 e2 一 3es3， 


Qt3 一 el 一 3e» Se 6e3, 


求 向 量 组 {Qi, az; v3} 的 秩 并 判断 它们 是 否 线性 相关 . 


解 ”因为 矩阵 
二 -号 
2 -1 一 3 
1 -3 -6 


的 秩 等 于 2, 所 以 向 量 组 {ovi, oz, 3} 的 秩 等 于 2. 这 3 个 向 量 线性 相关 . 
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习 是 3.7 


1. 求 向 量 a = (a1, a2,… ,an) 在 基 


{Bi (本 ;1;1);Bs = (1,1,.…- ,1,0),……- ,Bn = (1,0,.…: ,0,0)} 
下 的 坐标 . 


2. 设 {e1, e2,… ,en} 是 线性 空间 Y 的 一 组 基 , 问 : {ei,e1 十 e2,… ,el 十 e2 十 … 十 en} 
是 否 也 是 V 的 基 ? 


3. 已 知 向 量 组 {Qi, 2,… ,Qs}(s > 1) 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , 设 B1 = ai + a2， 
B2 二 OQ2 十 Ce3， 地 Bs = Cs 十 QIl. 讨论 向 量 Bi1, B2,:…: iBs 的 线性 相关 性 . 


4. 设 {el1, ez,e3,e4} 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , 已 知 
cl 三 el 十 ez 十 es 十 3e4， 
Q2 三 一 el 一 3ez 十 5es 十 ed， 


Q3 = 3e1 十 2e2 — e3 十 4e4， 


Q4 一 一 2el — 6e2 十 10es 十 2ea， 
求 Cl OQ2, OQ3, O04 的 一 个 极 大 无 关 组 . 
5. 设 gi (i = 1,2,-… ,n) 是 nn 个 不 同 的 数 , {e1, e2,… ,en} 是 线性 空间 Y 的 一 组 基 , 已 知 


—1 

al 三 el 十 Clez2 十 … 十 0 en， 
一 

az 一 el 十 aze2 十 十 2 En,， 


一 1 
am 一 el 十 ane2 十 …: 十 af en,， 


求证 : {Qi1, Qa2,… ,an} 也 是 Y 的 一 组 基 . 


§ 3.8 基 变 换 与 过 渡 和 矩阵 


我 们 在 上 一 节 中 引进 了 基 与 坐标 的 概念 . 我 们 将 在 这 一 节 中 考虑 这 样 一 个 问 
题 : 如 果 线 性 空间 的 基 发 生 了 变动 , 同一 个 向 量 的 坐标 将 发 生 怎样 的 变化 ? 
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定义 3.8.1 设 {ee2,… ,en} 是 数 域 区 上 线性 空间 VV 的 一 组 基 , { 岂 , 形 ， 
wy fn} 是 另 一 组 基 ， 则 万 , 户 …， ;fa 可 用 elyeE2……… em 的 下 列 线性 组 合 表 示 : 


fi = anelt Qe Qnen, 


f2 = a21el 十 azze2 :+ donen, (3.8.1) 


fn = Qni€1 十 Qnr2e2 十 … 十 Qnnen. 


上 述 表 示 式 中 ei 的 系数 组 成 了 一 个 元 素 在 区 上 的 n 阶 矩 阵 , 这 个 矩阵 的 转 置 


CQl1 Q21 °° Qnl 
Q12 022 …” Qn2 
六 三 
Qn Q2n Qnm 
称 为 从 基 {e1, ez …: je 到 基 {fi, f2,:… , fn} 的 过 渡 和 矩阵 . 


现 设 
Q@ = MetMest t+ Anen = Mfi+ Whit + pnfn, 


将 (3.8.1) 式 代 入 得 : 
a = pd aijej) 十 和 (>》 aajej) 十 :十 如 (》 anyej) 
j=1 j=1 j=1 


也 n n 
(> Miail)el 十 (> LiQi2)e2 十 … 十 (> Midin)en. 
让 ei i=1 


由 于 @ = 和 ei 十 和 ez 十 … 十 和 nen, 故 


N= HK1017 十 Haaoj 十 十 HUnanj (I = 1,2,.…* ,n). (3.8.2) 
上 式 可 用 和 矩阵 来 表示 : 
和 1 Qll Q21 ‘°° Qnl AI 
和 2 Ql2 QQ22 °° Qn2 H2 


|.， ， _ ,| (3.8.3) 


\n Qn Q2n i* Qnn Hn 
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上 式 表 明了 同一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 向 量 之 间 的 关系 . 

反之 , 若 V 中 向 量 a 在 基 {ei,e2,… ,en} 下 的 坐标 向 量 (Xi, Xz,… ,和 An) 
和 在 基 { 万 , 户 ,…… , 天} 下 的 坐标 向 量 (jw, pz,… ,Jn) 适合 如 (3.8.3) 式 的 关系 ， 
注意 到 形 在 {有 天, 无,… ,万 } 下 的 坐标 向 量 为 (1,0,… ,0)', 由 (3.8.3) 式 可 知 它 
在 {ei1,e2,… ,en} 下 的 坐标 向 量 为 (Qi1, a12,:… ,a1n)', 这 即 是 说 


万 =allel 十 al2e2 十 …: 十 Qlnen， 


同 理 , 对 天 有 


fi= ailel 十 ai2e2 t+ dinen. 


因此 , 矩阵 4 就 是 从 基 {ei, e2,… ,en} 到 基 { 访 , 户 …… , fn} 的 过 渡 和 矩阵 . 

我 们 已 经 知道 如 果 (3.8.1) 式 中 的 系数 矩阵 (或 等 价 于 它 的 转 置 即 过 渡 拢 
阵 4) 可 逆 , 那么 向 量 组 { 态 , 户 ……, 态 } 必 线性 无 关 , 从 而 是 线性 空间 V 的 一 
组 基 . 那么 反 过 来 , 过 渡 矩 阵 它 是 否 一 定 可 逆 ? 另外 一 个 问题 是 : 如 果 已 知 从 
基 {ei,e2,… ,en} 到 基 {五 , 天,… ,fn} 的 过 渡 和 矩阵 为 A, 则 从 { 广 , 户 …… 态 } 
到 {ei, e2,… ,en} 的 过 渡 矩 阵 是 什么 ?我 们 有 理由 猜想 : 过 渡 和 矩阵 必 是 可 逆 阵 ， 
且 从 { 态 , 户 ……，, 轴 } 到 {e1,e2,… ,en} 的 过 渡 矩 阵 就 是 4-:!. 现 设 


el 三 01 万 十 02 疡 十 十 bn 万， 


e2 = boifi + b22fo t+ bonfn, (3.8.4) 


enm = ni 万 + bnzf2 二 2 站 bnn fn. 


令 
bl bo 1 bnl 
bi2 b22 0 bn2 
bin bon Pe bnn 


即 矩阵 是 从 基 {fi, f2,*…- 天 上 到 基 {elye2): Ee ,en} 的 过 渡 矩 阵 . 
定理 3.8.1 上 述 n 阶 方 阵 A,B 互 为 逆 阵 ,， 即 


B= 
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证 明 设 


= MeltAMest: + Mnen = 有 f+ Wfo+ + jnf,, 


则 
和 1 ail Q21 *** anl Hi1 
和 2 Qi2 Q22 … an2 HK2 
SS 3 
p Qn dd2n *** Qnn Hn 
Hi1 bi bol bn1 A 
Hi2 b12 bo2 bn2 入 2 
一 3 
Hn bin bon bn 和 An 
因此 
Ai Ql Q21 ”Qnrl bu bol :+ bni 和 1 
和 2 Q12 Q22 ……” Qn2 Di po … bn2 和 2 
Mn Qn Qn ……' Qnn bin bon 2 bnn 和 An 


但 Xi 可 取 区 中 任意 数 , 因此 
4 妃 = 五. 口 


接 下 去 一 个 问题 是 : 我 们 假定 从 基 {fel,ez,…… ,en} 到 基 {天 ,2,… , 轧 } 的 
过 渡 和 矩阵 为 4, 从 基 { 户 , 户 ,… ,万 } 到 基 {g1,g2,… ,gn} 的 过 渡 和 矩阵 为 B, 那 
么 从 {ei, ez,… ,en} 到 {g1,g92,… ,gn} 的 过 渡 和 矩阵 是 什么 ? 

假定 从 基 {el,ez,… ,en} 到 基 {91, gz…… ,gn} 的 过 湾 矩 阵 是 C, 又 假定 


Q@ = 和 iel 十 Xez 十 …' 十 Xnen 
= pifit pf2 tt Hnfn 
6191 十 上 gz + :+ Engn, 


| 
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则 
入 1 AI AI 1 
和 2 上 二流 H2 _B 6&2 | 
六 Hn Hn és 
于 是 
Al &1 
入 
ay 
和 An én 


这 就 是 说 AB 是 从 基 {ei, eo,… ,en} 到 基 {gi1,g2,:… ,gn} 的 过 渡 和 矩阵 . 

例 3.8.1 设 在 K3 中 有 两 组 基 有 = (1,0, 一 1), fo = (2,1,1),f3 = (1,1,1) 
和 91 二 (0, 1, 1), g2 = (—1, 1, 0), g3 = (1,2, 1). 求 从 {fi, fo, f3} 到 {91, 92, 93} 的 
过 渡 短 阵 . 

解 ”这 道 题 如 果 我 们 直接 做 , 将 面临 解 一 个 九 元 一 次 方程 组 , 非常 麻烦 . 我 们 
利用 上 面 的 结论 可 以 很 快 得 到 所 要 求 的 结果 . 

设 et 一 (1,0, 0), e2 二 (0, 1, 0), es 一 (0, 0, 1); 则 从 {ei, €2, es} 到 {fi, fo, f3} 
的 过 渡 和 矩阵 为 


1 2 1 
站 三 1 0 1 工 ， 
-1 
从 {ei, ez2,e3} 到 {91,g92,93} 的 过 渡 矩 阵 为 
1 
B=|1 1 2|， 
1, 0 


则 从 {及 ,无 , f} 到 {g91, gz,93} 的 过 渡 和 矩阵 为 4-1B. 用 第 二 章 例 2.5.4 的 方法 
求 矩 阵 A-1B: 


1 室 1i0 3 和 
(Ai:B)=| 0 1 1i1 1 2 |31 0 11 2 全 
-11 1il 0 1 018 2:1 -1 2 
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人 Li 
g 1 1 1 iill | 
0 0 0 01i2.44 
ph /0 Wim 1 1 
0 1 i 
00 1:2 4 4 00 1:2 4 4 


0 【六 
P=|-1 -3 -2 
2 4 4 


注 我 们 在 (3.8.3) 式 中 采用 的 坐标 向 量 是 列 向 量 . 如 果 我 们 采用 行 向 量 , 也 
可 有 类 似 的 坐标 变换 公式 , 但 在 形式 上 略 有 不 同 . 我 们 把 结论 列 出 如 下 , 而 把 证 明 
留 给 读者 . 这 时 (3.8.2) 式 的 矩阵 表示 应 改 为 


pre 
(M1 Nay: ,Ma) = (p13 p02: sin) by Ugg A 
Ci Ua on fin 
我 们 注意 到 上 式 正好 是 (3.8.3) 式 的 转 置 . 
习 题 3.8 


1. 求 向 量 a 在 下 列 基 下 的 坐标 , {e1, ez, es, e4} 是 KK 的 基 : 

(1) a = (1,2,1,3),e1 = (1,0,0,0), ez = (1,0, 1,0),es = (0,1,0,—1),e4 = (1,1,1,1); 
(2) a = (1,0, 0,0), ei = (1,1,0, 1),e2 = (2, 1,3, 1),es = (1, 1,0, 0),e4 = (0, 1, 一 1 一 1). 
2. 求 从 基 {ei1, ez, es,e4} 到 基 {五 , 天 , fa, 所 } 的 过 渡 和 矩阵 : 

el = (1,0, 0, 0), fi=(1,0,0,1), 

ez =(0,1,0,0), | f= (0,0,1,-1), 

es = (0, 0, 1, 0), fs = (2, 1,0,3), 

e4 = (0, 0, 0, 1); fa = (—1,0,1,2); 


(1) 
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el = (1,1,0,1)， fi = (10,0,1)， 
gje= (2,1,3,0)， 户 = (0,0,1 -1)， 

ea = (1, 1,0,0)， fs = (2, 1,0,3), 

ea = (0,1,—1,—1); f=(-1,0,1,2). 
3. 求 向 量 a 在 第 2 题 中 两 组 基 下 的 坐标 : 
(1) a = (1,0,0, 1); (2) a = (3, —1, 0, 2). 


4. 设 V 是 次 数 不 超 过 n 的 实 多 项 式 全 体 组 成 的 线性 空间 , 求 从 基 {1,z,z?,… ,z"} 到 
基 {1,z 一 a, (7z 一 a)”,… ,(z 一 a)”"} 的 过 渡 矩 阵 并 以 此 证 明 多 项 式 的 Taylor (泰勒 ) 公式 : 


‘(a 1 } (mn) 
10)=10) + Fe- + ++ -0)", 


其 中 f(z) 表示 f(z) 的 n 次 导数 . 


$3.9 子 空间 


在 空间 解析 几何 中 , 读者 已 经 知道 , 通常 的 三 维 空间 中 任 一 经 过 原点 的 平面 有 
这 样 的 性 质 : 任意 以 原点 为 始点 、 终 点 在 该 平面 内 的 向 量 之 和 仍 在 该 平面 内 ; 平面 
内 任 一 向 量 的 数 乘 也 仍 在 该 平面 内 , 即 这 个 平面 关于 向 量 的 线性 组 合 封闭 . 这 样 的 
平面 称 为 三 维 空间 的 子 空间 . 我 们 把 这 一 概念 推广 到 一 般 的 线性 空间 . 

定义 3.9.1 设 V 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , WW 是 VV 的 非 空 子 集 , 且 对 人 W 中 
的 任意 两 个 向 量 a,B 及 区 中 任 一 数 大 总 有 am 二 BE 人 历 及 Kae 历 , 则 称 功 
是 TV 的 线性 子 空间 , 简称 子 空间 . 

命题 3.9.1 定义 3.9.1 中 的 WW 在 六 的 加 法 及 数 乘 下 是 数 域 区 上 的 线性 空 
间 . 

证 明 我 们 要 证 明 W 适合 定义 3.3.1 中 的 8 条 规则 . 因为 WW 是 VV 的 子 集 ， 
因此 VW 中 向 量 的 加 法 适合 定义 规则 (1), (2). 由 于 Ww 非 空 , 0 = a 十 (1)a, 因此 
规则 (3) 成 立 . 又 -a = (一 1)a, 因此 规则 (4) 也 成 立 . 规则 (5) 一 (8) 显然 对 WW 
成 立 , 因此 Ww 是 K 上 的 线性 空间 . 口 

由 上 述 命题 , 我 们 称 定 义 3.9.1 中 的 W 为 线性 子 空间 是 合理 的 . 由 定义 我 们 
不 难 证 明 , 对 Vo 中 的 任意 有 限 个 向 量 at oo,… ,am, 它们 的 任意 线性 组 合 


和 ll 十 和 zat2 十 … "十 NG 
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仍 属于 Wo. 
任 一 线性 空间 V 至 少 有 两 个 子 空间 , 一 是 零 向 量 {0} 组 成 的 子 空 间 , 称 为 堆 
子 空间 ( 维 数 规定 为 0); 另 一 个 是 V 自身 . 这 两 个 子 空间 通常 称 为 平凡 子 空 间 . 
如 果 V 是 n 维 线性 空间 , 则 由 推论 3.5.1 知道 , V 的 任 一 子 空间 的 维 数 不 超 
过 n. 若 Ww 是 VV 的 非 平 凡 子 空间 , 则 


0<dimW <dimV =n. 


事实 上 , 若 dim Ww = n, 则 WW 有 一 组 由 ni 个 向 量 组 成 的 基 . 但 任意 ”个 线性 无 关 
的 向 量 均 可 组 成 V 的 一 组 基 , 因此 这 时 W = V, 与 Ww 是 非 平凡 子 空间 矛盾 . 

在 通常 的 三 维 空间 中 , 通过 原点 的 平面 是 二 维 子 空间 , 过 原点 的 直线 是 一 维 子 
空间 . 反之 , 二 维 子 空间 必 是 过 原点 的 平面 , 一 维 子 空间 必 是 过 原点 的 直线 . 


定义 3.9.2 车 全 ,你 是 六 的 子 空间 , 定义 它们 的 交 为 既 在 Vi 又 在 WW 中 的 
全 体 向 量 所 成 的 集合 Vi 站 V2. 定义 它们 的 和 为 


Vi+W={a+BlaeV,Be)}, 
即 所 有 形 如 a 十 B 的 向 量 的 集合 , 其 中 要 求 a € Vi,B € 全. 
命题 3.9.2 ViNW, Vi 二 人 2 都 是 V 的 子 空间 . 
证 明 按 定义 3.9.1 直接 验证 即 可 . 口 
类 似 地 , 可 以 定义 m 个 子 空间 的 交 : 
VNWN-.N WV 


为 属于 所 有 Vi(i = 1,2,… ,m) 的 向 量 全体 组 成 的 子 集 , 它 也 是 V 的 子 空间 . 定 
义 mm 个 子 空间 的 和 : 


V+ht+ + Vn = {oat ot + Om|ai EV,i= 1,2,...,m)}, 


太 十 仍 十 … 十 Vm 也 是 VV 的 子 空间 . 


例 3.9.1 在 三 维 行 向 量 空间 3 中 , 定义 VV = {(a,0,0)|a € K}, 记 
{(0,5,0)|b € K}, V3 = {(0,0,c)|ec € K}, Vi = {(a,b,0)|a,b € K}, Ws = 
{(0,6,0)|b,ce K}, 则 VW=Vi+W, VW=W+V,W=WNV,RK =W+W= 
M+V=WV+h=W+i+h+i+W. 


第 三 章 线性 空间 159 


定义 3.9.3 设 9 是 线性 空间 Y 的 子 集 , 记 卫 (8) 为 3 中 向 量 所 有 可 能 的 线 
性 组 合 构成 的 子 集 , 则 由 定义 3.9.1 不 难看 出 , L(S) 是 VV 的 一 个 子 空间 , 称 之 为 由 
集合 5S 生成 的 子 空间 , 或 称 之 为 由 5S 张 成 的 子 空间 . 


定理 3.9.1 设 5 是 线性 空间 V 的 子 集 , L(9) 为 由 3 张 成 的 子 空间 , 则 

(1) S$ CL(S) 且 若 WW 是 包含 集合 5 的 子 空间 , 则 L(S) C W, 也 即 L(S) 是 
包含 5 的 VV 的 最 小 子 空间 ; 

(2) L(S) 的 维 数 等 于 5S 中 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 ， 且 若 al ao ,anm 
是 5S 的 极 大 无 关 组 , 则 


L(S) ES L(ai1, ao2， ?2 voi 


证 明 (1) 显然 95 CL(5). 设 Be Z(S), 则 局 是 8 中 若干 个 向 量 aa aa ,an 
的 线性 组 合 : 
有 刁 = 和 lai 十 Xoaa 十 … :十 和 Ger， 


因为 9 C Ww, 由 子 空间 的 定义 可 知 8 € W, 所 以 L(5) CW. 
(2) 设 Ql, ov2,- ,OQm 是 Ss 的 极 大 无 关 组 ， 则 9 中 任 一 向 量 都 是 6 
的 线性 组 合 , 即 


Ss & 了 (al aa , Om). 
因此 
L(S) SS L(ai, ao2， 中 1 汪 志 训 
男 一 方面 , 显然 有 
L(Q1; 02,* 和 5 全 L(S), 
因此 


L(S) = 了 (al at2， 3 , Qem). 
L(S) 的 维 数 等 于 m. 口 


例 3.9.2 ” 实 三 维 几何 空间 中 , 一 个 非 零 向 量 生成 的 子 空间 为 这 个 向 量 所 在 的 
直线 . 不 在 同一 条 直线 上 的 两 个 向 量 生 成 的 子 空间 为 这 两 个 向 量 所 在 的 平面 . 3 个 
不 在 同一 平面 内 的 向 量 生 成 的 子 空间 即 为 整个 空间 . 


例 3.9.3 设 访 ,WW 是 线性 空间 的 子 空间 , 则 工 ( 矿 U 仍 ) 二 访 十 仿 . 
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证 明 由 生成 的 定义 , 对 任意 的 ai € Vi, az € 全 ;al 十 ao € L(ViUVW), 
故 诉 十 仍 C L(ViU 杞 ). 另 一 方面 , 因为 访 GE 访 十 仿 , 仍 C 诉 十 优 ; 由 定 
理 3.9.1 (1), L(Vi UW) CVi+W. 于 是 L(ViUW)= V+W. OO 


注 一 般 地 , 我 们 不 难 证 明 : 若 太 , V2,… ,Vm 是 V 的 子 空间 , 则 


L(ViUVU- UVn)= ++ + Vn: 


下 面 我 们 给 出 和 空间 与 交 空 间 之 间 的 维 数 公式 . 
定理 3.9.2 设 访 ,V2 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 则 
dim(Vi+W)= dimVi+dimW —dim(V NY). (3.9.1) 


证 明 设 dimVi = ni, dimW = no, dim(ViNW)= mm 取 VNW 的 
一 组 基 {Qi,… ,am}, 由 于 VNVW 是 VW 的 子 空 间 ， 故 可 添上 Wi 中 的 向 
量 an ,Qn 使 {aa ,am am ,am 是 本 的 一 组 基 .， 同样 道 
理 , 可 添上 Bm+1,'*: ,Bns, 使 {aa… ;Om Bmt1, :Bns} 成 为 WW 的 一 组 基 . 显 
然 , Vi 十 到 中 的 向 量 均 可 由 向 量 组 


CI Crm Crm 二 1 本 人 人 全 -Brs (3.9.2) 


的 线性 组 合 给 出 . 如 能 证 明 上 式 中 的 向 量 线性 无 关 , 则 它们 构成 页 十 公 的 一 组 基 ， 
由 此 即 可 推出 所 要 的 结论 . 现 假定 


和 1CI 十 … :十 Xmam 十 XmHiGm+I 十 … 十 Xman 十 Mn+iGnHI 十 十 ln = 0, 
则 
和 la 十 … 十 Amam 十 Am+ICom+I 十 … 十 Nm on = —(Jm+1Bmt+1t+** +hns Bns). 
上 式 左 端 属于 Vi, 右 端 属于 Vz, 故 
LmtiBm+1 + :+ LnsBns € ViN Vs, 
即 存在 6,… ,ém € K, 使 


Lm+1iBm+t1i + + WnsBns = &10Q1 十:… 十 上 am: 


但 oi,… ; Qm; Bm+1, :Bas 是 Vo 的 基 ， 因此 Am 十 1 = i 二 二 
én = 0. 再 由 CI ,Om Omt+1 Cna 线性 无 关 得 和 1 a = Mm = Am+i Ss 


… = Mn, =0. 口 
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若 珊 门 到 =0, 则 由 维 数 公式 马上 得 到 dim(Vi 十 和 W) = dim Wi 十 dim Wz, 即 
和 空间 的 维 数 等 于 维 数 的 和 . 我 们 可 以 自然 地 间 : 若 全 ,从 …… ,Va 是 Y 的 子 空 
间 , 当 它 们 之 间 满 足 怎样 的 关系 时 , dim( 太 十 诅 十 … 十 VV) = dim Vi 十 dim Wz 十 
… 十 dim Vm 才 会 成 立 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 需要 先 引 入 直 和 的 概念 , 它 是 
子 空间 的 一 类 特别 重要 的 和 . 


定义 3.9.4 设 态 , 克 ,… ,Vs 是 线性 空间 VV 的 子 空间 , 车 对 一 切 ii 
D2 


ll 


VN(Vi+t + V+ Vt + Wn) =0, 
则 称 和 太 十 侣 十 … 十 Vin 为 直接 和 , 简称 直 和 , 记 为 
W@W Vn. 


例 3.9.4 同 例 3.9.1 的 假设 , 则 =V@W,W=WeW,Ki=We9W= 
W@W= 训 @W BW 都 是 直 和 ,但 3 = WV 十 Wi 不 是 直 和 . 


定理 3.9.3 设 ,2,… ,Vin 是 线性 空间 V 的 子 空间 ,WW 二 仿 十 仍 十 … 十 
Vin, 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) WwW= 太 2 加 … 四 Vin 是 直 和 ; 

(2) 对 任意 的 2<i<m,， 


ViN(Vi+h+:…++ Wi)=0; 


(3) dim(Vi++ + ++ Vi) = dim V+ dim Vt: + dim Vn,; 

(4) 太 , 2,… ,Vin 的 一 组 基 可 以 拼 成 V6 的 一 组 基 ; 

(5) Vo 中 的 向 量 表示 为 Vi,WV2,… ,Vn 中 的 向 量 之 和 时 其 表示 唯一 ， 即 
若 aEW 上 且 


Q= 人 1 十 V2 十 十 Vm 二 Wi 十 Wz 十 "十 Wm， 
其 中 vi, Ui € Vi, 则 Ui = vi (i = 1,2,..- ,10). 


证 明 (1) 一 (2): 显然 . 
(2) 之 (3): 由 维 数 公 式 可 知 , 对 任意 的 2 < i < m,， 


dim(W 十 队 十 :十 态 ) =dim( 仙 十 队 十 十 有 -1 十 dim 似 . 
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不 断 迭 代 下 去 即 得 
dim( 太 十 仍 十 十 WVW) = dim Vi 十 dim 克 十 … 十 dim Vi. 
(3) 入 (4): 依次 取 全, 2,… ,Vm 的 一 组 基 为 
el elnijie21 en ;Emly ** ;Emnm, (3.9.3) 


则 dimW = wu 十 nz 十 … 十 nm 且 Ww 中 任 一 向 量 均 可 由 (3.9.3) 式 中 向 量 
的 线性 组 合 来 表示 .由 定理 3.5.3 知 (3.9.3) 式 中 的 向 量 构 成 了 WW 的 一 组 基 ， 
即 Vi, V2,… , Vm 的 一 组 基 可 以 拼 成 俩 的 一 组 基 . 

接 下 去 我 们 先 证 明 (5) 等 价 于 一 个 弱 一 点 的 条 件 : 

(5) Vo 中 的 零 向 量 表示 为 ,V2,… ,T 中 的 向 量 之 和 时 其 表示 唯一 , 即 若 


0 三 Vi 十 Va 十 … 十 Vm 


其 中 vi E Vi, 则 wv; 二 0(i=1,2,:…,m). 
(5) 一 (50): 显然 . 反之 , 由 向 量 a 的 两 个 表示 可 得 


0= (wi — v1)+ (Wm v2)+ + (Um — Vm), 


从 而 由 (5') 可 推出 (5) 的 结论 . 

(4) 全 (5): 依次 取 太 , 表 ,… ,Vm 的 一 组 基 如 (3.9.3) 式 所 设 , 于 是 它们 拼 
成 了 WW 的 一 组 基 , 特别 地 , (3.9.3) 式 中 诸 向 量 线性 无 关 . 对 任意 的 1 <i < m， 
设 w = Xiieil 十 和 veiz 十 … 十 和 inieins, 则 

0 = Allell 十 Alizel2 t+ Nniemn 
十 A21e21 十 和 22E22 十 … 十 和 2n2E2nz 十 …， 
十 Xmlieml 十 Am2em2 二 + 十 Amnm emn，， 


由 (3.9.3) 式 中 向 量 的 线性 无 关 性 , 即 得 和 i; = 0. 因此 wv; = 0(i= 1,2,… ,m). 
(5) 全 (1): 任 取 wE 信 mm( 抽 十 十: 十 攻 ) 则 


岂 三 01 十 … 十 Wi -1 十 WAHI 十 … 十 mn 
其 中 vj € VW (j==1… ,i 一 1,14 十 1,.…,m), 于 是 


0= 如 十 … 十 Di_1 十 (一 2) 十 Diril 十 … 十 Dm. 
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注意 到 we VW, 由 (5 人 ) 可 得 v = 0, 从 而 对 任意 的 1<i<m, 
VN(Vit + Wt Wirt + Vn)=0, 


即 仿 十 航 十 …: 十 WV 是 直 和 . 口 


习 是 3.9 


1. 判断 m 维 实行 向 量 空间 R” 的 下 列子 集 是 否 子 空间 : 

(D) $={(01,02,. ,an)| Do = 0}; 

(2) $= faraa ,on)| DS =1}; 

(3) 5 = {(@1,02,.… ,an) Lo = 0}; 

(4) 3 = {(01,02,… ,an) Nai= 62 == an}; 

(5) 9 = {(alaz…… ,Qan)|ai > 0}. 

2. 试 求 R? 中 下 列子 空间 的 维 数 : 

(1) Vo = {(a, 0, b) | a,b € R}; 

(2) Wo = {(a, 2a, b) |a,b € R}; 

(3) £((1,0, 1), (1, 2, 3)); 

3. 若 Wi, V2 是 线性 空间 Y 的 子 空间 且 Wi C Vz. 若 Wi 与 仍 的 维 数 相等 , 求证 : Vi = 全. 

4. 设 aa,as2,as 是 线性 空间 V 中 的 向 量 , 若 它 们 两 两 线性 无 关 但 全 体 线性 相关 , 求证 : 
了 (aa a2) = L(ai, as) = L(a2, 03). 

5. 设 U,V 是 两 个 区 上 的 线性 空间 , W = UxV 是 UV 和 VV 的 积 集 合 , 即 W = {(w,v)|ue 
U,v EV}. 现在 W 上 定义 加 法 和 数 乘 : 

(WU1,01) + (u2z,V2) = (ul + 2, v1 + v2), k(wu,v) = (kv, kv). 

验证 : W 是 KK 上 的 线性 空间 (这 个 线性 空间 称 为 UV 和 V 的 外 直 和 ). 

又 车 设 = {(w,0)|u EUV},V={(0,v)|veEV}, 则 UV',V' 是 W 的 子 空间 且 UV' 和 U 
同 构 , V' 和 V 同 构 且 W=UV @V.. 

6. 若 VV=U@W, 且 UVU= 9@ ,求证 : 

V=U@UV2®@W. 


7. 求证 : 每 一 个 n 维 线性 空间 均 可 表示 为 n 个 一 维 子 空间 的 直 和 |. 


8. 若 Vi, V2, V3 是 V 的 子 空间 , 且 ViNV=0, WNnW=0, VNW=0, 问 : 珊 十 合十 佑 
是 否 直 和 ? 
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9. 设 耻 = Mn(C) 是 复数 域 上 的 n x n 和 矩阵 组 成 的 复 空间 , 4 是 n x n 复方 阵 , 求证 : 全 
体 与 4 乘法 可 交换 的 矩阵 组 成 V 的 子 空间 , 又 若 了 是 V 的 子 集 , 求证 : 全 体 与 了 中 任 一 矩 
阵 乘法 可 交换 的 矩阵 也 构成 V 的 子 空间 且 其 维 数 不 为 零 . 


*10. 设 区 1, 区 2, 民 3 是 数 域 且 Ki1 C K2 C Ks, 若 将 K2 看 成 是 Ki 上 的 线性 空间 , 其 维 数 
为 m, 又 将 Ks 看 成 是 K2 上 的 线性 空间 , 其 维 数 为 n, 求证 : 如 将 Ks 看 成 是 K! 上 的 线性 空 
间 , 则 其 维 数 为 mn 

*11. 设 ,2,…: ,Vm 是 V 的 m 个 非 平凡 子 空间 ,证明 ; 在 Y 中 必 存 在 一 个 向 量 , 它 不 
属于 任何 一 个 Vi. 


§ 3.10 ”线性 方程 组 的 解 
用 和 矩阵 秩 的 概念 我 们 很 容易 给 出 一 般 线性 方程 组 解 的 判定 定理 . 
定理 3.10.1 设 有 nn 个 未 知 数 mm 个 方程 式 组 成 的 线性 方程 组 : 
all1271 十 al1272 十 … :十 alnZn = bh 


Q21T1 十 Q22T2 十 …: 十 aznZn = bo, (3.10.1) 


Qm1T1 十 Qm272 + GmnTn = bm, 


它 的 系数 矩阵 记 为 A, 增 广 矩 阵 记 为 A,， 即 


Q11 Q12 而 十 下 极 
远 Q21 422 Qn bo 
A= 本 》 
Qml Qm2 Qmn bm 


则 有 下 列 结 论 : 

(1) 若 4 与 4 的 秩 都 等 于 n, 则 该 方程 组 有 唯一 一 组 解 ; 

(2) 若 A 与 4 的 秩 相 等 但 小 于 n, 即 r( 妇 ) =r(A) <n, 则 该 方程 组 有 无 穷 多 
组 解 ; 

(3) 若 4 与 4 的 秩 不 相等 , 则 该 方程 组 无 解 . 

证 明 (1) 首先 我 们 证 明 方程 组 (3.10.1) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 


r(4) =r(A). 
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如 同 第 4 节 那 样 把 方程 组 (3.10.1) 写成 向 量 形式 就 是 
Zial 十 X20Q2 十 …: 十 Znon 一 加 ， (3.10.2) 


其 中 a; 为 矩阵 4 的 第 i 个 列 向 量 , B 为 常数 项 向 量 . 方程 组 (3.10.1) 有 解 等 同 
于 B 是 oi, a2,… ,an 的 线性 组 合 . 因此 r(4) =r(A4). 

反 过 来 , 若 r(4) = r(4), 则 4 的 列 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 就 是 4 的 列 向 量 
的 极 大 线性 无 关 组 . 因此 6 可 表示 为 4 的 列 向 量 的 线性 组 合 , 即 方程 组 (3.10.2) 
有 解 . 

若 再 有 r(4) =r(4) =n, 此 时 A 的 m 个 列 向 量 线性 无 关 , 所 以 B 只 有 唯一 
一 种 方法 表示 为 ci, az,… ,am 的 线性 组 合 , 即 方程 组 只 有 唯一 组 解 . 

(2) 若 r(4) = r(4) = r < mw 则 aa, ao?,…… ,am 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 
数 训 , ko,.… , kn, 使 得 


hia 十 kaa + 二 knoan = 0. 
这 时 对 任意 的 数 ， 
Ki 十 KKoa t+ -++ kkn,aon = 0. 

因此 车 zi = c1,zx2 = c2,… ,zn = cn 是 方程 组 的 解 , 则 zl = kki 二 el za = 
kkz 十 co) ,Zn = 三 kkn, 十 cn 都 是 解 , 显然 这 样 的 解 有 无 穷 多 组 . 口 

当 线 性 方程 组 (3.10.1) 有 无 穷 多 组 解 时 , 我 们 能 否 用 有 限 组 解 来 把 握 所 有 的 
解 , 这 是 我 们 要 解决 的 问题 . 我 们 先 研 究 最 简单 的 情形 , 即 所 谓 齐 次 线性 方程 组 的 
解 . 

定义 3.10.1 线性 方程 组 (3.10.1) 称 为 齐 次 线性 方程 组 , 若 其 所 有 常数 项 b; 
都 为 零 , 否则 就 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 


齐 次 线性 方程 组 的 矩阵 形式 为 
4z = 0. (3.10.3) 


显然 zi = xz2 = 二 … = 二 zn = 二 0 总 是 方程 组 (3.10.3) 的 解 . 齐 次 线性 方程 组 
中 A 的 秩 与 4 的 秩 显 然 相 等 . 若 r(4) < n, 则 方程 组 (3.10.3) 有 无 穷 多 组 解 ; 
当 r(4) = n 时 只 有 和 零 解 , 这 时 , 我 们 称 方程 组 (3.10.3) 只 有 平凡 解 . 我 们 的 目的 
是 在 方程 组 有 非 平凡 解 时 找 出 所 有 的 解 . 
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从 向 量 空间 的 观点 来 看 方程 组 (3.10.3), 它 的 一 个 解 可 以 看 成 是 n 维 列 向 
量 空间 中 的 一 个 元 素 . 若 a, B 是 方程 组 (3.10.3) 的 解 , 即 4a = 0, 46 = 0， 
则 4(aw+B) = 0. 对 任意 的 数 k, A(ka) = kAa = 0. 因此 , a 十 B 及 ka 均 是 方 
程 组 (3.10.3) 的 解 . 这 一 事实 表明 方程 组 (3.10.3) 的 全 部 解构 成 n 维 列 向 量 空间 
的 一 个 子 空间 . 这 个 子 空间 称 为 齐 次 线性 方程 组 (3.10.3) 的 解 空 间 .这 个 解 空 间 
的 维 数 是 多 少 呢 ? 我 们 如 何 来 求 出 该 子 空间 的 一 组 基 (这 时 可 将 方程 组 的 任意 一 
组 解 表示 为 基 向 量 的 线性 组 合 , 从 而 达到 用 有 限 多 组 解 表示 无 穷 多 组 解 的 目的 )? 


设 r(4)==7<n, 则 4 有 7 个 行 向 量 线性 无 关 , 因此 剔除 了 多 余 的 方程 式 以 
后 , 还 剩 7 个 方程 式 , 不 妨 就 设 为 前 7 个 方程 式 . 如 果 允 许 未 知 数 的 对 换 , 则 我 们 
可 假定 这 7 个 方程 式 系数 矩阵 的 前 7 个 列 向 量 线性 无 关 , 将 (3.10.3) 式 化 为 


Q11T1 十 十 QlrDr 一 一 Ql,r+l1Zr+l 一 一 QlmnTZn 
ge (3.10.4) 


QriT1 十 … 十 arrZr 二 一 Qr,r+1Zr+l 一 一 QrnOm- 


将 上 述 方程 组 看 成 为 ” 个 未 知 数 的 线性 方程 组 , 注意 到 它 的 系数 行列 式 不 等 
于 零 . 用 Cramer 法 则 将 方程 组 (3.10.4) 解 出 来 , 其 解 含 有 了 一 7 个 参数 , 不 妨 设 
为 


T1 = Clir+1IZrT1L 二 "二 CinTn; 
De (3.10.5) 


Tr = Crir+I1Zr+I 二 CrnTn, 
其 中 TYr 二 1 ,Tn 可 取 任 何 数 ， 依次 取 
Zr+l 二 1, Tyr 2 0 “ ,Tn 一 0, 


Trtl = 0, Zr+2 = Dns ;Tn = 0, 


便 得 到 n 一 7 个 解 : 
C1,r+1 Cl,r 十 2 
Crir 十 1 Cr,r 十 2 
NL = 1 ，72 三 0 》 
0 1 
0 0 
不 难看 出 1, 772) 77n 一 r 线性 无 关 . 
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Clm 


我 们 希望 这 n 一 7 个 解 向 量 就 是 解 空间 的 基 . 为 此 , 我 们 只 须 证 明 方程 组 
的 任意 一 个 解 可 以 表示 为 这 n 一 7 个 解 的 线性 组 合 即 可 . 设 n 是 齐 次 线性 方程 


组 (3.10.3) 的 任 一 解 向 量 , 且 设 


Q1 
Q2 
用 一 "|? 
Qn 
则 ai, az,… ,an 必须 适合 (3.10.5) 式 , 即 
Q1 = Ci,rt1iQr+1 二 *…: 
Qr = CrrtiQr+l 二 *** 
于 是 


7 三 Qr+1771 十 Qr+27712 十 ， 


这 即 表 明 方 程 组 (3.10.3) 的 任 一 解 均 可 表示 为 11,72,… 
,Mn_r 是 方程 组 (3.10.3) 解 空间 的 一 组 基 . 由 此 即 知 方程 组 (3.10.3) 


此 71, 72,* 


2 十 QnMn—r. 
,7n-r 的 线性 组 合 ， 


的 解 空 间 维 数 为 n 一 7. 一 个 齐 次 线性 方程 组 解 空间 的 基 又 称 为 该 方程 组 的 基础 解 


系 . 我 们 把 上 面 的 论证 总 结 为 如 下 定理 . 
定理 3.10.2 设 有 齐 次 线性 方程 组 


4z = 0, 


(3.10.6) 


168 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


其 中 人 = (qij) 是 m xn 纶 阵 . 若 r(A) = <n, 则 上 述 方程 组 有 非 零 解 ， 它 
的 解构 成 n 维 列 向 量 空间 的 一 个 n 一 r 维 子 室 间 ， 也 就 是 说 , 存在 nn 一 7 个 向 
量 构成 的 基础 解 系 {m1,72,… ,TIn_+}, 使 方程 组 (3.10.6) 的 任 一 组 解 均 可 表示 
为 {71, 172, en} 的 线性 组 合 . 


现在 我 们 转 而 考虑 非 齐 次 线性 方程 组 , 它 的 矩阵 形式 为 
4z = 有 . (3.10.7) 


称 齐 次 方程 组 

Az=0 (3.10.8) 
为 方程 组 (3.10.7) 的 相伴 齐 次 线性 方程 组 (或 导出 组 ). 若 7 是 方程 组 (3.10.7) 的 
一 个 解 , 如 a 是 其 相伴 齐 次 线性 方程 组 的 解 , 则 


A(a+7)= Aa+AyY=0+B=8p. 


因此 相伴 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 解 与 方程 组 (3.10.7) 的 解 之 和 仍 是 方程 组 (3.10.7) 
的 解 . 现 固定 方程 组 (3.10.7) 的 一 个 解 7, 称 之 为 方程 组 (3.10.7) 的 一 个 特 解 , 我 
们 要 找 出 方程 组 (3.10.7) 的 一 切 解 . 设 & 是 方程 组 (3.10.7) 的 任 一 解 , 则 


46=D=47， 


于 是 
A(£—7Y)=0, 
即 & 一 ~y 是 相伴 齐 次 线性 方程 组 解 . 因此 只 要 知道 方程 组 (3.10.7) 的 一 个 特 解 和 
相伴 的 齐 次 线性 方程 组 的 一 切 解 , 那么 它 的 任 一 解 都 可 以 知道 了 . 由 定理 3.10.2， 
相伴 齐 次 方程 组 (3.10.8) 有 一 组 基础 解 系 {m1,m2,… ,mm_+}, 因此 方程 组 (3.10.7) 
的 解 可 表示 为 
kimi 十 kan 十 … 十 jn rp-r 十 了 
于 是 我 们 得 到 了 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 定理 . 
定理 3.10.3 设 有 非 齐 次 线性 方程 组 (3.10.7), 它 的 系数 矩阵 A 及 其 增 广 算 
阵 A 的 秩 都 等 于 7,7 < n， 又 假定 方程 组 (3.10.7) 的 相伴 齐 次 方程 组 有 基础 解 
系 {91,m2,… ,TIn-_r}, 又 六 是 方程 组 (3.10.7) 的 任 一 特 解 , 则 其 所 有 解 均 可 表示 
为 如 下 形状 : 
km 十 fag12 十 … 十 kn_rmmnr 十 全， (3.10.9) 
其 中 hi,k2,… ,jn rr 可 取 任 何 数 . 
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注 我 们 在 讨论 线性 方程 组 解 时 并 没有 特别 强调 在 哪个 数 域 中 求解 ， 事实 
上 , 如 果 我 们 限定 在 数 域 区 中 求解 方程 组 (3.10.7) (这 时 4 中 的 元 素 当然 必须 属 
于 区 ), 那么 (3.10.9) 式 中 的 就 必须 取 自 区 中 . 


我 们 已 经 从 理论 上 完全 解决 了 求解 线性 方程 组 的 问题 , 现在 我 们 将 举例 说 明 
如 何 具体 地 求解 一 个 线性 方程 组 . 我 们 用 初等 变换 的 方法 来 做 . 
例 3.10.1 求解 下 列 线性 方程 组 : 
Z1 十 3z2 一 273 十 474 十 Z5 三 ?7， 
271 丰 622 于 574 旨 275 一 5， 
421 十 11z2 十 873 十 575 = 二 3, 
Z1 十 372 十 273 十 TZ4 十 25 一 一 2. 


解 ” 对 方程 组 的 增 广 矩阵 作 如 下 初等 变换 : 


1 沿 -1 1 
1 1 
26 0 .52550204 =3 0-9 
1 1 
41 8 05 3 0 -1 16 -16 11 -25 
1 1 
1 要 is 0 0 4 -3 0'-9 
1 8 = | 1127 t 和 22 fC 9 
1 1 
0-- _16: +16 !1 1&-98 0 1 A616 Lt 
1 一 1 一 
0 0 4 -3 0!-9 00 14 850 rt9 
1 1 
0 Db = 0 =9 00 0 0 010 
1 8 -人 和 1 人 1 0 -2 -8 4 1 4 
1 1 
0 和 未 -za Ol 0 ,4 = 
1 ~ 人 1 -> 
00 4 -3 0，-9 O00 4 -5 01=6 
1 1 
00 0 0 0'0 00 0 0 0'0 
19 ' 19 ls 
_19 71 1 -i 
1 0 0 2 六 1 0 0 5 7 
1 a 010 4 -1-1l 
| 下 3 1 9 
004 -3 01!-9 下 
0 0 0 0 0 00 0 0 010 
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由 此 可 得 原 方程 组 的 特 解 y 及 相伴 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 {m1,72} 如 下 : 


71 19 
2 2 -4 
1 _4 1 
ys a ; 31 = 3 ， 72 三 | 0 
4 4 
0 1 
0 0 ! 


原 方程 组 的 全 部 解 为 km 十 komz 十 Y. 


上 例 中 我 们 只 用 行 初等 变换 就 把 增 广 矩阵 的 左 半 部 分 化 为 对 角形 . 但 有 时 光 
靠 行 初等 变换 不 一 定 能 做 到 这 一 点 , 这 时 我 们 可 用 列 的 对 换 . 注意 列 的 对 换 仅 改变 
未 知 数 的 次 序 而 不 影响 方程 组 的 解 , 因此 是 允许 的 . 我 们 不 必用 其 他 两 类 列 变换 就 
可 求 出 解 来 . 
例 3.10.2 求解 下 列 线性 方程 组 : 
Tl1 十 272 一 ZI3 十 374 十 75 一 2; 
271 十 472 一 273 十 674 十 375 三 6， 
—T1 — 272 73 — T4375 = 
解 ” 对 增 广 和 矩阵 进行 如 下 初等 变换 : 
I。 坟 < 到 1( 生 


j= 
| 
Fm 
co 
一 


1 
5 4 2 6 S16 131 0 106 82 1 全 
1 1 
-1 二 1 1 00 0 2416 
人 了 
1 2 -131I2 1 312 -1'2 
1 1 
00 0 0 112 1 一 1 012 | 二 
1 1 
00 0 1 23 2.0 01 
3 1 2 -12 下 
1 1 
O120 O08|3|101 0 0 | 
1 1 
和 G- Oa 00 1 0 0'2 
1 0 -5 2 .41 TT 让-2 11 玛 
1 
1 
1 
六 区 心 In 0010 .02 
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在 上 面 做 初等 变换 的 过 程 中 , 我 们 进行 了 两 次 列 对 换 , 即 第 二 列 和 第 四 列 对 换 及 第 
三 列 和 第 五 列 对 换 , 这 相当 于 未 知 数 作 了 如 下 的 变换 : 

T1 二 Yi 

T2 = V4， 

TX3 二 V5， 

V4 = Y2) 

TX5 二 Ys. 
根据 最 后 一 个 矩阵 , 我 们 可 取 一 组 特 解 7 以 及 相伴 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 {111,72} 


3 三 2 于 
一 1 0 0 
7=|2|;m=|0 |,m=|10 
0 于 0 
0 0 1 
一 2 1 
1 0 
6 = ;1 =| 0|,é=|1 
—1 0 0 
2 0 0 
原 线性 方程 组 的 解 为 
kié€1 + koé2 + 6, 
或 
ZT1 = —2ki 十 [ao 十 3， 
7Z2 = ki1, 
Z3 = k2, 
24 = =1, 
二 


现在 我 们 把 求 一 般 线 性 方程 组 解 的 办 法 总 结 如 下 : 
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第 一 步 : 对 增 广 矩 阵 A 进行 初等 行 变换 及 第 一 类 初等 列 变换 ( 列 对 换 ), 注意 
用 虚线 将 常数 列 隔 开 且 不 允许 常数 列 与 其 他 列 对 换 . 经 过 若干 次 初等 变换 后 将 4 
化 成 下 列 形状 : 


0 而 PT TT Gin | di 
1 
0 1 … 0 C2ir+1 …” Con 1 d» 
1 
本 
< :> Es 
0 0 sm 1 Crri+l *** Crn | dr 


1 水 
上 述 矩 阵 空白 部 分 全 为 零 , 若 * 部 分 有 元 素 不 等 于 零 , 则 表示 r(4) > r(A), 因此 
原 方程 组 无 解 ; 阁 * 部 分 所 有 元 素 全 为 零 , 则 原 方程 组 有 解 . 
第 二 步 : 写 出 特 解 (注意 : 若 有 列 变换 , 这 还 不 是 原 方程 组 的 特 解 ) 及 相伴 齐 
次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ( 若 有 列 变 换 , 这 也 不 是 原 方 程 组 相伴 齐 次 线性 方程 组 的 
基础 解 系 ): 


di 一 Cl,r 二 1 一 Clm 

“¥ 一 7 一 一 rr+1 we 7 一 cm 
0 2 1 1 》 ) 《1m 一 7 0 
0 0 1 


第 三 步 : 根据 列 对 换 情况 , 调整 y, m1,… ,mn_-r 的 各 分 量 , 得 到 原 方程 组 的 特 
解 6 以 及 原 方程 组 相伴 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 &1,… ,&%_+. 最 后 写 出 原 方 
程 组 的 解 : 
hiéi+* + kn-rén-r t+6, 


其 中 ki, 2 bis 为 参 变数 . 
叉 虹 3.10 


1. 解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 
Z1 十 2z2 十 za 一 3z4 十 275 = 0, 
(1) 271 十 TX2 十 3 十 Xa4 一 375 = 二 0, 
ZT1 十 T2 十 273 十 274 一 275 一 0， 


271 二 +372 — 573— 177z4 + 10xs = 0; 
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Z1 十 2z2 十 7Z3 一 T4 三 0， 
(2) 4 2zl 十 4zz 十 5rs 一 3z4 — xs = 0, 
一 Z1 一 C2 一 373 十 3z4 十 42z5 = 0. 
2. 解 下 列 线性 方程 组 : 
Z1 — X2273 = 7, 
0) 271 — 272 十 273 一 474 = 12, 
一 21 二 22— s+ 224 = —4, 
一 37Z1 二 ZX2 — 87x3 一 10z4 = —29; 
ZX1 二 27x2 十 67x3 一 2x4 = —7, 
(2) 一 271 一 5z2 一 10za 十 374 = 10, 
2Z1 十 2z72 十 473 一 0， 
7Z2 十 2z3 一 374 = 一 10; 
Z1 十 Z2 十 373 十 6z4 十 2475 十 48z6 = 112, 
271 十 272 十 6zas 十 13z4 十 52z5 十 104z6 一 241， 
(3) 4 za 十 2z4 十 8z5 十 16z6 = 37, 
一 21 一 22 一 473 — 774 一 29z5 一 58z6 = 一 136， 
ZI 十 2x2 十 573 十 11za 十 42z75 十 8476 三 197. 
3. 设 al, aa 是 某 个 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 , 问 aa + as 及 2ai - as 是 否 也 是 这 个 
齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ? 为 什么 ? 
4. 判定 下 列 向 量 有 能 否 用 向 量 组 ai, aa as 线性 表示 : 
(1) B= (5,4,—2,4);a1 = (10, 一 1 3),as = (2,10,1),as = (0, —2, 1, 1); 
(2) B= (1,1,1,1);a = (一 1 2, 一 1 1),ao = (4,0,1,—1),&s = (3,2, 0, 0). 


5. 讨论 下 列 方程 组 的 解 , 在 有 解 的 情形 将 解 求 出 来 : 


和 AZ1 十 Z2 十 3 十 T4 王 1 
wm ADs 二 Wa Wa =A, 
Z1 十 Za2 十 Xza 十 zZ4 一 入 2， 
2Z1 十 Z2 十 Z3 十 和 za 一 入 3， 


其 中 入 是 一 个 非 零 常数 . 

6. 设 Az = 0 是 由 n 个 未 知 数 n 个 方程 式 组 成 的 线性 方程 组 . 若 该 方程 组 只 有 零 解 ， 
则 A*z = 0 也 只 有 和 零 解 , 其 中 大 是 任意 的 正 整数 . 反之 , 若 4z = 0 有 非 零 解 , 则 A*z = 0 也 
有 非 零 解 . 
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7. 设 4 = (aij) 是 一 个 m xn 和 矩阵 , 记 as 为 4 的 第 i 个 行 向 量 , B = (b1,b2,… ,bn), 证 


明 : 如 果 齐 次 线性 方程 组 
AzT=0 


的 解 全 是 方程 bizi 十 bz2z2 十 … 十 bnzn 二 0 的 解 , 则 B 是 on, or2,:… ,am 的 线性 组 合 . 
8. 如 果 方 阵 4 = (aii) 适合 条 件 : 
oil > > laijl, i= 1,2,...,n, 
了 Ti 
则 称 4 为 严格 对 角 占 优 阵 . 求证 : 严格 对 角 占 优 阵 必 是 非 异 阵 . 若 上 述 条 件 改 为 
aii > loil, 4 一 1,2, 7 ) 7 
Ti 
求证 : |4| > 0. 


9. 设 齐 次 方程 组 
Az=0 


由 n 个 未 知 数 及 n 个 方程 式 组 成 , 且 |4| = 0, 行列 式 |4| 中 第 (i,7) 元 素 ai; 的 代数 余子 
式 Ai; 关 0. 求证 : 该 方程 组 的 所 有 解 都 可 写 为 下 列 形式 : 

Ai 

ei2 

大 | . 
Ain 
10. 若 n 阶 方 阵 4 = (aij) 的 行列 式 等 于 零 , 证 明 : 
r(4*) <1, 


其 中 A* 是 矩阵 4 的 伴随 矩阵 . 
11. 设 有 两 个 线性 方程 组 : 


Q1171 十 al272 十 … .十 alnZn 三 六 ， 
Q21T1 十 02272 十 .…' 十 aznzn 一 bo, (1) 


QmiTi 二 am2T2 二 -+ amnzn = bm; 


Q11T1 十 a2172 十 … 十 amlZm 三 0， 


Q12T1 十 a2272 十 … :十 am22m 二 0， 


QinT1 十 Q2n7T2 十 .… 十 amnaZm 三 0， 


pzZ1 十 pz2 十 …. 十 bnzm 一 工 . 
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求证 : 方程 组 (1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 方程 组 (2) 无 解 . 
12. 证 明 : 通过 平面 内 不 在 一 条 直线 上 的 3 点 (z1, 级 ), (zz,z),(za,ya) 的 圆 方程 为 


好 小儿 YY 


ZE 十 到 zl Yi 
2 十 好 zz 力 


Z3 十 友 zs Ys 
以 此 证 明 : 通过 具有 有 理 坐 标的 3 点 的 圆 , 其 圆心 也 是 有 理 坐 标 . 


13. 求 平 面 上 不 在 一 条 直线 上 的 4 个 点 (ZT1,Yy1), (ZT2,Yy2), (Zz3, Ya), (za, ya) 位 于 同一 个 圆 
上 的 充分 必要 条 件 . 


一 
| 
© 


复 局 是 三 


1. 设 折 , V2, V3 是 VV 的 子 空间 , 举例 说 明 
VN(V+W)=VNB+VNY 


未 必 成 立 . 
2. 设 Vi, V2, Va 是 VV 的 子 空间 , 又 Vi 包含 仍 , 求证 : 
ViN(W+W)=W+ViNy. 
3. 设 U 是 V 的 子 空间 , 求证 : 存在 V 的 子 空间 W, 使 得 V = U@W. 这 样 的 子 空间 W 
称 为 子 空间 U 在 Y 中 的 补 空间 . 


4. 设 V 是 区 上 mn 阶 方 阵 组 成 的 线性 空间 , 求证 : 
(1) 所 有 对 称 阵 组 成 V 的 子 空间 ; 

(2) 所 有 反对 称 阵 也 组 成 V 的 子 空间 ; 

(3) V 是 这 两 个 子 空间 的 直 和 并 求 它 们 的 维 数 . 


5. 设 aa,a2,…… ,am 是 数 域 玉 上 的 n 维 线 性 空间 V 中 选 定 的 m 个 向 量 且 已 知 它们 的 秩 
等 于 7. 求证 : 全 体 适合 zla 十 zaa2z 十 … 十 Zmam = 0 的 列 向 量 (zl zz ,zm)' (zi € FF) 
构成 数 域 上 m 维 列 向 量 空间 Fw 的 m 一 7 维 子 空间 . 


6. 设 太 , V2 分 别 是 K 上 齐 次 线性 方程 组 zi = zz = 二 … = zn 与 c++zo 二 十 ozn 二 0 
的 解 空间 , 求证 : K" = 全 @@ 全 . 


7. 设 A= (aij), B= (bij) 是 n 阶 方 阵 , 且 0 = (一 1)"t7aijy, 求证 : r(B) = r(4). 
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8. 设 向 量 组 Cl OQ2,° Cr 线性 无 关 ， 又 


Bi = allal 十 al2a2 十 … :十 airar， 
B2 = a2lGl 十 Q2202 十 `… 十 a2rCtr， 


Br = ariQi 十 ar2C2 十 … 十 QrrCtr， 


求证 : B1, B2,-… ,Br 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 4 = (aij)rxr 的 行列 式 等 于 零 . 


9. 设 ql, qz2,… ,am 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 若 向 量 组 Bi, Bo,… ,Bk 可 用 aa az，… ,am 
线性 表示 如 下 : 
Bi = allat + 01202 + + QimQm, 
Bz2 = a2101 + 022Q2 十 …' 十 Q2mQm, 


Bk = QkiQi1 十 Gk2G2 二 二 QkmOm.: 


记 表 示 和 矩阵 4 = (aij)kxm.: 求证 : 向 量 组 Bi, B2,… ,Bk 的 秩 等 于 r(A). 


10. 设 qi,Q2,… ,am 是 向 量 空间 V 中 一 组 向 量 , Bi, Bz,… ,Bk 可 用 aa …… ,am 
线性 表 出 , 求证 : 向 量 组 Bi1, B2,… , Bk 的 秩 不 可 能 超过 向 量 组 aa, az?,，… ,am 的 秩 . 


11. 设 oi, GQ2,… ,am 是 向 量 空间 V 中 一 组 向 量 且 其 秩 等 于 r，ail ai， … ,ai 是 其 
中 r 个 向 量 . 假定 任意 一 个 ai 均 可 由 这 7 个 向 量 线性 表示 , 求证 : 这 > 个 向 量 是 原 向 量 组 的 
极 大 无 关 组 . 

12. 设 和 A 是 mxn 和 矩阵 B 是 mxk 和 矩阵 且 A = (Qi,… ,Qn), B= (Bi,… ,Bk) 是 
它们 的 列 向 量 分 块 . 假定 对 每 个 B;, 分 块 矩 阵 (4 | B;) 的 秩 都 与 4 的 秩 相 等 , 求证 : 分 块 拢 
阵 (4 | B) 的 秩 等 于 4 的 秩 . 

13. 设 Y 是 实数 域 上 连续 函数 全 体 构成 的 实 线性 空间 , 求证 下 列 函 数 线性 无 关 : 

(1) sin z,sin 27,…… ,sinnz; (2) 1, cos Zz, cos 27, ,cos7T2T; 

(3) 1, sin x, cos x, sin 27, cos 27, … ,sin nz, cos nz. 

14. 设 ai = (10,-10),as = (0,1,2,1),as = (2,1,0,1) 是 四 维 实行 向 量 空间 V 上 
的 向 量 , 它们 生成 的 子 空间 为 Vi. 又 向 量 B: = (-1,1,1,1),B2 = (1,—1,—3,—1),Bs = 
(一 1,1, 一 1, 1) 生成 的 子 空间 为 你 . 求 子 空间 三 十 全 和 人 本 站 剑 的 基 . 

15. 己 知 非 齐 次 线性 方程 组 hz = B 的 相伴 齐 次 线性 方程 组 Az = 0 的 基础 解 系 
为 {211,…- ,Tn-_-r}, Az = B 的 特 解 为 y, 求证 : ;十 人 H,*… ,7 十 WIn-r 线性 无 关 . 


16. 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 4z = B 有 解 . 求证 : 每 个 解 向 量 中 第 上 个 分 量 都 等 于 零 的 充 
分 必要 条 件 是 将 增 广 矩 阵 4 的 第 列 划 去 后 得 到 的 矩阵 的 秩 比 A 的 秩 小 . 


第 三 章 线性 空间 177 


17. 求解 下 列 线性 方程 组 (和 为 参数 ): 


2zi 一 Z2 十 Z3 十 2Z4 一 1 
zl 十 272 一 Z3 十 4z4 = 2, 


21 十 7za 一 47s 十 1174 一 入 . 
18. 求解 下 列 线性 方程 组 (k 为 参数 ): 


ji 十 Z2 十 75 三 一 2， 
21 十 kwz + x3 三 一 2， 
2Z1 十 Za2 十 za 一 一 2. 


19. 设 
Q11 Q12 Qin 
Q21 dad Q2m 
4=| . .| (m<n), 
Qml Qm2 £1:: Qmn 


已 知 Az = 0 的 基础 解 系 为 B; = (Bi; bi2,… ,bin) (i 二 1,2,… ,n 一 m), 试 求 线 性 方程 组 
Dbiyi = 0 (i=1,2,...,n—m) 
JI 


的 基础 解 系 . 
20. 设 有 两 个 非 齐 次 线性 方程 组 (IT) 和 (ITD), 它们 的 通 解 分 别 为 


了 十 妈 91 十 如 72; 0kié 十 jc2， 


其 中 
5 一 6 一 5 —1l 8 10 
一 3 5 3 + 一 2 
王 一 一 一 6 2 一 一 了 
学 0 ) 人 1 ;12 7 0 》 6 》 2 0 
0 0 1 0 0 外 
试 求 这 两 个 方程 组 的 公共 解 . 


21. 设 有 非 齐 次 线性 方程 组 (T): 


他 Big ws = 


871 一 9zz 十 az4 一 7. 
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又 已 知 方程 组 (IT) 的 通 解 为 
(1,1,0,0) + (1,0, —1,0) 十 妃 (2,3,0,1) 


若 这 两 个 方程 组 有 无 穷 多 组 公共 解 , 求 出 a,b 的 值 并 求 出 公共 解 . 
22. 求 平 面 上 m 个 点 (zi (ZT2,Y2),… , (Zn,Yn) 位 于 同一 条 直线 上 的 充分 必要 条 件 . 
23. 求 三 维 实 空间 中 4 个 点 (zl za,2)，(z2)ya, 22)，(za,ya 23), (Z4,Y4, 24) 共 面 的 充分 必 
要 条 件 . 
24. 设 在 实 平面 上 有 3 条 不 同 的 直线 : 
Z1 : ar 十 由 十 c= 0， 
Za2 : bo 十 cy 十 一 0， 
Ls : crt+ay+b=0, 


求证 : 它们 相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 是 a 十 b 十 c= 0. 


25. 设 ,V2，,… ,Vi 是 线性 空间 V 的 大 个 真子 空间 , 求证 : V 中 必 有 一 组 基 , 使 得 其 中 
每 个 基 向 量 都 不 在 诸 Vi 的 并 中 . 


26. 设 4 是 n 阶 实 反 对 称 阵 , DD = diag{fdi,dz,…… , dn} 是 同 阶 对 角 阵 且 主 对 角 线 上 元 素 
全 大 于 零 , 求证 : |4 十 万 | > 0. 特别 , I 十 A 和 五 一 4 都 是 非 异 阵 ， 


27. 设 4 是 n 阶 实 对 称 阵 , 求证 : 五 +i4 和 I, 一 i4 都 是 非 异 阵 , 其 中 i 是 虚数 单位 . 


28. 求证 : 秩 等 于 7 的 矩阵 可 以 表示 为 7 个 秩 等 于 1 的 矩阵 之 和 , 但 不 能 表示 为 少 于 7 个 
秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 


29. 设 A, B 都 是 n 阶 矩 阵 , 求证 : (4B 一) <r(4 一 五 )+r( 瑟 一 五 ). 
30. 已 知 矩 阵 Bi (i = 1 … ,k) 是 n 阶 寡 等 阵 , 即 B? = Bi;， 又 A = Bi:… Bx, 求证 : 


r(In — A) < k(n—r(A)). 


31. 证 明 : r(4BC) > r(4B)+r(BC) -rr(B). 
32. 设 有 mm 个 n 阶 矩 阵 A1, A2,.… , A, 求证 : 


r(A1)+r(A2)+:…+r(Am) <r(4142…4m) 二 (mm 一 1)m. 


ce. 


车 4 是 非 异 阵 , 求证 : r(M) = r(4) +r(D - CA-1B). 


33. 设 有 分 块 矩 阵 
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34. 设 A 是 nn 阶 方 阵 且 r(4) = ,求证 : 42 = 4 的 充分 必要 条 件 是 存在 秩 等 于 ”> 的 nxr 
和 矩阵 S 和 秩 等 于 7 的 > x 郊 和 矩 阵 卫 ,使 4=ST, TS = 万 . 

35. 设 4 是 秩 为 ” 的 m x n 矩阵 , 求证: 必 存 在 秩 为 n 一 7 的 n x(n 一 7) 矩阵 B， 
使 AB=0O. 

36. 设 Ww 是 Kn 的 一 个 非 平凡 子 空间 , 求证 : 必 存 在 矩阵 4, 使 Ww 是 n 元 齐 次 线性 方程 
组 Azx = 0 的 解 空间 . 

37. 设 A,B 是 区 上 的 nn 阶 和 矩 阵 , 若 nz 变 元 的 线性 方程 组 Ax = 0 和 Bz = 0 同 解 , 每 个 
方程 组 的 基础 解 系 含有 m 个 向 量 , 求证 : r(4 一 B)<n-m. 

38. 设 A 是 mxn 矩阵, B 是 nxk 和 矩阵 , 证 明 : 方程 组 4Bz =0 与 Bz =0 是 同 解 方 
程 组 的 充分 必要 条 件 是 r(AB) = r(B). 

39. 设 入 是 mxn 和 矩阵 , B 是 nxk 和 矩阵 . 若 AB 和 BB 有 相同 的 秩 , 求证: 对 任意 的 kx1 
矩阵 C, 矩阵 ABC 和 和 矩阵 BC 也 有 相同 的 秩 . 

40. 设 Qi,… ,Qn-_r 与 Bi,… ,Bn_r 是 齐 次 线性 方程 组 hz = 0 的 两 个 基础 解 系 , A 
是 m xn 矩阵, r(4) = 7 求证 : 必 存 在 一 个 n 一 7 阶 非 异 阵 PP, 使 


(Bi1,-…- 1a) py (aa … ) Gin- 


41. 设 A 是 m xn 实 矩阵 , 求证 : r(4'4) =r(44)=r(A). 

42. 设 4z = B 是 m 个 方程 式 n 个 未 知 数 的 线性 方程 组 , 求证 : 它 有 解 的 充分 必要 条 件 是 
方程 组 A'y = 0 的 任 一 解 a 均 适 合 等 式 a'B = 0. 

43. 设 A 是 矩阵 , |D| 是 4 的 7 阶 子 式 , 4 中 所 有 包含 | 万 | 为 > 阶 子 式 的 7 十 1 阶 子 式 
称 为 | 刀 | 的 7 十 1 阶 加 边 子 式 . 求证 : 矩阵 4 的 秩 等 于 7 的 充分 必要 条 件 是 4 存在 一 个 > 阶 
子 式 |DD| 不 等 于 零 而 |D| 的 所 有 > 十 1 工 阶 加 边 子 式 全 等 于 零 . 

*44. 设 m xn 和 矩阵 4 的 m 个 行 向 量 为 alaz，… ,am 且 aiaiz ,Qi 是 其 极 大 
无 关 组 . 又 设 4 的 n 个 列 向 量 为 Bt, Bo,:… ,Gu 且 Bi ,Bj 是 其 极 大 无 关 组 . 证 明 : 
Qi ai ai 和 ij ,Bi 交叉 点 上 的 元 素 组 成 的 子 和 矩阵 D 的 行列 式 |D| 0. 

*45. 设 4 是 一 个 方 阵 , A 的 第 和 …… ,ir 行 和 第 和 …… ,条 列 交叉 点 上 的 元 素 组 成 的 子 式 
称 为 4 的 一 个 主子 式 . 若 4 是 对 称 阵 或 反对 称 阵 且 秩 为 r, 求证 : A 必 有 一 个 7 阶 主子 式 不 等 
于 零 . 

46. 证 明 : 反对 称 阵 的 秩 必 为 偶数 . 

*47. 设 A 是 一 个 实 对 称 阵 ，4 有 一 个 7 阶 主子 式 |DD| 不 等 于 零 且 4 所 有 包含 | 疡 | 
的 7 十 1 及 7 十 2 阶 加 边 主子 式 都 等 于 零 , 求证 : 4 的 秩 等 于 r, 

*48. 设 4 是 一 个 实 反对 称 阵 , A 有 一 个 7 阶 主子 式 | 万 | 不 等 于 零 且 4 所 有 包含 | 妃 | 
的 7 十 2 阶 加 边 主 子 式 都 等 于 零 , 求证 : A 的 秩 等 于 r. 
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S 4.1 线性 映射 的 概念 


读者 已 经 学 过 映射 的 概念 , 我 们 现在 来 复习 一 下 . 所谓 映射 , 是 指 从 一 个 
集合 4 到 另 一 个 集合 B 的 对 应 p : 4 一 B. 对 4 中 任 一 元 素 a, 均 有 唯一 
的 元 素 b € B 与 之 对 应 , 记 之 为 = g(a). 元 素 b 称 为 a 在 yp 下 的 像 ,a 称 
为 元 素 b 的 原 像 或 逆 像 ，A4 中 元 素 在 p 下 的 像 全体 构 成 B 的 一 个 子 集 , 记 
之 为 p(4) 或 Inep. 如 果 Inep = B, 即 B 中 任 一 元 素 b 均 在 4 中 有 元 素 a， 
使 b= wp(a), 则 称 gp 是 满 映 射 或 称 p 是 映 上 的 映射 . 如 果 映 射 p 适合 下 列 条 件 : 
车 a 关 a, 则 g(a) 关 pl(a'), 那么 就 称 p 是 单 映 射 . 单 映 射 的 另外 一 个 等 价 说 法 是 
从 p(a) = yp(a') 可 推出 a = a'. 如 果 gp 既是 单 映射 又 是 满 映 射 , 则 称 gp 是 双 射 . 
这 时 不 仅 对 4 中 的 任 一 元 素 , 有 且 仅 有 B 中 的 一 个 元 素 与 之 对 应 ; 而 且 对 B 中 
的 任 一 元 素 , 有 且 仅 有 4 中 的 一 个 元 素 与 之 对 应 . 因此 , 双 射 又 称 为 一 一 对 应 . 

函数 y = z2 可 以 看 成 是 实数 集 及 到 及 的 映射 . 这 个 映射 不 是 单 映 射 也 不 是 
满 映射 . 因为 -1 关 1, 但 (--1)? = 1. 另 一 方面 , 及 中 的 元 素 -1 没有 原 像 . 这 个 函 
数 的 像 为 [0,+co). 如 果 我 们 把 y = z2 看 成 是 (一 co, 十 00) 一 [0, 十 oo0) 的 映射 , 那 
么 这 是 个 映 上 的 映射 , 但 仍 不 是 单 映射 . 

设 Mn( 阳 ) 是 实数 域 恨 的 n(n > 1) 阶 方 阵 全 体 组 成 的 集合 , 定义 M(R) 一 及 
的 映射 为 : pe(4) = det 4, 则 gp 是 映射 , 且 这 是 个 映 上 的 映射 , 但 它 不 是 单 映射 . 
事实 上 , 对 RR 中 任意 一 个 实数 , 均 有 无 穷 多 个 矩阵 , 其 行列 式 值 等 于 这 个 实数 . 

设 y= z3 是 [0,1) 到 [0, 二 oo) 上 的 函数 , 这 显然 是 一 个 映射 且 是 一 个 单 映 射 ， 
但 它 不 是 满 映射 . 

Descartes 平面 上 的 点 到 实数 偶 之 间 的 对 应 : 


2:CFy(a,D)， 


其 中 点 C 的 横 坐 标 为 a, 纵 坐 标 为 b. 这 是 一 个 映射 且 是 一 个 双 射 , 即 一 一 对 应 . 
若 集合 4 是 集合 B 的 子 集 , 作 4 一 B 的 映射 j: 


J(a) =a ae4， 
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则 7 是 一 个 映射 且 显然 是 单 映 射 . 若 4 = B, 则 7 是 一 个 一 一 对 应 , 这 时 映射 7 
实际 上 把 4 中 任 一 元 素 映 射 为 自身 , 因此 称 为 恒 等 映 射 , 记 为 14 或 I4. 

一 个 集合 4 到 自身 的 映射 通常 称 为 变换 , 比如 y = z? 可 以 看 成 是 及 自身 的 
变换 . 

集合 4 到 B 的 两 个 映射 了 与 9 称 为 是 相等 的 当 且 仅 当 对 任意 的 ce 4, 都 
有 f(a) = g(a), 这 时 记 f= g. 

若 了 是 集合 4A 一 B 的 映射 , g 是 集合 B  C 的 映射 , 定义 映射 g 与 了 的 

合 go 于 为 集合 4 一 C 的 映射 , 且 


(go f)(a) = g(f(a)), a€ A. 


这 里 需要 注意 的 是 并 非 任意 两 个 映射 都 有 复合 . 只 有 当 了 的 像 落 在 g 所 定义 的 集 
合 上 时 才 可 定义 g 与 f 的 复合 . 如 果 4 = B, 那么 4 上 的 任意 两 个 变换 都 可 复 
全 


若是 4 一 B 的 映射 ,g 是 B 一 0 的 映射 ,h 是 C 一 万 的 映射 , 则 Po(go 万 ) 
及 (hog)of 痢 是 4 一 DD 的 映射 且 对 任意 的 ae 4, 有 


((hog)o f)(a) = (hog)(f(a)) = h(g(f(o))), 
(ho (gof))(a)=h((go f)(a)) = h(g(f(o))), 


因此 
(hog)of =hol(gof). (4.1.1) 

上 式 通常 称 为 映射 复合 的 结合 律 . 正 因为 如 此 , 我 们 写 3 个 (或 3 个 以 上 ) 映射 的 
复合 时 常常 略 去 括号 , 写 为 ho go 于 . 通常 复合 号 “o” 也 省 略 , 即 go 了 写 为 gf. 

下 面 我 们 着 重 讨论 一 下 双 射 . 设 f 是 4 一 B 的 双 射 , 我 们 定义 BB 一 4 的 
映射 g 如 下 : 对 任 一 be B, 取 b 在 了 下 的 原 像 记 为 a, 定义 g(b) = a. 由 于 了 
是 双 射 , 故 对 B 中 的 元 素 b, 有 且 仅 有 一 个 a 作为 在 了 下 的 原 像 . 因此 9 确 
是 B 一 4 的 映射 . 不 仅 如 此 , 显然 g 也 是 一 个 双 射 , 且 

gf = 14, fg= 18. 

我 们 称 g 是 了 的 逆 映 射 , 记 为 g = 了 -1. 

命题 4.1.1 设 了 是 集合 4A 一 B 的 映射 ,如果 存在 B 一 A 的 映射 g, 使 


gf = 14, fg = 1s, 


则 了 是 双 射 且 g= 了 1. 
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证 明 先 证 f 是 单 映 射 : 若 f(a1) = f(a2), 则 由 9j(ai) = 1a(ai) = al， 
gf(a2) = 1a(az) = az, 知 ai = az, 因此 下 为 单 映 射 . 

又 对 B 中 任 一 元 素 b, g(b) ese4 且 fg 人 =15() =b. 因此 g(b) 是 b 在 f 
下 的 原 像 , 即 f 是 映 上 的 映射 . 口 


从 命题 4.1.1 的 证 明 中 可 看 出 , 从 gf = 14 可 推出 了 是 单 映射 , 从 fg = 1s 
可 推出 了 是 满 映 射 . 
现在 我 们 转 而 来 考虑 线性 映射 . 


定义 4.1.1 设 p 是 数 域 区 上 线性 空间 V 到 区 上 线性 空间 U 的 映射 , 如 
果 gp 适合 下 列 条 件 : 

(1) pl(a+B)= ¢(a) + (8), a,B EV; 

(2) p(ka) = kp(a), ke KR, a EV, 
则 称 gp 是 V 一 U 的 线性 映射 V 到 自身 的 线性 映射 称 为 VV 上 的 线性 变换 . 
若 p :V 一 U 作为 映射 是 单 的 , 则 称 gp 是 单线 性 映射 ; 如 op 作为 映射 是 满 的 , 则 
称 tp 是 满 线性 映射 . 若 p 是 双 射 , 则 称 po 是 线性 同 构 , 简称 同 构 . 若 VV 二 U,V 
自身 上 的 同 构 称 为 自 同 构 . | 

请 读者 注意 , 我 们 曾 在 第 三 章 中 定义 了 两 个 线性 空间 的 同 构 , 那个 定义 与 现在 
的 定义 是 相同 的 . 

例 4.1.1 设 WVWU 是 区 上 的 线性 空间 , 定义 yp 为 V 一 UVU 的 映射 , 且 对 一 
切 aeETJ wp(a) = 0, 则 gp 是 一 个 线性 映射 , 称 之 为 零 映 射 ,通常 记 为 0, 但 要 注 
意 这 是 一 个 映射 . 

例 4.1.2 设 V 是 区 上 的 线性 空间 , 定义 了 到 自身 的 映射 为 恒 等 映 射 Tv， 
则 显然 ly 是 V 上 的 线性 变换 , 称 为 恒 等 变 换 , 记 为 Jy 或 Tdy, 在 不 致 于 混淆 的 
情形 下 , 也 简 记 为 工 


例 4.1.3 设 V= 区 ,UVU = 区 mm 分 别 是 数 域 区 上 的 nn 维和 m 维 列 向 量 空间 ， 
入 是 区 上 一 个 已 知 的 mxmn 下 阵 ,定义 站 一 辽 的 映射 o 为 


o(a) = Aa. 


这 个 映射 由 答 阵 来 法 定义 (mm x n 适 阵 和 来 以 n 维 列 向 量 是 一 个 m 维 列 向 量 ), 由 短 
阵 乘法 性 质 容 易 验 证 gp 是 一 个 线性 映射 . 
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例 4.1.4 设 区 " 是 区 上 n 维 行 向 量 空间 , 区 是 区 上 n 维 列 向 量 空间 , 定 
义 区” 一 区 的 映射 p: 


则 容易 验证 p 是 线性 同 构 . 
例 4.1.5 设 V 是 区 上 的 线性 空间 , 定义 了 上 变换 tp, 对 任意 的 aET, 有 
Pla) = ja， 


其 中 天 是 一 个 固定 常数 , 则 gp 是 V 上 线性 变换 , 这 个 变换 常 称 之 为 纯 量变 换 或 数 
量变 换 . 
例 4.1.6 设 V 是 区 间 [0,1] 上 的 实 无 穷 次 可 微 函 数 全 体 组 成 的 实 线性 空间 ， 
定义 gp 为 求 寻 变换 
d 
(f(z) = Bf (0), 
由 求 导 性 质 知 yp 是 了 上 的 线性 变换 . 


命题 4.1.2 设 p 是 VV 一 U 的 线性 映射 , 则 

(1) 2(0) = 0; 

(2) p(ka +1B) = kp(a) + lp(B), a,B eV, k,l ek; 

(3) 若 gp 是 同 构 , 则 其 逆 映 射 p-! 也 是 线性 映射 , 从 而 是 UU 一 V 的 同 构 . 


证 明 (1) pg(0)=p(0.a)=0.9(a)=0. 

(2) p(kha +18) = p(ka) + p(1B) = kp(a) + 1p(B). 

(3) 见 第 三 章 定理 3.7.2 的 证 明 . 口 

注 车 VU 的 一 个 映射 p 适合 命题 41.2 中 的 (2), 则 yp 必 是 线性 映射 
读者 不 难 自己 验证 这 一 点 . 

最 后 需要 提请 读者 注意 的 是 , 在 线性 映射 的 定义 中 , 我 们 要 求 V 与 7 都 是 数 
域 K 上 的 线性 空间 , 不 同 数 域 上 线性 空间 之 间 的 映射 不 是 线性 映射 . 
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怀 虹 4.1 


1. 判断 下 列 映射 是 否 是 线性 变换 : 

(1) 设 V 是 Descartes 平面 , 2 把 平面 上 任 一 向 量 伸 长 m 倍 (n 是 固定 的 自然 数 ); 

(2) 设 V 是 Descartes 平面 , gp 把 平面 上 任 一 向 量 逆 时 针 转 动 60°, 但 其 长 度 保持 不 变 ; 

(3) 设 V 是 [0,1] 区 间 上 所 有 连续 函数 组 成 的 实 线 性 空间 , p 是 V 上 的 变换 , 对 任意 
的 f(z) EV, 

ea) =| fas 
(4) 设 V 是 Descartes 平面 , p 为 V 上 的 变换 : 
Pz,Y) = (27°,Y), (zy) EV; 
(5) 设 V 是 Descartes 平面 , (a;b) 是 平面 上 固定 的 一 点 , gp 是 V 上 的 变换 : 
p(T,Y) = (T+a,y+b). 
2. 证 明 : 区 % 上 变换 
pla)= Aa+B 

是 线性 变换 的 充分 必要 条 件 是 8 = 0. 这 里 4 是 一 个 n 阶 和 矩阵, 8 是 固定 的 n 维 列 向 量 , a 
是 Kn 中 任 一 向 量 . 

3. 设 线性 空间 Y = Vi 四 内 ,已 知 pl 及 pa 分 别 是 太 , V2 到 UU 的 线性 映射 , 证 明 : 存在 
从 站 到 U 唯一 的 线性 映射 yp, 当 yp 限制 在 Vi 上 时 等 于 pi (= 1,2). 

4. 设 V 是 由 几乎 处 处 为 零 的 无 穷 实数 数列 ( 即 (ao, aa, a2,… ,an,"…), 其 中 只 有 有 限 多 
个 ai 不 为 零 ) 组 成 的 实 向 量 空间 , RR[z] 是 所 有 实 系数 多 项 式 组 成 的 实 向 量 空间 . 定义 2 如 下 : 


2 n 
plao0sQiyQ2 man) 一 00 十 ai 十 a27 ++anz", 


其 中 an 关 0, 而 as = 0, s > n. 求证 : yp 是 线性 同 构 . 


§ 4.2 线性 映射 的 运算 


在 例 4.1.3 中 , 我 们 已 经 知道 任意 一 个 m x n 矩阵 4 都 可 以 定义 一 个 从 nn 维 
列 向 量 空间 到 m 维 列 向 量 空间 的 线性 映射 : p(a) = 4a. 如 果 另 有 一 个 mx 即 拢 
阵 B, 它 定 义 的 线性 映射 是 W(a) = Ba, 注意 到 和 矩阵 之 间 存 在 的 运算 , 我 们 可 以 
定义 这 两 个 映射 的 加 法 : (gp 十 外 )(a) = (A 十 B)a. 显然 这 仍 是 一 个 线性 映射 . 类 
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似 地 , 我 们 还 可 定义 线性 映射 的 数 乘 : (kgp)(a) = kAa. 对 一 般 的 线性 映射 , 我们 
是 否 也 可 以 定义 它们 的 加 法 和 数 乘 呢 ? 

定义 4.2.1 设 po, 仇 是 了 上 线性 空间 TY 一 UVU 的 线性 映射 , 定义 gp 十 钞 
为 了 一 7 的 映射 : 


(2 十 劝 )ol) = pa) + Ym), a EV. 
若 尺 E 区 , 定义 lp 为 VV 一 UU 的 映射 : 
(kp)(Q) = kp(a), a eV. 
容易 验证 p 十 落 是 线性 映射 . 事实 上 


(P+)(kat+lB) = p(kat+lB)+y (kot 18) 
= p(ka) + p(B)+ yka) 十 WCG) 
= kp(a)+lp(B)+ ky (a) + wy(B) 
= k(p(a)+wy(a))+il(p(B) + wy(B)) 
= k(p+w)(a)+i(p+ wy)(B). 


同 理 可 证 明 ky 也 是 线性 映射 . 

车 U = 区 , 即 把 K 看 成 是 区 上 的 一 维 空间 , 则 V > 区 的 线性 映射 通常 称 
为 VY 上 的 线性 函数 . 

现在 我 们 考虑 从 V 到 U 的 线性 映射 全 体 组 成 的 集合 L(V,U). 在 这 个 集合 
上 , 既然 我 们 定义 了 加 法 和 数 乘 , 它 是 一 个 线性 空间 吗 ? 


命题 4.2.1 设 L(V,U) 是 了 一 T 的 线性 映射 全 体 , 则 在 上 述 线性 映射 的 加 
法 及 数 乘 定义 下 , L(V,U) 是 区 上 的 线性 空间 . 特别 , V 一 区 上 的 所 有 线性 函数 
全 体 构成 一 个 线性 空间 . 


这 个 命题 的 证 明 很 容易 , 只 需 按 照 线性 空间 的 定义 逐条 验证 即 可 , 我 们 将 证 
明 留 给 读者 . V 上 的 所 有 线性 函数 构成 的 线性 空间 通常 称 为 V 的 共 斩 空 间 , 记 
为 V*. 当 V 是 有 限 维 空间 时 , V* 也 称 为 V 的 对 偶 空 间 . 

如 果 V = U, 我 们 用 L(V) 来 记 L(V,V), 即 了 上 线性 变换 全 体 组 成 的 集合 . 
这 时 在 L(V) 上 , 除了 加 法 和 数 乘 运算 外 , 还 有 乘法 运算 , 这 个 乘法 就 是 映射 的 复 


2 
Bs 
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定义 4.2.2 设 4 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , 如 果 在 A 上 定义 了 一 个 乘法 
“.” (通常 可 以 省 略 ), 使 对 任意 A 中 元 素 a,b,c 及 区 中 元 素 及 适合 下 列 条 件 : 

(1) 乘法 结合 律 : a (bc) = (a:b):c; 

(2) 存在 4 中 元 e, 使 对 一 切 a€ A, 均 有 


(3) 分 配 律 : 
a:(b+c)=a:b+a.o, 
(b+c):a=b:a+t+c:a; 
(4) 乘法 与 数 乘 的 相 容 性 : 
(ka) :b= k(a:b) = a: (kb), 
则 称 4 是 数 域 区 上 的 代数 , 元 素 e 称 为 4 的 恒 等 元 . 
注 4 的 恒 等 元 常常 用 1 表示 , 注意 不 要 与 数 1 混淆 . 
定理 4.2.1 设 V 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , 则 L(V) 是 区 上 的 代数 . 
证 明 由 命题 4.2.1, L(V) 是 KK 上 的 线性 空间 . 我 们 逐条 来 验证 定义 4.2.2. 
(1) 乘法 结合 律 实际 上 就 是 映射 复合 的 结合 律 , 因此 自然 成 立 . 
(2) 设 ly 是 了 上 的 恒 等 映 射 , 由 上 节 可 知 它 是 线性 变换 , 显然 对 任意 
的 peL(V), 有 
lyop=%oly= 9%, 
因此 lv 是 L(V) 的 恒 等 元 . 
(3) 设 gi, pz, ps 都 是 了 上 线性 变换 , 对 任意 的 we V, 有 
pi1((p2 十 Ps)(a)) 
= lpaz(a) 十 ps(a)) 
= pi(Pp2(0)) 十 pa(pas(a)) 
= (p10 az)(a) + (p10 ps)(a) 
= (p10 Pp2+ p10 pa3)(a). 


(p10 (wz + p3))(a) 


因此 
p10 (Pp2+ Pp3) = p10 pa + p10 ps. 


第 四 章 线性 上 映射 187 


同 理 可 证 明 另 外 一 个 分 配 律 . 
(4) 设 廊 是 区 中 任 一 数 , p, 妙 为 了 上 线性 变换 , 则 对 Y 中 任意 的 a, 有 


((kp) ow)(a) = (kp)(w(a)) = (p(wb(o)) 
= k((po%)(o)) = (keoug%))(a) 
从 而 
(kp) oW = Rk(p op). 
同 理 可 证 明 


po (ky) = k(p ow). OD 
在 L(V) 中, 定义 线性 变换 yp 的 n 次 窜 为 n 个 op 的 复合 , 则 不 难 验证 : 
Pop = ", (p)™" = p™. (4.2.1) 
若 p 是 双 射 , 即 为 VY 上 的 自 同 构 , 则 gp-! 也 是 V 上 的 线性 映射 (也 是 自 同 构 )， 
称 p71 为 p 的 逆 变 换 . 如 定义 


We > (p71)", 
则 不 难 验证 : 

yp "=(p"). (4.2.2) 
这 时 定义 

p" = 1y, 
则 (4.2.1) 式 对 一 切 整数 均 成 立 . 但 需 注意 yp 的 负数 次 寡 仅 对 自 同 构 (又 称 可 逆 变 
换 或 非 异 变换 ) 有 意义 . 
读者 需要 特别 注意 的 是 , 线性 变换 的 复合 通常 不 满足 交换 律 , 即 一 般 来 说 
po Apop. 


因此 一 般 来 说 (po 多 )" 关 2" ow". 
如 果 与 作 都 是 可 逆 线性 变换 , 则 gp owp 也 是 可 逆 线 性 变换 , 且 


(po%) l= lop. 
对 任 一 非 零 数 及 若 wp 可逆, 则 kop 也 可 逆 , 且 
(kp) =k pgp, 
读者 不 难 自己 验证 上 述 结论 . 
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怀 是 4.2 


1 设 V 是 实 系数 多 项 式 全 体 构成 的 实 线性 空间 , 定义 V 上 的 变换 刀 , 8 如 下 : 
DUGD) = 二 fo SY) = | fat. 


证 明 : 万 , S 均 为 VY 上 的 线性 变换 且 DS= Ivy, 但 SDIIv. 
2. 证 明 : 对 L(V) 中 的 任 一 元 yp 及 区 中 的 数 k, 有 


kp= (klv)ow= po (klv). 


3. 验证 : 数 域 K 上 的 n 阶 和 矩阵 组 成 的 线性 空间 在 矩阵 乘法 下 是 K 上 的 代数 . 


4. 假如 线性 变换 yp 适合 p” = yp, 则 称 yp 是 客 等 变换 . 求证 : 若 A? = A ( 即 A 是 寡 等 
阵 ), 则 在 上 一 节 例 4.1.3 中 定义 的 线性 变换 是 寡 等 变换 . 

5. 设 p 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 证 明 : gp 是 可 逆 变 换 的 充分 必要 条 件 是 yp 将 V 
的 基 变 为 基 . 


§ 4.3 线性 映射 与 矩阵 


我 们 已 经 定义 了 线性 空间 之 间 的 线性 映射 及 其 运算 . 线性 映射 是 一 个 比较 抽 
象 的 “几何 ”概念 , 不 便于 计算 和 研究 . 我 们 这 一 节 的 目的 是 要 将 这 个 抽象 的 概念 
“代数 化 ”我 们 在 第 三 章 中 通过 引进 线性 空间 的 基 , 将 抽象 的 线性 空间 和 行 向 量 空 
间或 列 向 量 空 间 联系 了 起 来 . 在 例 4.1.3 中 , 我 们 也 注意 到 , 可 以 用 矩阵 来 定义 列 
向 量 空间 的 线性 映射 . 因此 自然 地 , 我 们 希望 将 线性 映射 和 矩阵 联系 起 来 . 

首先 注意 到 如 果 取 定 线性 空间 Y 的 一 组 基 , 则 从 V 到 另 一 个 线性 空间 T 的 
线性 映射 p 完全 被 它 在 基 上 的 作用 所 决定 , 即 我 们 有 下 面 的 引 理 . 

引 理 4.3.1 设 有 区 上 线性 空间 了 和 Di {ei,ez,… ,en} 是 的 一 组 基 , 则 

(1) 如 有 VV 到 U 的 线性 映射 p 和 ,对 任意 的 i 都 有 (ei;) = p(ei)， 
则 b= yp; 

(2) 给 定 UV 中 n 个 向 量 B1, Bz,… ,Bn, 有 且 只 有 一 个 从 到 U 的 线性 映 
射 p, 满足 p(ei) = Bi(i= 1,2,.… ,n). | 
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证 明 (1) 对 任意 的 we, 设 a = Xiel 二 Xez 十 … 十 Xnen, 则 


WU(a) = W(Aiel 十 Xzez 十 … 十 Xnen). 
= AiW(el) 十 Xu 人 ez) 十 … 十 和 XnuW(en) 
= 和 Xip(el) 十 Xp(ez) 十 … 十 Xnp(en) 
= (Aiel 十 Xzez 十 … 十 Xnen) 
= plo), 


因此 多 = %. 
(2) 定义 V 二 UV 的 映射 a 如 下 : 对 VV 中 任意 的 a = 和 ei 十 和 2ez 十 … -十 nen， 


o%(a) = 和 1Gi + MBo 十 … 十 XnG，. 


容易 验证 这 是 V 到 U 的 线性 映射 , 且 pe(ei) = Bi (i = 1,2,… ,n). 唯一 性 由 (1) 
即 得 . 口 | 
现 考虑 这 样 一 个 问题 : 设 V 与 UV 分 别 是 数 域 K 上 m 维 及 mm 维 线性 空间 ， 
{ei1, e2,*…- "en} 是 V 的 基 ; {fi, f2,*… sa} 是 U 的 基 , 又 设 a 是 TY 一 U 的 线 
性 映射 且 V 的 基 向 量 在 yp 下 的 像 已 知 . 车 V 中 向 量 a 在 给 定 基 下 的 坐标 向 量 
是 (和 Al, A2,* i 问 : 如 何 来 求 Pp(a) 在 U 的 基 {fi, f2,:…- , fn} 下 的 坐标 向 
量 ? 
设 
ple1) = aufi + a12f2 t+ :+t amfm, 
ple2) = a21 fi + a22f2 + Qom fn, (4.3.1) 


plen) = Qnif 呈 an2f2 后 ss 二 1 
因为 @ = Niei 十 Xzez 二 +-… 二 Nien, 故 


Plo) = Aip(el) 十 Xp(ez) 十 … 十 Xnp(en) 
Ai(> jaysfi) + hd ,azj 方 ) 十 十 Xn(》 amj 方 ) 
j=1 j=1 


j=1 


(OO, Aiai1) 甩 十 (OO, Aiai2) 开 十 … 十 ( Na ) fin. 
和 i=1 11 
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这 表明 2(a) 在 {fi, fo,*… :fn} 下 的 坐标 向 量 (11, Lay ; Hm) 为 


Hi Qii G21 7: ni 入 1 
H2 Ql2  Q22 “°° Qn2 和 2 

二 | 0 Eu (4.3.2) 
Hm QIm Q2m *** Qnm A 


上 式 中 的 矩阵 4 = (aji)mxn 是 (4.3.1) 式 中 系数 矩阵 的 转 置 . 我 们 称 这 个 矩阵 
为 p 在 已 给 定 基 {ei, ez … ,en} 与 { 万 , 户 ……, 思 下 的 表示 矩阵 , 或 简称 为 p 
在 给 定 基 下 的 矩阵 . 

注意 (4.3.1) 式 和 (4.3.2) 式 是 等 价 的 . 我 们 在 上 面 从 (4.3.1) 式 推出 了 (4.3.2) 
式 . 反 过 来 , 如 果 (4.3.2) 式 成 立 , 即 V 中 向 量 a 在 线性 映射 e 的 作用 下 其 坐标 
向 量 可 以 用 (4.3.2) 式 来 表示 , 则 由 于 ei 的 坐标 向 量 是 (1,0,… ,0)', 根据 (4.3.2) 
式 得 到 gp(ei) 的 坐标 向 量 是 (a11, a12,… , aim)'( 即 表示 矩阵 的 第 一 个 列 向 量 ). 
此 

ple1) = anfi + Qa12f2 + amfm. 


同 理 ， 
plei) = aufit+awzfet +t aimfn. 


于 是 我 们 得 到 了 (4.3.1) 式 . 

我 们 在 给 定 基 后 , 由 从 V 到 U 的 一 个 线性 映射 得 到 了 一 个 m x n 矩阵 . 反 过 
来 , 给 定 一 个 上 的 mm xn 矩阵 4 = (oji), 由 引 理 4.3.1, 我 们 可 以 得 到 下 一 区 
的 唯一 一 个 线性 映射 yp, 使 e(ei) 适合 (4.3.1) 式 . 

若 记 L(V,U) 为 所 有 从 V 到 TU 的 线性 映射 组 成 的 集合 , Mxn(K) 是 区 上 全 
体 m xn 矩阵 组 成 的 集合 , 则 我 们 得 到 了 一 个 从 L(V,U) 到 Mxn(K) 的 映射 卫 ， 
对 任意 的 pe L(V,U), T(yp) = 4, 其 中 A 是 y 在 给 定 基 下 的 表示 和 矩阵. 前 面 的 
分 析 告 诉 我 们 : 工 是 一 个 一 一 对 应 . 

我 们 已 经 知道 , M%,xn(K) 在 矩阵 的 加 法 与 数 乘 下 是 KK 上 的 线性 空间 , L(V UU) 
也 是 KK 上 的 线性 空间 . 这 两 个 线性 空间 同 构 吗 ? 即 一 一 对 应 工 保持 加 法 运算 和 
数 乘 运算 吗 ? 

先 做 一 些 符号 上 的 说 明 . 假设 V 的 基 为 {ei, es,… ,en}, U 的 基 为 { 户 , 户 ， 
fm}. 记 是 V 到 区 的 线性 同 构 : 若 a = aiel 十 azez 十 … 十 anen, 则 


Ti(a) = (al az ,an). 
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同样 , 若 8 =f 十 bo 形 十 … 十 bmfmn, 则 令 
72(B) i (b1, bo, A ; bra) 
设 pe L(V,U), T(y) = A 是 yp 在 给 定 基 下 的 表示 和 矩阵 . 我 们 约定 用 pa 表示 在 
例 4.1.3 中 定义 的 从 K;, 一 Kn 的 线性 映射 , 即 若 z < Kn, 则 pa (zx) = 
定理 4.3.1 设 工 是 由 上 面 定 义 的 从 L(V,U) 到 Minxn( 区 ) 的 映射 , 则 五 是 
一 个 线性 同 构 . 不 仅 如 此 , 912p 二 pa, 即 有 图 4.1 所 示 的 交换 图 . 


证 明 我 们 先 验 证 工 是 一 个 线性 映射 . 设 yp, 是 V 二 U0 的 线性 映射 
且 了 (po) =4= (a;), T(W) = B= (0;i). 对 任意 的 ei(i= 1,2,.… ,n), 有 
(p+W)(ei) = a 让 


yd 大 D1 


3=1 
2 (Qs + by) 


j=1 


因此 
T(p+%)=A+B=T(p)+T(w). 


同 理 , 可 证 明 对 任意 的 ke 区 及 p Ee L(V,U), 有 
T(kp) = kA = kT(p). 


这 表明 工 是 线性 映射 . 因为 工 是 一 一 对 应 , 故 是 同 构 . 
要 证 明 图 4.1 所 示 的 交换 性 , 只 要 对 V 的 任 一 基 向 量 e;, 验证 yop(ei;) = 
pam(ei) 即 可 . 设 


QIm Q2m 1 Qnm 
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则 e(ei) = oil 态 十 aiz 户 十 :十 aim 太 ， 故 


注意 到 mi(e;) 是 第 i 个 标准 单位 列 向 量 , 因此 pami(ei) 就 等 于 4 的 第 ; 个 列 向 
量 , 即 ami(ei) = m2p(ei). 图 的 交换 性 成 立 . 口 


下 面 的 定理 告诉 我 们 , 矩阵 乘法 的 几何 意义 是 线性 映射 的 复合 . 
定理 4.3.2 同 定理 4.3.1 的 假设 , 再 设 W 是 区 上 的 线性 空间 , {g1, ga， 
gp} 是 W 的 一 组 基 , wp EL(U,W), 则 TT(wyp)=T(Y)T(p). 


证 明 设 T(y) =A4= (ajax 工 (%) =B= (bkj)pxm 分 别 是 py 在 给 定 
基 下 的 表示 矩阵， 人 【9 Mie1 二 和 2e2 十 …… 十 入 nen 是 V 中 任 一 向 量 ， 则 p(a) 的 
坐标 向 量 为 


MH1 和 1 
Ln 和 2 
Am 和 nm 

(ela)) 的 坐标 向 量 为 
6 M1 
多 _B H2 
5 Hm 

因此 

&1 Al 
次 
。， 2 
名 和 An 


这 表明 , T(wp) = BA = T(%)T(p). 口 
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现在 我 们 考察 V 上 全 体 线性 变换 L(V). 取 定 V 的 一 组 基 {ei, ez,:… ,en}. 
对 任 一 PE L(V), 设 
ple1) = a1e1t a1262 + AaInen, 
pl(e2) = azlel 十 azze2 十 …… 十 aaneni 


(4.3.3) 


(en) = Qn1el 十 Qn2e2 二 "二 Qnnen, 

则 yp 在 基 {ei, ez,… ,en} 下 的 表示 和 矩阵 定义 为 n 阶 方 阵 4 = (aj;), 即 (4.3.3) 
式 中 系数 矩阵 的 转 置 , 记 为 T(yp) = A. 

定理 4.3.3 全 : L(V) Mn(K) 是 线性 同 构 , 并 对 任意 的 gp,tpE L(V), 有 

TVPp) = T(Y)T(p), 

即 全 保持 了 乘法 . 

证 明 由 定理 4.3.1 和 定理 4.3.2 类 似 的 证 明 可 得 结论 . 口 

推论 4.3.1 上 述 同 构 工 有 下 列 性 质 : 

(1) T(Iy) = Ln; 

(2) p 是 了 上 自 同 构 的 充分 必要 条 件 是 工 (vp) 为 可 逆 阵 且 这 时 有 

T(p )=T(p). 

证 明 (1) 当 pp = Iy 时 , (4.3.3) 式 中 的 系数 矩阵 为 I,, 其 转 置 也 为 二 ,因此 
结论 成 立 . 

(2) 由 pp- = vy, 得 

T(p)T(p 7)=T(pp )=T(N)=,. 

此 即 工 (yp-!) = 工 (gp)-1. 充分 性 也 不 难 验 证 . 口 

上 面 的 这 些 结论 在 线性 映射 与 矩阵 之 间 建 立 起 了 桥梁 , 它 可 以 使 我 们 能 用 代 
数 的 工具 (矩阵 ) 来 研究 几何 的 对 象 (线性 映射 ). 另 一 方面 , 我 们 也 可 以 用 几何 的 
方法 来 研究 代数 的 对 象 (矩阵 ). 

我 们 继续 讨论 线性 变换 的 问题 . 我 们 知道 线性 变换 的 表示 矩阵 是 与 线性 空间 
中 的 基 联 系 在 一 起 的 . 一 般 说 来 , 当 基 发 生变 化 时 , 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 
表示 矩阵 是 不 相同 的 . 如 果 我 们 已 经 知道 了 两 组 基 及 其 过 渡 矩 阵 , 同一 个 线性 变换 
在 这 两 组 基 下 的 表示 矩阵 有 什么 关系 呢 ? 
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定理 4.3.4 设 V 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , pp E L(V), 又 设 {ei1,e2,*… ,en} 
及 {fi, f2,*… ,fn} 是 V 的 两 组 基 且 从 {fel ez … , En} 到 {fi, fo,:… : 的 过 
渡 和 矩阵 为 PP, 若 p 在 基 {el1,e2,… ,en} 下 的 表示 短 阵 为 A, 在 基 万 ;, 户 …… ,万 } 
下 的 表示 算 阵 为 五, 则 
B= P-'AP. 
证 明 设 a 是 V 中 任 一 向 量 且 
Q = 和 lel 十 知 本 十 ws 十 和 En 二胡 骨 + jz 十 … 十 inf， 


则 由 第 三 章 中 的 (3.8.3) 式 得 


Al H1 
和 
a pd (4.3.4) 
和 An Hn 
设 
P(A) = bet+éoes +t énen = f+mhf+ + mf (4.3.5) 
则 由 (4.3.2) 式 得 
1 和 1 M1 全 
入 
| 4 ad et Dad a (4.3.6) 
én \n Tn An 
另 一 方面 由 (4.3.5) 式 及 第 三 章 的 (3.8.3) 式 有 
a nN1 
" 三 呈 时 ; (4.3.7) 
En Tn, 
由 (4.3.4) 式 、(4.3.6) 式 、(4.3.7) 式 得 : 
HI AI 
H2 /2 


PB| | =4P (4.3.8) 


Hn Hn 
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但 a 是 任意 的 , 即 (4.3.8) 式 中 的 mi 是 任意 的 , 因此 
PB = AP, 
即 
B= P-!'AP.O0O 
定义 4.3.1 若 A,B 为 n 阶 方 阵 且 存 在 ni 阶 非 异 阵 PP, 使 
B= P-1AP, 

则 称 4 与 BB 相似 , 记 为 A B. 

定理 4.3.4 表明 : V 上 的 线性 变换 yp 在 不 同 基 下 的 表示 和 矩阵 是 相似 的 . 

命题 4.3.1 ”相似 关系 是 一 种 等 价 关 系 , 即 

(1 ) A 4i 

(2) 若 AzCB, 则 BO 有 A4; 

(3) 若 AcwB,BCGOC, 则 AscC. 

证 明 (1) A=I-1AL,, 故 AxA. 

(2) 车 B= P-14P, 则 A= PBP-!, 因 此 BSA. 

(3) 若 B=P-!1AP,C=Q-1BQ, 则 C= (PQ)-!1A(PQ), 故 A%3C. 口 

定理 4.3.4 揭示 了 同一 线性 变换 在 不 同 基 下 表示 和 矩阵 之 间 的 关系 . 一 个 十 分 
重要 的 问题 是 : 对 一 个 线性 变换 yp 能 否 找 到 一 组 适当 的 基 , 使 yp 在 这 组 基 下 的 表 
示 和 矩阵 具有 简单 的 形状 ? 这 个 问题 的 代数 提 法 是 : 给 定 一 个 n 阶 矩 阵 4A, 能 否 找 
到 一 种 方法 , 使 得 4 相似 于 一 个 比较 简单 的 矩阵 . 我 们 将 在 第 六 、 第 七 章 中 探讨 
这 一 问题 . 


怀 颗 4.3 


1. 设 Y 是 实数 域 上 次 数 小 于 4 的 一 元 多 项 式 全 体 组 成 的 线性 空间 , yp 为 多 项 式 的 求 导 运 
算 . {l zz2z3} 是 T 的 基 , 试 求 yp 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵. 
2. 设 p 是 KK“ 中 的 线性 变换 , 它 在 一 组 基 {e1, e2, ea, e4} 下 的 表示 和 矩阵 为 
1 2 
-1 0 
P| 
由 
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求 p 在 下 列 基 下 的 表示 抢 阵 : 
(1) {ea, es, e2, e1}; 
(2) {ei,ei+ ez2,ei+e2+te3,el+te2+tes+tea}. 


3. 设 V 是 Descartes 平面 , 求 绕 原点 转动 9 角 的 旋转 在 基 {(1,0), (0, 1)} 下 的 表示 和 矩阵 . 

4. 设 有 线性 空间 V 上 线性 变换 yp, W%, 已 知 p 是 可 逆 变 换 . 又 p 和 甸 在 第 一 组 基 下 的 表 
示 和 矩阵 分 别 为 A, B. Y 的 第 一 组 基 到 第 二 组 基 的 过 渡 和 矩阵 为 已, 求 线性 变换 yp 十 2p 十 IT (I 
为 VY 上 恒 等 变 换 ) 在 第 二 组 基 下 的 表示 和 矩阵. 

5. 设 V,U 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 维 数 分 别 为 n 与 m, 求证 : L(V,U) 是 nm 维 线性 空 
间 . 

6. 设 4A,B 是 nn 阶 方 阵 且 4 可 逆 , 求证 : 4B 与 BA 相似 . 

7. 证 明 : 相似 的 矩阵 具有 相同 的 迹 . 

8. 车 A 与 B 相似 , C 与 DD 相似 , 证明 下 列 分 块 矩阵 也 相似 : 


4 oO B 0O 
oc)'\o DD) 

9. 求 出 只 与 自己 相似 的 所 有 n 阶 和 矩阵 . 

10. 设 m 阶 和 矩阵 BB 是 从 n 阶 和 矩阵 A 经 过 互 换 第 j 行 与 第 i 行 , 再 互 换 第 j 列 与 第 i 列 得 
到 , 求证 : A 与 B 相似 并 求 非 异 阵 P, 使 B= P71AP. 

11. 证 明定 理 4.3.4 的 逆 命 题 : 若 n 阶 方 阵 4 与 B 相似 , 则 它们 可 看 成 是 同一 个 线性 变换 
在 两 组 基 下 的 表示 矩阵 . 

12， 设 p 是 线性 空间 VU 的 线性 映射 ，fel ea … ,en} 及 { 户 , 户 …… ,加 } 是 了 
的 两 组 基 ， {el,e2,…: ;em} 及 {fi, £2,-…- nt 是 U 的 两 组 基 . 设 Ea 在 {ei, e2,.…- ,en}, 
{e1, e2,*…- ery 下 的 表示 矩阵 为 4， 在 {fi, f2,-… fs {fi, f2,.… pn 下 的 表示 矩阵 为 B, 
又 {elye2z…… , en} 到 {fi, f2,*… 四]} 的 过 渡 和 矩阵 为 BB {e1, e2,.… pe 到 {fi, f2,*…: ry 
的 过 渡 和 矩阵 为 @, 试 证 : 

刀 = QI4P. 


§ 4.4 线性 映射 的 像 与 核 


定义 4.4.1 设 yp 是 数 域 区 上 线性 空间 V 到 U 的 线性 映射 , op 的 全 体 像 元 
素 组 成 U 的 子 集 称 为 p 的 像 , 记 为 Im gp. 又 , V 中 在 p 下 映射 为 零 向 量 的 全 体 
向 量 构成 V 的 子 集 , 称 为 p 的 核 , 记 为 Ker wo. 
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命题 4.4.1 设 wp 是 线性 空间 VV 一 U0U 的 线性 映射 , 则 Inw 是 U 的 子 空间 ， 
Kerwp 是 T 的 子 空间 . 
证 明 设 a,BeImw, 则 有 V 中 向 量 w,v, 使 
a= yp(u), B= 9p(v). 
显然 p(t 十 9) = p(w) 十 p(v) = a 十 B. 因此 a 二 Be Imwp. 同 理 若 Ke KK, 


则 p(kw) = kp(w) = ka, ka e Img. 此 即 Im gp 是 UV 的 子 空间 . 
设 u,v € Kerg, 则 p(w) = gp(v) = 0, 因此 


put+v)= pu) + yp(v)=0. 
这 说 明 久 十 v € Ker gp. 类 似 地 可 证 明 kw € Ker pp. 因此 Ker yp 是 VV 的 子 空间 . 口 


推论 4.4.1 线性 映射 p 是 满 映射 的 充分 必要 条 件 是 dimImg = dimU; 线 
性 映射 gp 是 单 映射 的 充分 必要 条 件 是 Kerp = 0. 


证 明 第 一 个 结论 显然 ， 对 第 二 个 结论 , 若 p 是 单 映射 , p(v) = 0, 自 
然 意味 着 vw = 0, 即 Kerp = 0. 反之 , 若 Kerp = 0, 如 果 p(w) = p(wv)， 
则 p(w mv)= pu)—p(v)=0, 故 ww 一 v=0, 即 w=w. 口 


定义 4.4.2 设 yp 是 V 一 U 的 线性 映射 . 称 像 空间 Im op 的 维 数 为 gp 的 秩 ， 
记 作 了 (gp). 核 空间 Kerw 的 维 数 称 为 p 的 零度 . 


如 果 一 个 线性 映射 的 表示 矩阵 已 知 , 那么 它 的 像 空间 和 核 空间 的 维 数 如 何 确 
定 ? 像 空间 和 核 空 间 如 何 用 已 知 的 基 向 量 来 表示 ? 在 回答 这 些 问题 之 前 , 我 们 先 
通过 一 个 引 理 引 入 线性 映射 的 限制 的 概念 , 这 一 概念 在 后 面 将 会 经 常用 到 . 

引 理 4.4.1 设 p:V 一 U 为 线性 映射 ,V'C V,U' CU 为 子 空间 且 满 
足 p(V') CU', 则 通过 定义 域 的 限制 可 得 线性 映射 p' :VV' 一 U', 使 得 op' 与 有 具 
有 相同 的 映射 法 则 . 进一步 , 若 gp 是 单 映射 , 则 sp' 也 是 单 映射 . 

证 明 定义 gp' :VV' 才 UV 如 下 : 对 任 一 wv EV', of) = p(v)EU'. 显 
然 p' 是 一 个 定义 好 的 映射 , 它 其 实 是 将 yp 的 定义 域 限制 在 V' 上 得 到 的 映射 , 当 
然 与 p 具有 相同 的 映射 法 则 , 由 % 是 线性 映射 容易 验证 gp' 也 是 线性 映射 . 注意 
到 Ker gp' = Ker yp 由 V', 因此 第 二 个 结论 由 推论 4.4.1 即 得 . 口 

例 4.4.1 设 V 是 Descartes 平面 , gp 是 绕 原 点 逆 时 针 旋 转 0 角 的 线性 变换 . 
设 V' 是 x- 轴 所 在 的 一 维 子 空间 , U' 是 9 角 直 线 所 在 的 一 维 子 空间 , 则 限制 映 
射 po/ :V' 一 U' 不 仅 是 单线 性 映射 , 也 是 满 线性 映射 . 
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定理 4.4.1 设 VU 分 别 是 数 域 区 上 的 n 维和 m 维 线性 空间 , 又 设 {e1,e2， 
.…, En} 是 V 的 基 , {及 ,用 ,… ,fn} 是 U 的 基 . 若 p 是 VU 的 线性 映射 , 它 
在 给 定 基 下 的 表示 短 阵 为 A, 则 


dim Im p = rank(4)，dimKerw = n— rank(A). 


证 明 我 们 沿用 定理 4.3.1 中 的 记号 和 术语 . 考虑 定理 4.3.1 中 的 交换 图 4.1. 

我 们 先 证 明 m1 (Ker p) C Kerwpay Tp(Imgp) C Impa. 任 取 wv€ Kerw, 则 由 
4.1 的 交换 性 可 得 pa (m1(v)) = ?2(%p(5)) = 二 12(0)=0, 即 (wv) seKerPa, 从 
而 (Ker yp) C Ker pa. 任 取 w€ Im yp, 则 存在 v EV 使 得 w= gp(v), 由 图 4.1 
的 交换 性 可 得 mp (ww) = 72 (9 (v2)) = pa(Ti(o)) s Im gpa, 从 而 ma(Imwe) C Im pa. 

注意 到 m1, m2 都 是 线性 同 构 , 由 引 理 4.4.1 通过 定义 域 的 限制 可 以 得 到 两 个 
单线 性 映射 m1 : Ker yp 一 Kerpa 和 7 :Img 一 Imgpa. 接 下 去 我 们 证 明 这 两 
个 线性 映射 也 是 满 射 . 任 取 a € Ker pa, 因为 Ti 是 一 一 对 应 , 故 存在 v EV, 使 
得 mm(v) = a, 于 是 由 图 4.1 的 交换 性 可 得 0 = ea(a) = p(n(v)) = 72(p(v)). 因 
为 m2 也 是 一 一 对 应 , 故 p(v) = 0, 即 we Kerg, 于 是 7(V)=m(v)=Q, 即 21: 
Ker ep 一 Ker pa 是 满 射 , 从 而 是 线性 同 构 . 任 取 B e Im pa, 则 存在 a € K;, 使 
得 pa(a) = B. 因为 m 是 一 一 对 应 , 故 存在 ws V, 使 得 m1(v) = a, 于 是 由 
4.1 的 交换 性 可 得 6 = pa(a) = pa(m(v)) = m2(9(0)). 令 w= plv) eInoy, 
则 (Ww) = rz(w) = B, 即 :Img 一 Imgpa 是 满 射 , 从 而 是 线性 同 构 . 

将 4 表示 成 列 分 块 的 形式 : 


A= (al 02,* 1 Oi) 


其 中 oj 是 4 的 第 j 列 向 量 . 任 取 z= (z1,22,… ,Zn) E Kn, 则 Im gpa 中 的 向 
量 ea(z) = 4z = zial 十 TZ2Q2 十 … 十 ZnQn, 其 中 zaza ,zn 可 取 区 中 的 任 
意 数 , 因此 Im yp4 = L(Qi) Qe2,… ,an). 由 定理 3.9.1 知 dim Im pa = rank(A). 
因为 芭 : Im yp 一 Im gpa 是 线性 同 构 , 故 dimImgp = rank(4). 又 Kerpa= {ze 
Kn|pa(z) = 4z = 0}, 即 Ker pa 是 齐 次 线性 方程 组 Ax = 0 的 解 空间 , 由 定 
理 3.10.2 知 dim Ker pa =n 一 rank(A). 因为 到 :KerP 一 Kerpa 是 线性 同 构 ， 
故 dim Kerp = 二 n 一 rank(A). 口 

推论 4.4.2 (线性 映射 的 维 数 公式 ) 设 p 是 区 上 nn 维 线性 空间 VV 到 区 
上 m 维 线性 空间 U 的 线性 映射 , 则 


dim Ker 9 + dim Im y = dimV. 
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推论 4.4.3 记号 同上 , yp 是 满 映 射 的 充分 必要 条 件 是 T(4) = m, 即 表示 天 
阵 A 是 一 个 行 满 秩 阵 ; P 是 单 映 射 的 充分 必要 条 件 是 Tr(4) =m 即 A 是 一 个 列 
满 秩 阵 . 

推论 4.4.4 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 gp 是 可 逆 变 换 的 充分 必要 条 件 
为 它 是 单 映 射 或 它 是 满 映 射 . 


证 明 若 p 是 单 映 射 , 则 Kerw = 0. 而 
dimKerp + dimImy%=n. 


因此 dim Im yp = mw 即 yp 是 满 映 射 , 从 而 p 是 可 道 变换 ( 即 自 同 构 ). 

若 p 是 满 映 射 , 则 r(p) = dimImwe =n, 故 Ker yp = 0, 即 p 是 单 映射 , 因而 
也 是 自 同 构 . 口 

注 用 代数 方法 证 明 这 个 推论 也 很 简单 , 事实 上 , 一 个 n 阶 方 阵 可 逆 的 充分 
必要 条 件 是 或 它 为 行 满 秩 阵 , 或 它 为 列 满 秩 阵 . 

推论 4.4.5 n 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 o 是 单 映射 (或 满 映射 ) 的 充分 
必要 条 件 为 它 在 VV 的 任意 一 组 基 下 的 表示 短 阵 是 可 逆 阵 . 


下 面 的 例子 将 告诉 我 们 如 何 计算 像 空间 和 核 空间 . 


例 4.4.2 设 VV 是 区 上 五 维 空间 , U 是 区 上 四 维 空间 , {ei1,e2,e3, es,es} 
是 V 的 基 ， {fi, fo, fo, fa} 是 U 的 基 ， TY 一 这 的 线性 映射 ~ 在 上 述 基 下 的 表示 
甜 阵 为 


OY 
Be 
MD 
| 
[> 


1 
2 
1 
2 
求 In 和 Ker ow. 

解 ” 对 和 矩阵 4 进行 初等 行 变 换 : 
1 1 -3 2 工区 1 =3 2 

A= 2 

1 

2 


2 

1 

LL 2 =2 0 =1 1 5 一 4 
3 -5 —17 10 0 =1 =7™ ~ "6 
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9 1 
人 (Us ed 
一 上 一 
C3 -7 =7 0 0 -4 -8 5 
0 = 和 -= 了 .有 0 0 -8 -16 10 
1 0 3 了 =6 1 0 37 -6 
0 =1i 1 5 =4 0 15 专员 , 渍 烛 年 要 
一 5 | 一 
0 0 -4 -8 5 0 0 1 2 一 了 
0 0 人 沙井 0 0 00 0 
9 
1 ori 
0 0 有 
1 


0 1 0 =3 二 
5 
0 0 1 2 总 入 
0 0 0 0 0 
因此 r(4) = 3, 即 dimImwe =3. 从 上 面 可 以 看 出 4 的 前 3 个 列 向 量 线性 无 关 ， 
因此 它们 可 以 组 成 Im wo 的 一 组 基 , 故 
Im we = hfi+2fot+fat+2f4)t+hk2a(2f1+fot+fst+3fa)+ks(fi+fot+2fs—5fa), 


其 中 应 可 取 区 中 的 任意 数 . 
方程 4z = 0 的 基础 解 系 为 


一 1 9 

3 一 11 
CQ1 三 | 一 2 | ，as2 王 5 

1 

0 4 


因此 


Kerp = ki(—el+t+3es — 2e3+ea)+ ko(9e1— 1les 十 5es 十 4e5)， 


其 中 k; 可 取 区 中 的 任意 数 . 
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为 晓 4.4 


1. 设 yp 是 实 四 维 空间 V 上 的 线性 变换 , yp 在 Y 的 一 组 基 {ei1, ez, es, ea} 下 的 表示 和 矩阵 为 
1 0 
—1 2 
2 
一 2 
求 p 的 核 空间 与 像 空间 (用 基 的 线性 组 合 来 表示 ). 

2. 设 V= 久 晶 访 , pp 是 V 上 线性 变换 上 且 适合 条 件 : 

Pp(V1+ v2) = v1, vi € Vi, v2 € V2. 


求证 : yp? = p, 并 求 Inp 及 Kerp. 又 车 {e1,… ,er} 是 WW 的 基 , {er41,… ,en} 是 仍 的 
基 , 求 在 V 的 基 {ei1,:… ,er,er+1,'… ,en} 下 的 表示 和 矩阵 . 
3， 设 gp 是 线性 空间 Y  U 的 线性 映射 , UV" 是 UV 的 子 空间 且 VU" C Imyp, 求证 : 
pg (UT)= {veEV|yp(v) EU'} 是 V 的 子 空间 , 且 
dimU’ +dimKeryp = dimgp '(U'). 


4. 设 V 是 数 域 KK 上 的 二 阶 矩 阵 全 体 组 成 的 向 量 空间 , 定义 V 上 的 线性 变换 P 如 下 : 
2 2 0 
求 p 的 秩 和 截 度 . 


5. 设 V = Mn(K), 若 4eEV, 令 yp(4) = trAh, 求证 yp 是 V 一 区 的 线性 映射 , 并 
求 dim Ker yp 以 及 Kerw 的 一 组 基 . 

6. 设 U 是 有 限 维 线性 空间 V 的 子 空间 , yp 是 V 上 线性 变换 , 求证 : 

(1) dimU — dim Ker p < dim p(U) < dimU; 

(2) dim -1(U) < dimU + dim Ker yp. 


7. 利用 上 题 , 证 明 关于 两 个 n 阶 方 阵 4 与 B 之 积 秩 的 Sylvester ( 西 尔 维 斯 特 ) 不 等 式 : 
r(4) +r(B)—n<r(AB) < min{r(A),r(B)}. 


8. 举例 说 明 推 论 4.4.4 对 无 限 维 线性 空间 不 成 立 , 即 存在 无 限 维 线性 空间 V 上 的 线性 变 
换 yp, 使 得 gp 是 单 映射 或 满 映 射 , 但 不 是 自 同 构 . 
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$4.5 不 变 子 空间 


设 V 是 数 域 KK 上 的 线性 空间 , gp 是 V 上 的 线性 变换 . 现在 我 们 来 研究 由 w 
决定 的 一 类 子 空间 一 一 不 变 子 空间 . 不 变 子 空间 的 理论 对 以 后 我 们 将 要 学 习 的 标 
准 型 理论 有 重要 的 意义 . 

定义 4.5.1 设 P 是 线性 空间 WV 上 的 线性 变换 , [ 是 TY 的 子 空间 , 若 UJ 适 
合 条 件 : 


2(U) ED, 

则 称 U 是 yp 的 不 变 子 空间 (或 p- 不 变 子 空间 ). 这 时 把 bp 的 定义 域 限制 在 UV 上， 
则 pp 在 U 上 定义 了 一 个 线性 变换 , 称 为 由 gp 诱导 出 的 线性 变换 , 或 称 为 pp 在 U 
上 的 限制 , 记 为 ply. 

线性 空间 V 上 任 一 线性 变换 gp 至 少 有 两 个 不 变 子 空间 : 零 子 空间 及 全 空 
间 V. 因此 我 们 把 零 子 空间 及 全 空间 V 称 为 平凡 的 -不 变 子 空间 . 

例 4.5.1 线性 变换 gp 的 像 与 核 都 是 yp 的 不 变 子 空间 . 

证 明 yp(Imwp) C p(V) = Imwy, p(Ker gy) =0C Kergp. 由 此 即 得 结论 . 口 

例 4.5.2 Descartes 平面 上 绕 原点 的 旋转 当 旋 转角 0 关 jirr (k 为 整数 ) 时 , 没 
有 一 维 的 不 变 子 空间 , 因此 没有 非 平凡 的 不 变 子 空间 . 

例 4.5.3 设 yp 是 V 上 的 数 乘 变 换 , 即 存在 常数 ,使 p(a) = 二 ka, 则 VV 的 
任 一 子 空间 都 是 yp 的 不 变 子 空间 . 

下 面 我 们 要 讨论 线性 变换 的 不 变 子 空间 和 该 线性 变换 的 表示 和 矩阵 之 间 的 关系 . 

定理 4.5.1 设 U 是 V 上 线性 变换 gp 的 不 变 子 空间 , 且 设 可 的 基 为 {ei, e>， 
人 er}. 将 {ei1,; e2,+…: , er} 扩充 为 V 的 一 组 基 {ei, e2,:… ) Er) Eritl, …) en}, 
则 gp 在 这 组 基 下 的 表示 纸 阵 具有 下 列 形状 : 


Ql i rl  Qr+Hl Qnl 
Qlr °°* Qrr Qr+l,r Qnr 
， (4.5.1) 


0 着 总 二 0 Ortirtl 二 0 
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证 明 由 于 plei) EU(i=1,2,... ,7), 因此 


ple1) = aiiei++ Q1262 十 …: 十 Qirer， 
(ea) = a2lel 十 a22e2 十 … :十 aorer， 


(er) = Qrlel 十 Qr2€2 十 … 十 Qrrer， 


即 在 gp(e1),… ,e(er) 的 表示 式 中 , ew41,… ,en 前 的 系数 均 为 零 , 因此 wp 的 表示 
矩阵 具有 所 要 求 的 形状 . 口 

上 述 定理 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ， 即 若 了 有 一 组 基 {ei, ez,:… ,es}, 如 果 
线性 变换 yp 在 V 的 这 组 基 下 的 表示 矩阵 是 分 块 上 三 角 阵 (4.5.1), 则 由 基 向 
量 ei,.… ,er 生成 的 子 空间 W 是 yp 的 不 变 子 空间 . 事实 上 , 由 矩阵 (4.5.1) 即 
知 gp(ei) e Wi=1,… ,7). 因此 pg(Vi) CW. 


推论 4.5.1 设 V=WVi@W 且 Vi,2 都 是 线性 变换 gp 的 不 变 子 空间 . 
又 {ei1,… ,er} 是 位 的 基 , {er41,… ,en} 是 仍 的 基 , 则 gp 在 基 {el,e2,:… ,en} 
下 的 表示 算 阵 为 分 块 对 角 阵 

Lo 二 (4.5.2) 
OO A, 


其 中 41 为 7 阶 方 阵 ， 4， 为 nn 一 7 阶 方 阵 . 


证 明 ”类 似 定 理 4.5.1 即 可 证 明 . 口 

显然 推论 4.5.1 还 可 进一步 推广 . 设 V= Vi@Ww@:…@WV, 其 中 每 个 有 都 
是 线性 变换 % 的 不 变 子 空间 , 那么 在 V 中 存在 一 组 基 (这 组 基 可 由 VW 的 基 合 并 
而 成 ), 使 p 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 分 块 对 角 阵 : 


Al 
42 


4m 


其 中 A; 是 plw 的 表示 矩阵 , 它 是 7; 阶 方 阵 , 7; = dim 及. 
如 果 n 维 线性 空间 的 线性 变换 yp 有 足够 小 的 不 变 子 空间 , 比如 有 n 个 一 维 
不 变 子 空间 , 其 直 和 正好 组 成 全 空间 , 那么 上 式 中 的 表示 矩阵 就 是 一 个 对 角 阵 . 
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例 4.5.4 设 六 是 数 域 区 上 的 三 维 空间 , {e1,e2,e3} 是 的 基 , op 是 了 上 
线性 变换 , 它 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 


3 1 =1 
2 2 一 二 
22 0 


求证 : 由 向 量 {e3, el 十 e2 十 2es} 生成 的 子 空间 U 是 a 的 不 变 子 空间 . 
证 明 %(es) 的 坐标 向 量 为 


3 41 =1 0 =1 
2 2 一 ] 0 一:| =1 
2 工业 = 从 1 0 


容易 求 出 向 量 组 {( 一 1, 一 1, 0)', (0, 0,1)', (1, 1, 2) 的 秩 为 2, 而 UV 显然 是 二 维 子 空 
间 , 因此 gp(es) e UV. 同 理 可 证 yp(ei 十 ez 十 2e3) EV, 故 U 是 gp- 不 变 子 空间 . 口 


司 虹 4.5 


1. 在 实 四 维 空间 V 中 , 设 线性 变换 gp 在 基 {e1, e2, es,ea} 下 的 表示 矩阵 为 


1 80， ， =1 


2 -1 0 1 
2 -1 一 ! 和 2 
求证 : 由 向 量 el 十 2ez 及 ez + es 十 2e4 生成 的 子 空间 U 是 yp 的 不 变 子 空间 . 
2. 设 gp, 都 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 且 spwp = wgp, 求证 : Im yp 及 Ker gy 都 是 妙 -不 
变 子 空间 . 
3. 设 gp 是 n 维 线性 空间 V 上 的 自 同 构 , 若 W 是 gp- 不 变 子 空间 , 证 明 : W 也 是 p-!- 不 
变 子 空间 . 
4. 设 Vi, 2 是 V 上 线性 变换 yp 的 不 变 子 空间 , 证 明 : 全 十 人, 全 站 人 也 也 是 -不 变 的 . 
5. 设 p 是 n 维 线性 空间 V 上 的 窘 等 线性 变换 , 即 适合 p2 = y. 设 W = Ker(Iy - 中 )， 
U = Ker yp, 证 明 : 
V=We@tU. 


6. 设 p 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , yp 在 V 的 一 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 对 角 阵 且 主 
对 角 线 上 的 元 素 互 不 相同 , 求 所 有 一 维 的 p- 不 变 子 空间 并 确定 它们 的 个 数 . 
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复 局 是 四 


1. 设 Y 是 实数 域 上 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 全 体 组 成 的 线性 空间 , D 是 求 导 变 换 , 求证 : 
(1) DD 是 V 上 的 线性 变换 , 并 求 万 在 基 {1,z, zx?,… ,z”"} 下 的 表示 矩阵 ; 

(2) 对 任意 的 1<7<n+1, DD 的 7 维 不 变 子 空间 必 是 由 {1,x,… ,x”!} 生成 的 子 空间 ; 
(3) InR DN Ker D#0. 


2. 设 V 是 数 域 K 上 的 向 量 空间 , yp 是 V 上 线性 变换 , 若 yp 在 基 {ei1,e2,… ,en} 下 的 表 
示 和 矩阵 为 


0 0 ... 0 0 
1 0 … 0 0 
0 1 «“ 0 0 
0 0 0 


求证 : 
(1) V 中 包含 el 的 p- 不 变 子 空间 只 有 V 自身 ; 
(2) VV 任 一 非 零 p- 不 变 子 空间 必 包 含 en; 
(3) V 不 能 分 解 为 两 个 非 平凡 wp- 不 变 子 空间 的 直 和 . 
3. 设 p 是 数 域 K 上 线性 空间 V 的 线性 变换 , 在 基 {fel,ez,… ,en} 下 的 表示 矩阵 为 4， 
车 将 ei,e; 对 换 , 问 : 在 对 换 后 的 基 下 的 表示 矩阵 与 4 有 何 关 系 ? 
4. 设 yp 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 若 它 在 Y 的 任 一 组 基 下 的 表示 和 矩阵 都 相同 , 求证 : p 
是 纯 量 变换 , 即 存在 常数 , 使 得 p(a) = ka 对 一 切 ae V 都 成 立 . 
5. 设 V 是 由 nn 阶 实 和 矩阵 全 体 组 成 的 实 线性 空间 , p 是 V 上 的 变换 : gp(A) = 4/. 求证 : p 
是 V 上 的 线性 变换 且 存 在 V 的 一 组 基 , 使 得 wp 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 是 一 个 对 角 阵 且 主 对 角 
元 全 是 1 或 -1. 试 求 出 1 和 一 1 的 个 数 . 
6. 设 p 是 线性 空间 V 到 U 的 线性 映射 , 求证 : 必 存 在 V 和 六 的 两 组 基 , 使 线性 映射 p 
在 这 两 组 基 下 的 表示 矩阵 为 
有 人 
O OO/ 


7. 设 p 是 数 域 KK 上 线性 空间 V 的 线性 变换 , 若 2 是 满 映射 , U0 是 V 的 7 维 子 空间 , 证 
明 : gp(U) 也 是 V 的 7 维 子 空间 . 


8. 设 yp 是 数 域 K 上 线性 空间 V 的 线性 变换 , U1, Uz 是 V 的 子 空间 且 V= 态 @ Uo. 车 
e2(I) C U2, gp(U2) C 太 , 求证 : 


r(p) = dim p(U1) 十 dim p(U2). 
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9. 设 p 是 数 域 K 上 线性 空间 V 的 线性 变换 , 若 存 在 n > 1 及 a1,… ,an € 区 , 使 


on 十 alpn 十 … 十 aon_1p 十 anTv =0, 


其 中 Iy 表示 Y 的 恒 等 变换 , 又 an 关 0, 证 明 : gp 必 是 自 同 构 . 


10. 设 go,a1,… ,an 是 数 域 让 上 ni 十 1 个 不 同 的 数 , V 是 正 上 次 数 不 超过 ni 的 多 项 式 全 
体 组 成 的 线性 空间 . 又 设 yp 是 V 到 n 十 1 维 行 向 量 空间 了 +: 的 映射 : 


p(f) 专 (f(ao0), f(a1), NS ;f(an)), 


求证 : yp 是 线性 同 构 . 
11. 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 , pi, 4p2,… ,pr 是 V 上 互 不 相同 的 线性 变换 . 求证 : 必 
存在 ae V, 使 得 pi1(Q), pz(Q),… ,epk(a) 互 不 相同 . 


12. 设 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , pl pz,… ,pr 是 V 上 的 非 零 线性 变换 . 求证 : 存 
在 aEV, 使 gi(a) 0(i= 1,2,:… ,k). 

13. 设 p 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , a 是 V 中 向 量 且 已 知 pg™!(a) A 0， 
em(a) = 0, 求证 : op(a),… ,Pp” (a) 线性 无 关 . 

14. 设 V 是 有 理 数 域 上 的 三 维 空间 , yp 是 V 上 的 线性 变换 且 w(a) = B, p(B8) = 四 
2 7) = a 十 B. 车 a 关上 0, 求 证: a,B,7 是 线性 无 关 的 向 量 . 

15. 设 VU 是 区 上 的 有 限 维 线性 空间 , p 是 V 到 UU 的 线性 映射, 求证 : 

(1) pp 是 单 射 的 充分 必要 条 件 是 存在 U 到 VV 的 线性 映射 W, 使 wp = Iy, 这 里 Iy 表示 下 
上 的 恒 等 映射 ; 

(2) % 是 满 射 的 充分 必要 条 件 是 存在 UV 到 V 的 线性 映射 m, 使 pm = Iv, 这 里 Iv 表示 U 
上 的 恒 等 映 射 . 

16. 设 V 是 区 上 的 线性 空间 (不 要 求 是 有 限 维 的 ), gp, 是 VV 上 的 线性 变换 . 

(1) 证 明 : e 和 弛 都 是 可 逆 线 性 变换 的 充分 必要 条 件 是 w% 和 wp 都 是 可 逆 线 性 变换 ; 

(2) 若 pw = Iy, 则 称 yp 是 网 的 左 逆 变 换 , % 是 yp 的 右 道 变 换 . 证 明 : yp 是 可 逆 线 性 变换 
的 充分 必要 条 件 是 pp 有 且 仅 有 一 个 左 逆 变 换 ( 右 北 变 换 ); 

(3) 试 构造 无 限 维 线性 空间 V 以 及 了 上 的 线性 变换 p, W, 使 得 pw 一 pp = Iv. 

17. 设 pp 是 nn 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 若 对 V 中 任 一 向 量 a, 总 存在 自然 数 mm (mm 
可 能 和 a 有 关 ), 使 pg”(a) = 0, 求证 : Iv 一 yg 是 V 的 自 同 构 , 其 中 Iy 表示 VV 上 的 恒 等 映射 . 


18. 设 V = M(K), 4, B 是 两 个 no 阶 和 矩阵 , 定义 了 上 的 变换 : 
p(X)= AXB, 


求证 : p 是 V 上 的 线性 变换 , gp 是 线性 同 构 的 充分 必要 条 件 是 A, B 都 是 非 异 阵 . 
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19. 设 Di Uz 是 n 维 线性 空间 V 的 子 空间 , 假定 它们 维 数 相同 . 求证 : 存在 V 上 的 可 逆 
线性 变换 gp, 使 U2 = wp(U1). 

20. 设 U, W 是 n 维 线性 空间 V 的 子 空间 且 dim U 二 dim W = dimV. 求证 : 存在 V 上 
的 线性 变换 yp, 使 Kerw = 二 UVU,Imyp=W. 

21. 设 有 区 上 的 线性 空间 V, V'. U 是 V 的 子 空间 , yp 是 线性 空间 UV 到 V' 的 线性 映射 ， 
求证 : 必 存 在 V 一 V' 的 线性 映射 网 , 它 在 U 上 的 限制 就 是 p ( 称 这 样 的 钞 是 p 的 扩张 ). 

22. 设 gp 是 线性 空间 V 到 线性 空间 U 的 满 线性 映射 , 求证 : 必 存 在 V 的 子 空间 W， 
使 VV=WEKery, 且 y 在 W 上 的 限制 是 W 到 上 的 线性 同 构 . 

23. 求证 : n 维 线性 空间 V 上 秩 为 m 的 线性 变换 可 以 表示 为 m 个 秩 为 1 的 线性 变换 之 和 . 

24. 设 yp 是 线性 空间 V 到 U 的 线性 映射 , 求证 : 必 存 在 UV 到 Y 的 线性 映射 多, 使 

PY = %. 

25. 设 p 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 且 gp? = 了 但 yp 本 身 不 是 恒 等 映 射 工 令 U= {ve 
yelo) =v)}, W = {veEV|gp(v) = 一 v}. 求证 : DU, W 都 是 VV 的 子 空间 , 且 V=U@W. 

26. 设 p 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , UV 是 V 的 子 空间 . 车 Im gp C U, 又 对 任意 
的 ae U, p(a) = a, 求证 : 

(1) 存在 V 的 子 空间 W, 使 V=UVU@W 且 pg(W) =0; 

(2) 存在 Y 的 线性 变换 多 , 使 V(Z) = 0 且 r(P) +r(W) = mm 


27. 设 gp, 员 是 n 维 线性 空间 V 上 的 寡 等 线性 变换 , 即 2 = yp, ?= 少 , 求证 : 
(1) Im gp = Im 的 充分 必要 条 件 是 pwp = Ypp = 9; 

(2) Ker p = Ker 外 的 充分 必要 条 件 是 pwp = yp, Wp = 仿 

(3) 2 十 人 也 是 窘 等 变换 的 充分 必要 条 件 是 pw = wp = 0; 

(4) 2 一 沙 也 是 寡 等 变换 的 充分 必要 条 件 是 w = yp = 了 ， 


28. 设 A,B 是 数 域 区 上 的 n 阶 方 阵 且 42 = 4, B? = B, 又 r(4) =r(B), 求证 : 必 存 
在 区 上 满 秩 的 ” 阶 方 阵 C, 使 CB = 4C. 
29. 设 了 是 n 维 线性 空间 , yp, 小 是 V 上 的 线性 变换 , 求证 : 
dim Ker pw < dim Ker yp 十 dim Ker， 
30. 设 Kn 是 数 域 K 上 的 n 维 列 向 量 空间 , 4 是 m xm 矩阵, B 是 1 x n 矩阵 , W 是 齐 次 
线性 方程 组 Bx = 0 的 解 空间 . 定义 yp 为 Kn 到 Km 的 线性 映射 : e(a) = Aa. 证 明 : 
dimp(W)=r (| =r(B). 


31. 设 4, B 都 是 数 域 KK 上 的 n 阶 和 矩阵 且 AB = BA, 证 明 : 
r(A+B)<r(A)+r(B)—r(AB). 
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*32. 设 Y 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 , p,w$ 是 V 上 的 线性 变换 且 gp? = 0,w? = 0， 
Pp 吵 十 Wp = 五 工 是 了 上 的 恒 等 变换 . 求证 : 

(1)V = Kery 四 Kermbp; 

(2) 车 V 是 二 维 空间 , 则 存在 V 的 基 eli,ez, 使 p, 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 分 别 为 


PE 3 
二 hy 讽 0 0 


(3) V 必 是 偶数 维 空间 且 若 是 2k 维 空间 , 则 存在 V 的 一 组 基 , 使 po, 在 这 组 基 下 的 
表示 矩阵 为 下 列 分 块 对 角 阵 : 


ol. Ws OB O 
O OO < A DO 0 ,…， B 


上 述 分 块 对 角 阵 中 分 别 有 个 和 A 和 个 BB. 
33. 设 gp1,… ,pm (m > 2) 是 nn 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 且 适 合 条 件 : 


Pipi = 0(i#¥1), pt = pi, Kerpln…mKerpm = 0. 


求证 : V 是 Im pi1,… ,Im pm 的 直 和 . 
34. 设 gp,gp1,… ,pm (m > 2) 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 上 且 适 合 条 件 : 


Pp =P, P=Pp1+ + pm, rT(P) =r(P1) + .+r(pm). 
求证 : pigpi = 0(i#7), pt = pi i= 1 ,m. 
35. 设 A 是 nn 阶 方 阵 , 求证 : r(4") = r(4"+1) = T(4?"+2) 一 
*36. 设 V 是 区 上 的 nn 维 线性 空间 , yp 是 VV 上 的 线性 变换 , 求证 : 必 存 在 正 整数 m, 使 


Im pm =Imp™t!, Kerp™ = Kerg™t!, V =Imy"™ ©® Kerp™. 
37. 设 V 是 区 上 的 nn 维 线性 空间 , p 是 上 上 的 线性 变换 . 若 r(P) = r(p2), 求证 : 
V=Imy® Kery. 


*38. 设 4A, B 都 是 mm x n 矩阵 , 求证 : 方程 组 Aw = 0, Bz = 0 同 解 的 充分 必要 条 件 是 
存在 m 阶 非 异 阵 P, 使 B= PA. 
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§ 5.1 一 元 多 项 式 代数 


在 这 一 章 里 , 我 们 将 暂时 中 止 对 线性 空间 、 线 性 变换 的 讨论 转 而 研究 多 项 式 . 
多 项 式 理论 不 仅 对 进一步 研究 线性 代数 是 必要 的 , 而 且 在 数学 的 其 他 分 支 领域 也 
有 极其 重要 的 应 用 . 


定义 5.1.1 设 区 是 数 域 ， 化 为 一 个 形式 符号 ( 称 为 未 定 元 )， 车 0Q0, 01)……… ;Qn GE 
区 (an 关 0,n >0), 称 形 式 表达 式 


QnZ" 十 Qn_1T"! 十 "… 十 Q12 十 ao 
为 数 域 区 上 关于 未 定 元 z 的 一 元 nn 次 多 项 式 . 域 区 上 一 元 多 项 式 全 体 记 为 K[zl. 


多 项 式 通常 记 为 f(z), g(z) 等 等 , 其 中 aiz: 称 为 第 i 次 项 , ai 称 为 第 i 次 项 的 
系数 . 如 果 多 项 式 f(z) = anzn 十 an_lzn1 十 … 十 az 二 ao 中 an 天 0, 则 称 f(z) 
是 一 个 n 次 多 项 式 , anzn 为 jz) 的 首 项 或 最 高 次 项 , ao 为 常数 项 . 若 f(x) = w， 
则 称 f(z) 为 常数 多 项 式 , 当 a 关 0 时 称 它 为 零 次 多 项 式 ; 当 a = 0 时 , 称 之 为 零 多 
项 式 , 规定 其 次 数 为 -co. 两 个 多 项 式 称 为 相等 当 且 仅 当 它们 次 数 相 同 且 各 次 项 
的 系数 相等 , 即 若 


f(2) = on + on 0 + 0; (5.1.1) 
g(z) = bmz™ + bm_12™ 1 ++ bz+ bo, (5.1.2) 


则 f(z) = g(z) 当 且 仅 当 mm = nn, ai = bi;(i=0,1,.…,n). 
现在 我 们 定义 区 [z] 上 的 运算 . 设 f(zx), g(x) € 区 [zx], 适当 增加 几 个 系数 为 零 
的 项 , 可 设 


f(z) 一 Gat Fi: CE, 十 “Qi12 十 00， 


g(Z) = bnz" + bn i127" 十 十 DZ 十 Do， 
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定义 
jz) 十 g(z) = (an + bn)z" + anit bn 1)r™ + + (Qi+ bh)r + (ao + bo), 


若 ce 区, 定义 
cjF(z) = canz” 十 ca lz 十 … 十 caiz 十 cao， 


则 区 [z] 在 上 述 定义 下 成 为 K 上 的 线性 空间 , 其 中 零 向 量 为 零 多 项 式 . 验证 工作 并 
不 困难 , 只 需 逐 条 验证 线性 空间 的 公理 即 可 , 请 读者 自己 完成 . 

再 来 定义 两 个 多 项 式 的 积 . 若 f(z),g(z) 如 (5.1.1) 及 (5.1.2) 所 示 且 an 冯 0， 
bm 关 0, 定义 f(z):g(z) = h(z), 其 中 h(z) 是 一 个 m 十 n 次 多 项 式 , 若 设 


h(z) = Gop 十 全国 和 十 “十 &@1wm 十 G0, 
则 


Cnt+m = ib 
Cn+m—1l 一 Qn-1bin 直 Cn ii 


itj=k 


不 难 验 证 区 [z] 中 元 素 的 乘积 适合 下 列 法 则 : 

(1) f(z)g(z) = g(7)f(2); 

(2) (f(z)g(72))h(z) = f(z)(g9(z2)h(z)); 

(3) (f(z) + g(2))h(z) = f(z)h(z) + g(7)h(z); 

(4) c(f(z)g(z)) = (cf (2))g(z) = f(z)(cg(2)). 

(5) 若 把 c 看 成 是 常数 多 项 式 , 则 c 与 f(z) 的 作为 多 项 式 的 积 与 c 作为 数 乘 
以 f(z) 的 积 相同 . 

由 上 述 法 则 可 知 , K[z] 是 数 域 K 上 的 代数 , 通常 称 区 [z] 为 数 域 K 上 的 一 元 
多 项 式 代数 . 由 于 K[z] 中 的 加 法 及 乘法 适合 环 的 条 件 , 因此 K[z] 也 称 为 K 上 的 
一 元 多 项 式 环 . 
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若 f(z) 是 n 次 多 项 式 , 则 记 f(z) 的 次 数 为 

deg f (7) = 
显然 有 下 列 引 理 . 
引 理 5.1.1 若 f(z),g(x) e 区 |z], 则 
deg(f (2)g(7)) = deg f(z) + deg g(7). 

注意 上 述 等 式 对 零 多 项 式 也 适用 . 由 这 个 引 理 我 们 可 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 5.1.1 若 f(z),g(z) € Klz] 且 f(x) #0,g(z) 0, 则 
f(z)g(z) #0. 

证 明 deg(j(z)g(z)) = deg f(z) + degg(z) > 0+0=0, 因此 
f(z)g(7z) #0. 口 

推论 5.1.1 若 f(z) 冯 0 且 f(z)g(z) = f(z)h(z), 则 


证 明 f(z)(g(z) 一 h(z)) =0, 但 f(z) 关 0, 故 必须 有 g(z) -h(xz) =0. 口 
下 列 命题 也 是 显然 的 . 


命题 5.1.2 设 f(7),g(7x) € 区 [z], 则 
(1) deg(cf (7)) = deg f(7), 0 ce K; 
(2) deg(f (2) + 9(7)) < max{deg f (7), deg 9g(7)}. 


§5.2 整除 


定义 5.2.1 设 f(x),g(7) € 区 [z], 若 存在 h(z) e 区 [z], 使 
f(z) = g(z)h(z), 


则 称 g(Z) 是 f(z) 的 因 式 , 或 g(Z) 可 以 整除 f(z), 或 f(z) 可 以 被 g(x) 整除 记 
为 g(Z) | f(z). 否则 称 g(z) 不 能 整除 f(x) 或 f(z) 不 能 被 g(z) 整除 . 
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从 整除 的 定义 知道 , 零 多 项 式 的 因 式 可 以 是 任 一 多 项 式 . 但 零 多 项 式 不 能 是 任 
一 非 零 多 项 式 的 因 式 . 整除 有 下 列 简单 性 质 . 


命题 5.2.1 设 f(x),g(7),h(zx) € K[z], 0 cE 区 , 则 

(1) 车 f(z) | g(z), 则 cf (Zz) | g(x), 因此 非 零 常数 多 项 式 c 是 任 一 非 零 多 项 式 
的 因子 ; 

(2) f(z) | f(z); 

(3) 若 f(z) | g(z), g(z) | h(z), 则 f(z) | h(z); 

(4) 若 f(z) | g(x), f(z) | h(z), 则 对 任意 的 多 项 式 (7z),v(Z), 有 


f(z) | g(z)u(z) + h(z)v(7); 


(5) 设 f(z) | g(x), g(z) | f(z) 且 f(z),g(z) 都 是 非 零 多 项 式 , 则 存在 区 中 非 
零 元 c, 使 
f(z) = cg(7). 


证 明 (1) 若 g(z) = f(z)p(z), 则 
g(z) = (cf(z))(c pz)). 


此 即 cf(z) | g(z). 
(2) 显然 . 
(3) 若 g(z) = f(z)p(z), h(z) = g(z)q(z), 则 


h(z) = (jz)p(z))g(z) = f(z)(p(z)q(z)). 
(4) 若 g(z) = f(z)p(z), h(z) = f(z)a(z), 则 
g(T)u(z) + h(z)v(z) = f(z)(p(z)u(z) + q(z)v(2)). 
(5) 设 g(z) = f(z)p(z), f(z) = g(z)a(z), 则 
f(z) = f(z)(p(z)a(z)). 


deg f(x) = deg f(x) + deg(p(7)g(z)). 


因此 
deg(p(z)g(z)) = 0， 
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也 就 是 说 
degp(z) = deg gq(7) = 0. 

故 p(z) 及 q(z) 均 为 非 零 常数 多 项 式 , 即 f(z) 和 g(z) 相差 一 个 非 零 常数 . 口 

注 适合 命题 中 条 件 (5) 的 两 个 多 项 式 ( 即 可 以 互相 整除 的 两 个 多 项 式 ) 称 为 
相伴 多 项 式 , 记 为 f(z) ~ g(z). 

任意 给 定 两 个 非 零 多 项 式 f(z) 及 g(z), 未 必 有 f(z) | g(z) 或 g(z) | f(z), 但 
我 们 仍 可 做 带 余 式 的 除法 . 


定理 5.2.1 设 f(z),g(7) € 区 [z], g(z) 关 0, 则 必 存 在 唯一 的 g(z)j,r(z) E 
K[z], 使 得 
f(z) = g(x)g(z) + 7(7), (5.2.1) 


且 deg7r(7) < degg(7). 


证 明 若 f(z) = 0 或 deg f(z) < degg(7x), 只 需 令 q(z) = 0, r(z) = f(z) 即 
可 . 

现 设 deg f(z) > degg(7x), 对 f(z) 的 次 数 用 数学 归纳 法 . 若 deg f(z) = 0， 
则 deg g(x) = 0. 因此 可 设 f(z) = a,g(7x) =b(a 冯 0,b 关 0). 这 时 令 gq(z) = ab 
r(z) =0 即 可 . 作为 归纳 假设 , 我 们 设 结论 对 小 于 n 次 的 多 项 式 均 成 立 . 设 


f(z) = an 十 an lz 十 十 az 十 ao an #0, 
g(7) = bmz™ 十 2 十 … 十 DZ 十 加 ,bm 天 0， 


由 于 n> m, 可 令 
户 (z) = f(2) — anbn, 2 ™g(z), 


则 deg 有 (x) < n. 由 归纳 假设 , 有 
万 (z) = g(z)q (7) +7(7), 
且 degr(z) < degg(z), 于 是 
jz) — anbm 7" g(z) = g(z)q1(z) + 7(z). 


因此 
f(x) = g(x)(anbn lr" ™ + qi(z)) + 7r(z). 
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令 
d(z) = anp7lzn ™ + qi(z), 


即 得 (5.2.1) 式 . 
再 证 明 唯 一 性 . 设 另 有 p(z), t(z), 使 


jz) = g(z)p(z) + t(z), 
且 degt(z) < degg(z), 则 
9g(z)(da(z) —p(7)) = t(z) —7(z). (5.2.2) 
注意 (5.2.2) 式 左边 若 q(x) 一 p(x) 关 0, 便 有 
degg(z)(g(z) 一 P(z)) > degg(z) > deg(t(z) —7(7z)), 
引出 矛盾 . 因此 只 可 能 p(z) = g(x), t(z) = r(z). 口 


推论 5.2.1 设 f(x),g(7z) € 区 [z], g(x) 关 0, 则 g(z) | f(z) 的 充分 必要 条 件 
是 g(z) 除 f(z) 后 的 余 式 为 零 . 


为 了 求 出 (5.2.1) 式 中 的 gq(z) 及 7(z), 我 们 可 用 除法 算式 , 参见 下 面 的 例子 . 


例 5.2.1 设 f(z) =3z4 一 473 十 52z 一 1,g(z) = 72? 一 Z 十 1, 试 求 (5.2.1) 式 
中 的 g(z) 及 7(zZ)， 


因此 g(x) = 3x? 一 z 一 4,7(7z) = 22+3. 


第 五 章 多 项 式 215 


怀 昨 5.2 


1. 设 f(z)==2z5 十 X14 一 z 十 1, g(z%) = 23 一 十 2, 试 求 g(z) 及 r(z), 使 
f(z) = g(7)q(z) + 7(7), 


且 degr(z) < 3. 

2. 设 f(z) = 2z4 一 3z3 十 4z? 十 az 十 b, g(z) 一 22 一 3z 十 1 车 f(z) 除 以 g(z) 后 余 式 
为 25z 一 5, 试 求 a,b 之 值 . 

3. 设 g(z) = az 十 ob € 区 ， 又 f(z) € K[z], 证明: g(z) | f?(z) 的 充分 必要 条 件 
是 g(z) | f(z). 

4. 车 f(z) = 于 十 pz2 十 9 g(z) = X22 十 mz 十 1, 间 : p,q,m 适合 什么 条 件 才 有 g(z) | f(z)? 

5. 证 明 : z4 一 a4 |x" -an 的 充分 必要 条 件 是 dn, 其 中 a 六 0. 

6. 设 g(z) =az?+bz+c 且 abc 关 0, f(z) =z3 十 pw? 十 gz 二 7, 车 g(z) | f(z), 求证 : 


ap—b ad 一 c or 
a Gib 


7. 设 f(z) = zam 十 zan+1l 十 Zap+2， 其 中 m,n,p 为 自然 数 , 又 g(z) = z2 +z 十 1 求证 : 
9(z) | f(z). 


$5.3 最 大 公 因 式 


设 f(z),g(z) 是 数 域 K 上 的 多 项 式 . 若 h(x) e 区 [z] 适合 : h(z) | F(z)， 
A(z) | g(z), 则 称 h(z) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 因 式 (或 公 因子 ); 车 !(z) e 区 [zx] 适合: 
f(z) | 1z), 9g(z) | 1(z), 则 称 !(z) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 倍 式 . 

定义 5.3.1 设 f(z),g(z) e K[z], 若 d(z) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 因 式 ， 且 
对 j(z) 与 g(z) 的 任 一 公 因 式 h(z) 均 有 jz) | d(z), 则 称 d(z) 为 j(z) 与 g(z) 
的 最 大 公 因 式 (或 称 dfz) 为 (z),g9(z) 的 区 cd), 记 为 d(z) = (f(z),g(z)). 

同 理 , 若 m(7z) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 倍 式 ， 且 对 f(z) 与 g(z) 的 任 一 公信 
式 !(Z) 均 有 m(z) | 1(z), 则 称 m(z) 为 f(z) 与 g(z) 的 最 小 公 倍 式 (或 称 m(z) 
为 f(Z),g(Z) 的 1.c.m.), 记 为 m(z) = [f(z),g(z)]. 
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如 何 求 两 个 多 项 式 f(z),g(z) 的 最 大 公 因 子 d(xz)? 不 妨 假设 deg f(z) > 

deg9(z), 由 带 余 除法 , 有 
f(7) = g(x)g(7z) +7(7), 

其 中 degr(z) < degg(z). 车 r(z) 关 0, 因 为 d(z) | f(z), d(z) | g(z), 故 d(z) |r(z)， 
这 表明 d(z) 是 g(x) 和 7(x) 的 公 因 子 . 注意 到 r(z) 的 次 数 比 f(x),g(z) 都 小 . 
如 果 我 们 再 将 g(z) 除 以 r(z), 得 到 的 余 式 次 数 更 小 (如 果 不 为 零 的 话 ), 而 d(z) 
是 r(z) 和 这 个 余 式 的 公 因 子 . 不 断 这 样 做 下 去 , 肯定 会 得 到 余 式 为 零 的 除 式 , 其 中 
的 一 个 因子 便 是 最 大 公 因 子 . 这 个 方法 称 为 Euclid ( 欧 几 里 得 ) 轧 转 相 除 法 . 

定理 5.3.1 设 f(z),g(x) € 区 [zx], 则 存在 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 dfz)， 
且 有 wu(z),u(z) E 区 [z], 使 得 

jz)u(z) 十 g(z)uv(z) = d(z). (5.3.1) 


证 明 若 f(z) = 0， 则 显然 (f(x), g(7)) 二 g(7); 若 g(z) = 0, 则 (f(z),g(2)) = 
f(z). 故 不 妨 设 f(z) 关 0, g(z) 关 0. 由 带 余 除法 , 我 们 有 下 列 等 式 : 
f(z) = g(7)q1(7) + ri(7z), 
9g(z) = 71(7)g2(7) + 72(7), 
Ti(7) = 72(7)g3(7) + 73(7), 


余 式 的 次 数 是 严格 递减 的 , 因此 经 过 有 限 步 后 , 必 有 一 个 等 式 其 余 式 为 零 . 不 妨 
设 ron(7) = 0 于 是 
7s-l(Z) = Ts(2)qgs+1(7). 

现在 要 证 明 rs(z) 即 为 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 . 由 上 式 知 rs(z) | rs_i(z), 但 

7s-2(Z) = Ts_1(2)gs (72) 十 rs(Z)， (5.3.2) 
因此 rs(z) | rs-z(z)， 这样 可 一 直 推 下 去 , 得 rs(z) | g(z), rs(z) | f(z)， 这 
表明 rs(z) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 因 式 ， 又 设 h(z) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 因 式 ， 
则 h(z) | ri(z), 于 是 h(z) | rz(z), 不 断 往 下 推 , 容易 看 出 有 h(xz) | 7s(z). 因 
此 rs(z) 是 最 大 公 因 式 . 
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再 证 明 (5.3.1) 式 . 从 (5.3.2) 式 得 
rs(Z) 一 Ts-2(Z) 一 rs-1(Z)gs(Z)， (5.3.3) 
但 我 们 有 
Ts_3(7T) 一 7Ts_2(Z)dqs 1i(zZ) + 7s_1(7), (5.3.4) 
从 (5.3.4) 式 中 解 出 rs_-li(z) 代入 (5.3.3) 式 , 得 
rs(Z) 一 Ts-2(Z)(1 十 gs-1i(Z)gs(Z)) 一 rs-3(Z)qs(Z): 
用 类 似 的 方法 逐步 将 m(z) 用 7;_1(z), 7;_2z(z) 代入 , 从 而 得 到 
7rs(Z) = jz)w(zZ) 十 g(z)u(z). 
显然 w(z),u(z) € KIz]. 口 
若 di(z) 与 dz(z) 都 是 f(z),g(zx) 的 最 大 公 因 式 , 则 di(z) | d2(z), qd2(z) | 
di(z), 因此 必 存 在 ce 区 , 使 dz(z) = cdi(z), 即 f(z) 与 g(z) 的 两 个 最 大 公 因 式 
最 多 相差 一 个 非 零 常数 . 若 规定 f(z),g(z) 的 最 大 公 因 式 首 项 系数 为 1 ( 首 项 系数 
等 于 1 的 多 项 式 称 为 首 一 多 项 式 ), 则 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 就 唯一 确定 了 . 
今后 我 们 规定 , 凡 最 大 公 因 式 均 指 首 一 多 项 式 . 
对 m 个 多 项 式 , 我 们 也 可 以 定义 最 大 公 因 式 的 概念 . 设 f(z) (i = 1 2…… ,m) 
是 区 [z] 中 元 素 , 若 d(x) | f(z) (i = 1,2,… ,m), 则 称 d(z) 是 {f(z)} 的 公 因 式 . 
如 果 对 {f(z)} 的 任 一 公 因 式 h(x), h(z) | ad(z), 则 称 d(z) 为 {f(z)} 的 最 大 公 因 
式 ， 记 为 dzZ) 二 ( 户 (z)， 户 (z)， sr ,in (2) 
引 理 5.3.1 若 f(x),g(7x),h(z) € [zx], 则 
((f (x), g(2)), h(z)) = (f(z), (g(7), h(z))) = (f(z), g(7), h(x)). 
证 明 设 di(z)= (jz),g(z)) d2(7x) = (g(x),h(z)), d(x) = (f (7), 9(z), h(z)). 
则 d(z) | di(z), d(z) | h(z). 另 一 方面 , 车 w(z) | di(z), u(z) | h(z), 则 w(z) | f(z), 
u(Z) | g(z), 从 而 wu(z) | @(z). 这 说 明 
dtz) = (di(7), h(z)) = ((f (2), g(7)), h(x)). 
同 理 , dtz) = (f(z), (g(72), h(z))). 口 


引 理 5.3.1 告诉 我 们 , 求 m 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 时 可 以 先 求 其 中 任意 两 个 
的 最 大 公 因 式 . 再 用 同样 的 方法 不 断 求 下 去 , 不 必 顾 虑 先后 次 序 , 最 后 的 结果 总 是 
一 样 的 . 


218 ”高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


例 5.3.1 jz) 三 ZL 一 23 一 22 二 2 一 1 g(r)=2 27+1, 求 (f(z),g(7)) 
以 及 &(z),u(zZ), 使 FLz)u(z) 十 g(z)u(zZ) = (f(2), 9(7)). 


解 ”对 f(z),g(z) 进行 轧 转 相 除 : 


qi(7)=z—1 |z dz(z)=Z 十 1 


qs3(7)=—Z I 


因此 (f(z),g(2)) = 2 —1= —r2(z). 又 


rz(Z) = g(z)—ri(z)g2(7) 
= g(x)— (f(z)— g(7z)gqi(z))g2(7) 
= f(z)(—qg2(72)) + g(72)(1+ qi(z)g2(7)), 
所 以 


u(x) =Zz+1, vr) = 一 Z2. 


利用 最 大 公 因 式 , 我 们 可 以 定义 互 素 的 概念 . 


定义 5.3.2 设 jz),9g(z) € 区 [z], 若 (f(z),g(z)) = 1, 则 称 f(z) 与 g(z) 互 
素 . 

定理 5.3.2 设 f(z),g(7) E 开 [z], 则 f(x) 与 g(z) 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存 
在 w(zZ),v(Z) €E 区 [zx], 使 


f(z)u(z) + g(r)v(z) = 1. (5.3.5) 


证 明 车 (f(z),g(z)) = 1, 由 定理 5.3.1 知道 , 存在 w(z)j,v(z), 使 (5.3.5) 式 成 
立 . 反之 , 若 (5.3.5) 式 成 立 , 假定 (f(z),g(z)) = d(z), 由 (5.3.5) 式 可 知 d(xz) | 1 
于 是 d(x) =1. 口 
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推论 5.3.1 若 及 (z) | g(x), f(z) | g(x), (f(z), fo(7)) = 二 则 
户 (Z) 户 (Z) | g(z). 
证 明 不 妨 设 g(z) = 户 (zjs(z) = 户 (z)jt(z), 则 
9g9(7) = f(z)s(z) fi(z)u(z) + fo(2)v(7)), 
其 中 w(z),v(z) e 区 [z], 且 使 广 (z)u(z) 十 户 (z)v(z) = 1. 于 是 


g(7) = fi(z)s(z)fi(z)u(z) + fi(z)fo(z)s(z)v (7) 
fo(T)(T) f(r) u(x) + f(z) f(r)s(r) (7) 
fi(z)f2(T) (tT)u(T) + s(2)v(z)). 


| 


即 fi(z)f2(z) | g(2). 口 
推论 5.3.2 若 (f(x),g(z))=1, 且 f(z) | g(z)h(z), 则 
f(z) | h(z). 
证 明 设 w(z),v(z) € 区 [z], 且 使 
f(z)u(z) + g(z)v(z) = 1, 
则 
f(z)u(z)h(z) + g(z) vz)h(z) = h(z). 
因 上 式 左边 可 被 f(z) 整除 , 故 f(z) | h(z). 口 
推论 5.3.3 设 (f(z),g(7x)) = d(z), f(x) = 户 (z)d(z), g(z) = gi(z)d(z), 则 
(fi(2),g91(7)) = 1. 
证 明 设 w(z),v(z) € 区 [zx], 且 使 
f(T)u(z) 十 9(Z)v(z) = d(z), 
即 
f(z)d(z)u(z) + gi1(z)d(z)v(z) = d(z), 
两 边 消去 d(z) 即 得 
fi(z)u(z) + gi(z)v(z) = 1, 
因此 访 (z), gl(z) 互 素 . 口 
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推论 5.3.4 设 (Flz),g(z)) = ad(z), 则 
(t(7)f (7), t(z)g(z)) = t(z)d(z). 
证 明 设 w(z),v(z) e 区 [z], 且 使 
f(z)u(z) + g(7)v(z) = d(z), 


则 
t(7)f(z)u(z) 十 不 Z)g(Z)u(Z) = t(z)d(z). 


因此 , 若 h(xz) | t(z)f(7z), h(z) | t(z)g(z), 则 必 有 h(xz) | t(z)d(z). 又 tz)d(z) 
是 tz)j(z), t(z)g(z) 的 公 因子 , 因此 tz)d(z) 是 t(z)f(z) 与 t(z)g(z) 的 最 大 公 
因 式 . 口 


推论 5.3.5 若 (f(z),g(z)) =1, (Ptz),g(z)) = 了 则 
(fi(z)f2(2),9(7)) =1. 


证 明 设 
fi(z)ui(z) + g(x)vi(z) = 1, 


户 (z)ua(z) 十 9g(Z)vz(Z) 一 1 
将 上 两 式 两 边 分 别 相 乘 得 
( 户 (z) 户 (z))ma(z)ua(z) 二 9g(z)(w(z) 户 (z)ua(z) 
十 g(Z)ui(Z)va(Z) 十 va(Z) 广 (z)wa(z)) = 1. 
这 就 是 说 户 (z) 大 (z) 和 9(z) 互 素 . 口 
推论 5.3.6 设 f(z),g(z) 是 非 零 多 项 式 , 则 
jz)g(z) ~ (f(z), g(x)) [f(z), 9g(z)]. 


证 明 设 d(z)= (f(z),g(z)) 有 f(z) = fo(z)d(z), g(7) = go(z)d(z), 则 fo(2), go(z) 
互 素 . 假定 !(z) 是 f(z),g(z) 的 公 倍 式 且 


1(z) = f(z)u(z) = g(7)v(7). 
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故 fo(z)d(z)u(z) = go(z)d(z)u(z). 消去 d(z) 得 
fo(zT)u(z) = go(Z)u(z). 


因为 fo(7), go(z) 互 素 ， 所 以 fo(l7z) | v(7), go(Z) | u(Z)， 不 妨 设 ul(z) = go(Z)p(Z)， 
于 是 

L(Z) = fo(z)d(z)go(7)p(7). 
即 fo(z)d(z)go(z) | 1(z), 而 


fo(z)d(z)go(z) = fy. 


这 就 是 要 证 明 的 结论 . 口 
下 面 的 定理 是 多 项 式 形式 的 “中 国 剩余 定理 >”“ 中 国 剩余 定理 ”又 称 为 “孙子 
定理 ”, 是 一 个 在 数论 、 代 数学 等 领域 有 广泛 应 用 的 定理 . 


定理 5.3.3 (中 国 剩余 定理 ) 设 {f(z)|i = 1,.… ,n} 是 两 两 互 素 的 多 项 
式 ， ai(Z),…: OZ) 是 也 个 多 项 式 ， 则 存在 多 项 式 可 (2 ai(Z) (i 一 Es ,n), 使 
得 g(z) = fi(Z)qi(Z) 十 Qi(Z) 对 一 切 i 成立 . 
证 明 先 证 明 存 在 多 项 式 g;(z), 使 得 对 任意 的 有 
gi(7) = fi(7)qi(z)+ 1, f(z) | gi(7) (7 #2). 


一 旦 得 证 , 只 需 令 g(z) = ai(z)gi(z) 十 … 十 an(z)gn(z) 即 可 . 现 构造 mi (z) 如 下 . 
因为 户 (z) 和 方 (z) (7 关 1) 互 素 , 故 存在 wj(7z), v;(7z), 使 


f(z)u;(7) 十 万 (z)uj(z) = 1 


gi1(z) = 户 (z)va(Z) 万 (z)on(7) 
(1 — fi(z)u2 (2) (一 户 (z)un(z))， 


| 


ll 


显然 gi(z) 符合 要 求 . 同 理 可 构造 g;(x). 口 
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导 上 5.3 


1. 用 轧 转 相 除 法 求 下 列 多 项 式 的 最 大 公 因 式 : 

(1) jz) 一 2 一 za 一 472 十 47 十 1 g(z) 一 z2 一 zz 一 

(2) f(z) = 于 十 3z3 一 z2 一 47 一 3, g(z) 一 3z3 十 10z2 十 2 一 3; 

(3) f(z) = zs 二 z5 一 2z4 一 4r3 一 2z2 十 7 十 6, g(z) 一 25 十 z2 一 zz 十 1 

2. 求 wz),u(z), 使 f(z)u(z) 十 g(z)v(z) = (7(z),g(z)): 

(1) f(z) = z+273 — 2x2 — 4s—2,g(7)= 7 +r 2 — 27— 2; 

(2) f(z)= z+— 23—4r2+4r+1, g(z) 一 Z2 一 z 一 1. 

3. 若 d(z) = f(z)u(z) + 9g(z)u(z), 举例 说 明 d(z) 不 必 是 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 . 但 
如 果 d(z) | f(z), d(z) | g(z), 证 明 : d(z) 必 是 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 . 

4. 设 (f(z),g(z)) = 1 证明: (f(z)g(z), f(z) +g(z))=1. 

5. 设 及 (2), f2(2),… ,fm(Z), g1(Z),g2(Z),… ,gn(z) 为 KK 上 多 项 式 , 且 

(fi(7x), g;(7)) 1 7 二 1 ) 772; 一 li 7 

证 明 : ( 户 (z) 户 (z) fin(z), g1(z)g2(7) :+ gn(7)) = 1. 

6. 若 f(z) 与 g(x) 互 素 , 求证 : f(z”) 与 g(z”) 也 互 素 , 其 中 m 为 任 一 正 整 数 . 

7. 设 fi(z), fo(7), A ,fn(7) 的 最 大 公 因 式 为 d(z)， 求证 : 必 存 在 91(Z),g2(Z)， A , gn (2), 
使 得 

fi(z)g1(7) + fo(z)g2(7) + + fn(z)gn(z) = d(z). 
特别 ， 万 (z), 户 (z)，…: ,fn(7) 互 素 (d(z) 一 1) 的 充分 必要 条 件 是 存在 gl(z),g2(z)，…. ,gn(Z), 
使 得 
fi(z)g1(7) + fa(z)g2(7) + + fn(z)gn(7) = 1. 


§5.4 因 式 分 解 


读者 在 中 学 里 已 经 学 习 过 因 式 分 解 . 但 是 由 于 当时 没有 数 域 的 概念 , 因此 对 什 
么 叫 “不 可 再 分 ”缺乏 严格 的 定义 . 现在 我 们 可 以 来 严格 地 建立 多 项 式 的 因 式 分 解 
理论 . 

定义 5.4.1 设 f(z) 是 数 域 区 上 的 非常 数 多 项 式 , 若 f(z) 可 以 分 解 为 两 个 
次 数 小 于 f(z) 次 数 的 区 上 多 项 式 之 积 , 则 称 f(z) 是 区 上 的 可 约 多 项 式 . 否则 ， 
称 之 为 区 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 
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从 这 个 定义 看 出 , 多 项 式 的 可 约 或 不 可 约 与 数 域 密切 相关 : 比如 xz? 一 2 在 有 
理 数 域 上 是 不 可 约 多 项 式 , 但 在 实数 域 上 是 可 约 多 项 式 . 然而 无 论 在 哪个 域 上 , 一 
次 多 项 式 总 是 不 可 约 的 . 另外 我 们 还 要 注意 , 因为 区 是 一 个 域 , 对 区 中 任 一 非 零 
数 c, 都 有 f(z) = cl(c-!1f(x)). 但 是 这 种 分 解 没 有 多 大 意义 . 我 们 谈 的 因 式 分 解 ， 
都 是 指 将 一 个 多 项 式 分 解 为 两 个 次 数 较 小 的 多 项 式 之 积 . 

引 理 5.4.1 设 f(z) 是 数 域 区 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 对 区 上 任 一 多 项 
式 g(Z), 或 者 f(Z) | g(7), 或 者 (f(z), g(x))=1. 

证 明 设 d(z) = (f(x),g(x)). 因为 f(x) 不 可 约 , 故 f(z) 的 因 式 只 能 是 非 零 
常数 多 项 式 或 cf (zx) (c 关 0), 从 而 或 者 d(z) = 1 或 者 d(x) = cf(zx) ( 首 一 多 项 式 )， 
故 得 结论 . 口 

不 可 约 多 项 式 还 有 “素性 ”如 以 下 定理 所 述 . 

定理 5.4.1 若 p(z) 是 区 上 的 不 可 约 多 项 式 , f(z),g(7) 是 区 上 的 多 项 式 
且 p(x) | f(z)g(z), 则 或 者 p(T) | f(z), 或 者 p(z) | g(z). 

证 明 若 p(z) 不 能 整除 f(z), 则 由 引 理 5.4.1 知 p(z) 与 f(z) 互 素 , 由 推 
论 5.3.2 即 得 p(x) | g(x). 口 

推论 5.4.1 设 p(z) 为 不 可 约 多 项 式 且 

p(z) | 户 (Z) 户 (四 fn(z), 
则 p(z) 必 可 整除 其 中 某 个 f(z). 

对 区 [z] 中 任意 一 个 非常 数 多 项 式 , 是 否 一 定 可 以 分 解 为 不 可 约 因子 的 积 ? 这 

种 分 解 是 否 唯 一 ? 下 面 的 因 式 分 解 定 理 回 答 了 这 个 问题 . 


定理 5.4.2 设 f(x) 是 数 域 区 上 的 多 项 式 且 deg f(z) > 1, 则 
(1) f(z) 可 分 解 为 区 上 的 有 限 个 不 可 约 多 项 式 之 积 ; 
(2) 若 
f(7) = Pp1(2)p2(2) 2Ds(Z) = qi(z)g2(2) qt(z) (5.4.1) 
是 f(z) 的 两 个 不 可 约 分 解 , 即 pi(z),9gji(z) 都 是 区 上 的 次 数 大 于 零 的 不 可 约 多 项 
式 , 则 s 二 t， 且 经 过 适当 调换 因 式 的 次 序 以 后 ， 有 


qi(7) ~ pi(7) (i = ,3) 
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证 明 (1) 对 多 项 式 f(z) 的 次 数 用 数学 归纳 法 . 若 deg f(z) = 1, 结论 
显然 成 立 ， 设 次 数 小 于 n 的 多 项 式 都 可 以 分 解 为 K 上 的 不 可 约 多 项 式 之 积 
而 deg f(zx) =n. 若 f(zx) 不 可 约 , 结论 自然 成 立 . 若 f(z) 可 约 , 则 

f(z)= fi(z)f2(7), 


其 中 万 (z), 户 (z) 的 次 数 小 于 mw 由 归纳 假设 它们 可 以 分 解 为 有 K 上 的 有 限 个 不 可 
约 多 项 式 之 积 . 所 有 这 些 多 项 式 之 积 就 是 f(zx). 
(2) 对 (5.4.1) 式 中 的 s 用 数学 归纳 法 . 若 s = 1, 则 f(z) = pi(z), 因此 f(z) 
是 不 可 约 多 项 式 , 于 是 t= 1, qi(z) = Di(z). 现 假设 对 不 可 约 因 式 个 数 小 于 s 的 多 
项 式 结论 正确 . 由 式 (5.4.1), 有 
Di(Z) | gl(Z)gz(Z)… gi(7), 
由 推论 5.4.1 可 知 , 必 存 在 某 个 i, 不 妨 设 i = 1, 使 
Di(z) | qi1(7). 
但 是 pi(z), qi(z) 都 是 不 可 约 多 项 式 , 因此 存在 cl € K, 使 
qi(Z) = cip1(7). 
此 即 pi(z) ~ qi(z). 将 上 式 代 入 (5.4.1) 式 并 消去 pi(z), 得 到 
p2(7) :ps(T) = c1q92(7) .+* qi(7). 


这 时 左边 为 s 一 1 个 不 可 约 多 项 式 之 积 , 由 归纳 假设 , s 一 1=t 一 1, 即 s=t. 另 一 
方面 , 存在 ci € K, ci #0, ai(z) = cipi(z). 口 

定理 5.4.2 表明 , 任 一 多 项 式 可 唯一 地 被 分 解 为 若干 个 不 可 约 多 项 式 之 积 . 这 
里 唯一 是 在 相伴 意义 下 的 唯一 , 即 相 应 的 多 项 式 可 以 差 一 个 常数 因子 . 如 果 把 分 解 
式 中 相同 或 仅 差 一 个 常数 的 因 式 合 并 在 一 起 , 我 们 就 得 到 了 一 个 “标准 分 解 ” 式 : 


f(x) = cpl(Z)2 paz(Z) .pm(T)™, (5.4.2) 


其 中 pi(z) 是 互 异 的 首 一 不 可 约 多 项 式 , ei > 1 (i= 1,2,:… ,m). 
若 e; > 1, 我 们 称 (5.4.2) 式 中 的 因 式 pi(z) 为 f(z) 的 ei 重 因 式 .显然 这 
时 p;(z)“ | f(z), 但 p;(z)*i+! 不 能 整除 f(x). 
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例 5.4.1 设 f(z),g(z) 是 区 上 的 两 个 多 项 式 . 在 它们 的 标准 分 解 式 中 适当 
添加 零 次 项 , 我 们 不 妨 设 它们 有 如 下 的 分 解 式 : 


f (2) = cip1(2) "tp2 (7)? -pn(T)™"; 


g(2) = capl(Z) 六 pa(Z) 疡 pn(Z) 户 ， 


(f(2), 9(2)) = pi(2)p2 (2) .pn(T)"”, 


其 中 ki = min{ei, fi} (i = 1,2,.…: ,n). 
类 似 地 , f(T),g(z) 的 最 小 公信 和 式 


[f(z), 9(2)] = pi (72) p2 (72) -pn (2)"", 


其 中 hi = max{ei, fi} (i = 1,2,.… ,1). 


一 个 多 项 式 何 时 有 重 因 式 ? 我 们 现在 来 讨论 这 个 问题 . 为 此 , 首先 我 们 回忆 一 
下 数学 分 析 中 导数 的 概念 . 

若 f(z) = anz 十 an lz 十 十 az 十 ao, 则 f(x) 的 导数 或 微 商 为 下 列 多 
项 式 : 

f(2) = nangt bhi(rw = 1)ar 12" 7 os (5.4.3) 
事实 上 , 我 们 也 可 以 直接 定义 (5.4.3) 式 为 多 项 式 f(z) 的 形式 导数 而 不 借用 数学 
分 析 中 的 定义 . 按 此 定义 不 难 验 证 下 列 公式 : 

(1) (f(z) + 9(72)) = f"(2) + 9'(2); 

(2) (cf (2))’ = cf"(2); 

(3) (f(z)g(72)) = f'(2)g(z) + f(z)g (2); 

(4) (f(2)™) = mf(z)™ f(z). 

定理 5.4.3 数 域 区 上 的 多 项 式 f(x) 没有 重 因 式 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 
与 f/(z) 互 素 . 


证 明 设 多 项 式 p(z) 是 f(z) 的 m(m > 1) 重 因 式 , 则 f(z) =p(x)"™g(z), 故 
f(z) = mp(z)™ p(x)g(z) + p(z)™g'(z). 


于 是 p(x)™! | 了 '(z). 这 表明 f(z) 与 f(z) 有 公 因 式 p(x)™-1. 
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反之 , 若 不 可 约 多 项 式 p(z) 是 f(z) 的 单 因 式 , 可 设 f(x) = 2(z)g(z), p(x) 不 

能 整除 g(x). 于 是 
f(z) =p' (2)g(z) + p(x)g (2). 
若 p(x) 是 f(z) 的 因子 , 则 p(z) | p(x)g(z). 但 p(z) 不 能 整除 g(z) 且 p(x) 不 可 
约 , 故 p(z) | p'(z). 而 p(x) 关 0 且 degp'(7x) < degp(7), 这 是 不 可 能 的 . 若 f(z) 
无 重 因 式 , 则 在 f(z) 的 标准 分 解 式 (5.4.2) 中 , e; = 1 对 一 切 i = 1,2,… ,m 成 立 ， 
于 是 pi(z) 都 不 能 整除 f'(z). 由 于 Pi(z) 为 不 可 约 多 项 式 , 故 (pi(z), f(x)) = 1， 
由 推论 5.3.5 知道 
(Pi(z)pa(z) :pm(7z), f" (7)) = 1, 


即 (jz), f'(7)) = 1. OO 

定理 5.4.3 提供 了 判断 多 项 式 f(z) 是 否 有 重 因 式 的 方法 : 求 出 f(z) 的 导数 
并 求 f(z) 及 f'(z) 的 最 大 公 因 式 (用 Euclid 轰 转 相 除 法 ). 若 (f(z), f(z)) = 1， 
则 f(z) 无 重 因 式 , 否则 必 有 重 因 式 . 这 个 方法 的 好 处 在 于 它 不 必 求 出 f(zx) 的 标准 
分 解 式 , 也 不 必 求 根 即 可 作出 判断 (事实 上 , 求 标准 分 解 式 或 求 根 往往 非常 困难 ). 

当 f(x) 有 重 因 式 时 , 我 们 可 借助 (f(x), f'(z)) 将 f(z) 的 重 因 式 消去 . 即 有 
下 列 命 题 . 

命题 5.4.1 设 dlz) = (f(z), 了 (7X)), 则 f(z)/d(z) 是 一 个 没有 重 因 式 的 多 项 
式 , 且 这 个 多 项 式 的 不 可 约 因 式 与 f(x) 的 不 可 约 因 式 相同 (不 计 重 数 ). 


证 明 设 f(z) 有 如 (5.4.2) 式 的 标准 分 解 式 , 则 


f(z) = ceipi(7)" p22) .ps(z) "pi(z) 
+ ce2p1(7)°p2a(T)” .ps(T)"p2(z) 
se 
+ cesp1(2) p27) -pe(z)"—Ip,(z). (5.4.4) 


因此 pi(z)1po(7z)“-1.…ps(z)“-! 是 f(z) 与 f(z) 的 公 因 式 . 注意 到 f(x) 的 
因 式 一 定 具有 cip1(7)*p2(7z) 包 …ps(Zz)*“ 的 形状 . 不 妨 设 h(z) 是 f(z), 了 (z) 的 
公 因 子 . 注意 到 pi(7z)“ 可 以 整除 (5.4.4) 式 中 右边 除 第 一 项 外 的 所 有 项 , 但 不 能 
整除 第 一 项 , 因此 zi(z)” 不 能 整除 f(z). 同 理 , pi(z)s# 不 能 整除 f'(z)， 由 此 我 
们 不 难看 出 

h(z) | pi(2)" pa(z)®” .pe(z)™ 
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即 pit(z)e-lpz(z)e-1. ps(Z)s 开 二 dz) 显然 f(z)/d(x) 没有 重 因 式 且 与 f(x) 
含有 相同 的 不 可 约 因 式 . 口 


怀 蜂 5.4 


1. 判断 下 列 多 项 式 有 无 重 因 式 : 

(1) f(z2) = zs — 10%3 ~ 20z? 一 15c — 4; 

(2) f(z) = 422 一 4z2 一 77 — 3; 

(3) f(z)= z+7z+1. 

2. 设 Ki1, 区 2 是 数 域 且 Ki C Kz. 若 p(xz) €E Kilx] 是 K。 上 的 不 可 约 多 项 式 , 求证 : p(x) 
在 区! 上 也 不 可 约 . 

3. 设 p(z) 是 数 域 K 上 的 多 项 式 且 degp(z) > 2, 证 明 : p(z) 为 K 上 的 不 可 约 多 项 式 的 充 
分 必要 条 件 是 对 区 [z] 中 任意 适合 p(z) | f(z)g(z) 的 多 项 式 f(z) 与 g(z), 或 者 p(x) | f(x), 或 
者 p(zx) | g(z). 

4. 证 明 : g(z)? | f(z)? 当 且 仅 当 g(z) | f(z). 


5， 设 wv 是 复数 域 C 中 的 元 素 , 若 v 适合 一 个 有 理 系 数 的 非 零 多 项 式 f(x) = anzx" 十 
an-lzn 十 十 ao 即 f(w) = 0, 则 称 v 是 一 个 代数 数 . 证 明 : 对 任 一 代数 数 几 总 存在 一 个 
有 理 数 域 上 的 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 g(z), 使 g(w) = 0; 这 个 多 项 式 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 
项 式 且 被 u 唯一 确定 , 称 为 v 的 极 小 多 项 式 . 


6. 设 f(z),g(zx) 都 是 区 上 的 多 项 式 , n 是 一 个 正 整数 , 证 明 : 
(f(z)", g(z)") = (f(z); 9(2))", 
[f(x)™, g(z)"] = [f(z), g(2)]". 


§5.5 多 项 式 函 数 


我 们 在 定义 数 域 K 上 的 多 项 式 f(z) 时 , 未 定 元 z 被 看 成 是 一 个 形式 元 , 多 项 
式 f(z) 是 一 个 形式 多 项 式 . 若 
jz) = anz” + an_12"- 1 + .+ az + ao, 
对 区 中 任 一 元 b, 定义 
f(b0) = anb” + an_1b0" 1! + 二 + a1b + ao, 
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则 称 f(b) 为 f(z) 在 点 的 值 . 这 样 多 项 式 f(x) 又 可 看 成 是 数 域 上 的 函数 ， 
这 个 函数 称 为 多 项 式 函数 . 一 个 很 自然 的 问题 是 : 多 项 式 函 数 与 多 项 式 是 否 是 
一 回 事 ? 也 就 是 说 , 若 两 个 多 项 式 f(x) 与 g(z) 在 区 上 取 值 相同 , 那么 是 否 必 
有 f(x) = g(x), 即 它 们 对 应 的 各 次 项 的 系数 相同 ? 我 们 将 在 下 面 给 予 肯 定 的 回答 . 

定义 5.5.1 设 f(z) € 区 [z], bE 区 , 若 f(b) = 0, 则 称 b 是 f(z) 的 一 个 根 或 


定理 5.5.1 设 f(z) e 区 [|z], bE 区 , 则 存在 g(x) € 区 [zx], 使 
f(z) = (7 — 0)g(7) + f (0). 
特别 ,b 是 f(z) 的 根 当 且 仅 当 (z 一 5b) | f(z). 
证 明 由 带 余 除法 知 
f(z) = (2 —b)g(z) +r(z)， (5.5.1) 


degr(z) < 1, 因此 r(x) 为 常数 多 项 式 . 在 (5.5.1) 式 中 用 b 代替 zx, 即 得 >(z) = 


f(b). 口 
由 定理 5.5.1, 我 们 可 以 仿照 标准 因 式 分 解 中 重 因 式 的 概念 来 给 出 多 项 式 重 根 


的 定义 . 

定义 5.5.2 设 f(z) € KK|z], b € 区 , 若 存 在 正 整 数 有 使 (Z 一 b)* | f(z)， 
但 (z 一 b)*+t1 不 能 整除 f(z), 则 称 5 是 f(z) 的 一 个 天 重 根 . 若 户 二 1, 则 称 5 为 
单 根 . 

引 理 5.5.1 设 f(z) 是 数 域 区 上 的 不 可 约 多 项 式 且 deg f(z) > 2, 则 f(z) 
在 区 中 没有 根 . 

证 明 用 反 证 法 , 设 be 区 是 f(z) 的 根 , 由 定理 5.5.1 知 (z -日 | f(z)， 
即 f(x) = (z 一 0)g(z) 可 分 解 为 两 个 低 次 多 项 式 之 积 , 这 与 f(x) 不 可 约 矛 盾 . 口 

如 果 把 大 重 根 看 成 f(z) 有 天 个 根 , 则 我 们 有 下 列 结论 . 

定理 5.5.2 若 f(z) 是 数 域 区 上 的 nh 次 多 项 式 , 则 f(z) 在 区 中 最 多 只 有 nn 
个 根 . 


证 明 将 f(z) 作 标 准 因 式 分 解 , 则 由 引 理 5.5.1 知 f(z) 在 区 中 根 的 个 数 等 
于 该 分 解 式 中 一 次 因 式 的 个 数 , 它 不 会 超过 n. 口 
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推论 5.5.1 设 flz) 与 g(z) 是 区 上 的 次 数 不 超 过 n 的 两 个 多 项 式 , 若 存 
在 区 上 nn 十 1 个 不 同 的 数 bi,bo,… ,b+ 使 


f(b;) = g(bi), i = 1,2,.…- sy 入 十 卫 


则 f(z) = g(z). 

证 明 作 h(z) = f(z) 一 g(z), 显然 h(z) 次 数 不 超 过 n. 但 有 nn 十 1 个 不 同 的 
根 , 因此 只 可 能 h(xz) = 0, 即 f(z) = 9g(z). 口 

推论 5.5.1 肯定 地 回答 了 我 们 一 开始 提出 的 问题 , 即 车 两 个 多 项 式 f(x), g(z) 
在 数 域 K 上 的 值 相同 , 则 f(z) = 9(z). 但 是 读者 必须 注意 , 这 是 因为 任 一 数 域 都 
有 无 限 个 元 素 之 故 . 对 一 般 的 域 (读者 将 在 抽象 代数 教程 中 遇 到 ) 来 说 , 上 述 结论 
是 不 一 定 成 立 的 , 即 存在 两 个 不 同 的 多 项 式 , 它们 在 某 一 有 限 域 上 的 值 处 处 相同 . 


司 昨 5.5 


1. 用 余数 定理 证 明 : 
(1) z(z+1)(2z+1)| (z+1)"— zz"*—2r— 1; 
(2) z4 十 z3 十 z2 十 Z 十 1|z5 十 ZI 十 zl7 十 z23 十 z29. 


2. 求证 : a 是 f(z) 的 大 重 根 的 充分 必要 条 件 是 
f(a)=f (a)=:…=f* Va)=0, f(a) #0. 


3. 设 deg f(z) =n>1, 若 f(z) | f(z), 证 明 : f(z) 有 mn 重 根 . 
4. 证 明 下 列 Lagrange ( 拉 格 朗 日 ) 插值 定理 : 设 al,az,… ,an 是 区 中 nn 个 不 同 的 数 ， 
b1,bz,… ,bn 是 区 中 任意 nn 个 数 , 则 存在 唯一 的 区 上 的 多 项 式 f(z), deg f(x) <n 一 1, 且 


f(ai) = bi, i= 1,2,... ,n. 


试 求 出 这 个 多 项 式 . 
5. 证 明 : 数 域 K 上 的 任意 一 个 不 可 约 多 项 式 在 复数 域 C 上 没有 重 根 . 


6. 设 f(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 车 当 二 0,1.…… ,n 时 有 jb) 二 


ET’ 求 fmt 1) 
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§ 5.6 复 系数 多 项 式 


现在 我 们 来 研究 复数 域 上 的 多 项 式 , 首先 我 们 要 证 明 重 要 的 “代数 基本 定理 ” 
这 个 定理 的 内 容 读 者 可 能 在 中 学 里 就 已 经 知道 . 定理 的 证 明 要 用 到 二 元 连续 函数 
的 性 质 , 对 这 方面 不 熟悉 的 读者 可 以 跳 过 这 一 证 明 , 承认 其 结论 就 可 以 了 . 这 个 定 
理 在 复 变 函数 课程 里 还 将 有 一 个 非常 简洁 的 证 明 . 在 下 面 的 证 明 里 , 我 们 不 再 区 别 
多 项 式 和 多 项 式 函数 . 

定理 5.6.1 (代数 基本 定理 ) 每 个 次 数 大 于 零 的 复数 域 上 的 多 项 式 都 至 少 有 
一 个 复数 根 . 


证 明 设 复数 域 上 的 n 次 多 项 式 为 


f(z2) = anz* + an_iz™ +t 12 + 00. (5.6.1) 
我 们 首先 证 明 , 必 存 在 一 个 复数 zo, 使 对 一 切 复数 z, 有 
|f(2)| 2 |f(zo)|. 
令 z =z 十 jy, 其 中 z,y 是 实 变量 . 展开 f(z 十 边 ) 并 分 开 实 部 和 虚 部 , 则 
f(2) = u(z,Y) + iv(z,Y), 

其 中 w(xz,y) 及 v(z,y) 为 实 系数 二 元 多 项 式 函数 . 又 

f(z)| = Vu(z,y)? + v(z,Y)? 
是 一 个 二 元 连续 函数 , 但 


f(z)| = loanzm 十 an 1zm 1 十 十 加 | 


|V 


|anz2| 一 | 1iz2 + 十 十 ao| 

这 |on-i| ,lan-2l laol 
|z [区 -( FE +…+ 图 )) 
因此 当 |z| 一 co 时 , |f(z)| 一 oo. 于 是 必 存 在 一 个 实 常 数 R, 当 |z| > R 时 , |f(z)| 
充分 大 , 因此 |f(z)| 的 最 小 值 必 含 于 圆 |z| < R 中 . 但 这 是 平面 上 的 一 个 闭 区 域 ， 
因此 必 存 在 zo, 使 |f(zo)| 为 最 小 . 


接 下 去 我 们 要 证 明 f(zo) = 0. 我 们 用 反 证 法 , 即 车 f(z0) 关 0, 则 必 可 找到 z， 
使 |f(z)| < |f(zo)|, 这 样 就 与 |f(zo)| 是 最 小 值 相 矛盾 . 


|V 
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将 z= zo 十 h 代入 (5.6.1) 式 便 可 得 到 一 个 关于 hh 的 n 次 多 项 式 : 
f(zo 十 h) 一 DR 十 ba 十 “十 bih 十 bo. (5.6.2) 


当 有 hh==0 时 , f(z0) = bo， 由 假定 f(z0) 闫 0, 故 


f(zo < h) br, 筑 bn_1 hn—1 全 Ye bi h 站 


f(z0) ™ Flzo)” | Fao) “TT F(a) 
bi, bz,.… ,bs 中 有 些 可 能 为 零 , 但 决 不 全 为 零 . 设 bi 是 第 一 个 不 为 零 的 复数 则 


f(zo+ 二 1 十 Cgh* 十 Cptihttl 十 … 十 cnh”， (5.6.3) 
f(z0) 


b; x 1 
其 中 oj 一 2- 令 4= -元 'h=ed 代入 (5.6.3) 式 得 


jy 和 1- Ee* +erti(cerid*tl + ceradtt2e t+...), 
f(z0) 


取 充 分 小 的 正 实数 e (至 少 小 于 1), 使 


1 
el|crrid*t!| 十 |ck+ade+2 十 …) < 甩 


jzo 十 力 ) 
f(z0) 


|1—e*|+|e*t!l(errd*t! + errad*t? + ...)| 


I 信 


< 1—e*+ertl(|eprid*t!|+ |eprad*t?|+.:.) 
过 工 一 线 炒 et 
= 2 < 
将 这 样 的 e 代入 h = ed, 得 
|f(zo 十 ed)| < |f (zo)|. 
这 就 推出 了 矛盾 . 口 
推论 5.6.1 复数 域 上 的 一 元 n 次 多 项 式 恰 有 n 个 复 根 (包括 重 根 ). 
推论 5.6.2 复数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 都 是 一 次 多 项 式 
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推论 5.6.3 复数 域 上 的 一 元 兄 次 多 项 式 必 可 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 . 
关于 多 项 式 根 与 系数 的 关系 , 我 们 有 如 下 的 Vieta ( 韦 达 ) 定理 . 
定理 5.6.2 (Vieta 定理 ) 若 数 域 区 上 的 一 元 nn 次 多 项 式 
f(z) = aozn 十 alZn 1 十 az ?+ + an 


在 区 中 有 nn 个 根 T1;T2,°"* ,Tny 则 


Q3 
> TiTijTk 一 en 
0 


证 明 f(zZ) = ao(z 一 Z1)(z 一 2X2)…(z 一 zn), 将 这 个 式 子 的 右边 展开 与 f(x) 
比较 系数 即 得 结论 . 口 

由 代数 基本 定理 , 一 个 复数 域 上 的 一 元 n 次 方程 必 有 nn 个 根 . 如 何 求 这 m 个 
根 , 读者 已 在 中 学 里 学 到 过 一 元 一 次 及 一 元 二 次 方程 的 求 根 公 式 . 对 于 一 元 三 次 、 
一 元 四 次 方程 也 有 求 根 公式 , 当然 要 复杂 得 多 . 下 面 我 们 介绍 一 下 如 何 来 求解 一 元 
三 次 、 一 元 四 次 方程 . 

由 于 将 一 个 方程 式 两 边 乘 以 非 零 常数 不 影响 该 方程 的 根 , 因此 不 妨 设 有 下 列 
一 元 三 次 方程 式 : 

jz) 一 zZ3+az2 十 好 2 十 c=0. 
作 变 换 x 二 y 一 3 代入 上 述 方程 化 简 后 得 到 一 个 缺 二 次 项 的 方程 : 
+py+g=0. 

显然 , 只 要 将 上 面 方程 的 根 加 上 3 即 可 得 原 方程 的 根 , 因此 我 们 把 问题 归结 为 求 


jz) = 到 二 Dr 十 g=0 (5.6.4) 
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这 一 类 方程 式 的 根 . 
关 g= 0 则 zl = 0, za = Vp, za 二 一 VD 便 是 方程 的 根 . 若 丈 = 0， 
则 zi = 0 za = gw, za = 外-qw? 就 是 方程 的 根 , 其 中 


1 V3. 


因此 我 们 只 需 讨 论 p 关 0, g 关 0 的 情形 . 
引进 新 的 未 知 数 z == 久 十 v, 则 


T= 3uw(u+t+v) = + + uy, 


或 


23 一 3uvz 一 ( 妇 十 o03) = 0. 


与 (5.6.4) 式 比 较 得 


1 
oi (5.6.5) 
u3+v3=—g 
如 可 求 出 (5.6.5) 中 的 ww 即 可 求 出 z, 但 (5.6.5) 式 又 可 变 为 
和 :ls 
ka (5.6.6) 
WW+w3 =—g 


2 i i 
y +qy 27 0 
于 是 
i Rl Ey 
vo ora a Na 
人 gp 
= 二 


注意 w,v 必须 适合 (5.6.5) 式 , 故 可 得 方程 (5.6.4) 的 根 为 


WW 
z2 =w /I + VA /= VA, (5.6.7) 
VA. 
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上 式 通常 称 为 Cardan ( 卡 丹 ) 公式 . 
现在 来 考虑 四 次 方程 , 我 们 采用 与 讨论 三 次 方程 同样 的 方法 , 令 z = 一 了 0， 
可 消去 方程 z4 +azs 十 bx? 十 cz 十 d= 二 0 的 三 次 项 , 把 求解 四 次 方程 的 问题 归结 为 


求解 下 面 类 型 的 方程 : 
zZ4 十 az2 十 pz 十 c=0. (5.6.8) 


v 


2 
引进 新 的 未 知 数 w 在 (5.6.8) 式 中 加 uz? + 二 ,再 减 uz? 十 卫 , 得 


2 2 
24 十 WZ2 十 林 二 一 a)Z2 一 pr 十 二 一 d| = (5.6.9) 


我 们 注意 到 上 式 中 zx 十 wuz? 十 = = (22 十 >) 如 果 中 括号 内 是 一 个 完全 平方 ， 
则 (5.6.9) 式 可 化 为 两 个 二 次 方程 来 解 . 而 中 括号 是 一 个 完全 平方 的 条 件 是 


—4(w— a)( 夺 —c)=0. (5.6.10) 


这 是 一 个 的 三 次 方程 , 称 为 方程 (5.6.8) 的 预 解 式 . 假定 w 已 解 出 , (5.6.9) 式 将 
变 成 


2 
(2 +) (Yaar =0. 
分 解 因 式 后 得 到 两 个 二 次 方程 : 
zZ2 十 VSaz 十 区 2 二 0， (5.6.11) 


=0. (5.6.12) 


Z2 一 人 一 十 可 十 BD 
这 样 便 可 求 出 方程 (5.6.8) 的 所 有 根 . 
这 里 需要 注意 的 是 (5.6.10) 式 是 一 个 三 次 方程 , w 有 3 个 根 . 如 依次 将 
这 3 个 根 代 入 (5.6.11) 式 、(5.6.12) 式 , 岂非 得 到 方程 (5.6.8) 的 12 个 根 ! 其 
实 我 们 只 需 取 (5.6.10) 式 的 一 个 根 就 可 以 了 ， 因 为 任 取 其 他 根 所 得 的 结果 是 
完全 一 样 的 . 事实 上 , (5.6.11) 式 与 (5.6.12) 式 之 积 就 是 方程 式 (5.6.8), 因此 方 
程 (5.6.11)、 方程 (5.6.12) 的 根 总 是 方程 (5.6.8) 的 根 , 只 不 过 在 方程 (5.6.11)、 方 
程 (5.6.12) 中 出 现 的 情形 不 同 而 已 . 比如 设 zi, ra, za, za 为 方程 (5.6.8) 的 4 个 根 . 
可 能 zi, za 为 方程 (5.6.11) 的 根 , 这 时 zs, za 为 方程 (5.6.12) 的 根 ; 又 可 能 za, za 
为 方程 (5.6.11) 的 根 , 这 时 zi, zs 为 方程 (5.6.12) 的 根 , 等 等 . 四 次 方程 的 这 种 解 
法 通常 称 为 Ferrari ( 费 拉 里 ) 解法 . 
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高 于 四 次 以 上 的 方程 一 般 是 不 能 用 根 式 来 求解 的 , 这 一 结论 在 19 世纪 30 年 
代 被 法 国 数学 家 Galois ( 伽 罗 瓦 ) 证 明 . 他 的 证 明 要 涉及 群 、 域 等 抽象 代数 知识 . 
读者 将 在 抽象 代数 的 课程 中 学 到 它 . 需要 注意 的 是 , 我 们 这 里 说 五 次 及 五 次 以 上 
的 方程 一 般 不 能 用 根 式 求解 , 但 是 并 不 是 说 不 能 解 . 另外 , 也 并 不 是 所 有 五 次 及 五 
次 以 上 的 方程 都 不 能 用 根 式 求解 . 什么 时 候 可 用 根 式 解 , 什么 时 候 不 能 用 根 式 解 ， 
Galois 给 出 了 一 个 充分 必要 条 件 . 读者 欲 知 其 详 , 请 参阅 有 关 Galois 理论 的 著作 ， 
如 [1]. 


怀 题 5.6 


1. 设 方程 zz 十 pz? 十 qz 十 7 = 二 0 的 3 个 根 成 等 差 数 列 , 求证 : 


2p3 — 9pg + 277 = 0. 


2. 设 f(z) = 二 十 … 十 ao 的 nn 个 根 为 x1,z2,… ,zn, 且 zi 关 0(i= 

1,2,... ,1n), 求 以 on 直下 二 为 根 的 多 项 式 . 
T1 T2 Tn 

3. 设 多 项 式 如 十 32? 十 mz 十 n 的 3 个 根 成 等 差 数 列 , 而 多 项 式 za 一 (mm 一 2)z2 十 (2 一 3)z 十 8 
的 3 个 根 成 等 比 数列 , 求 m 与 mw， 

4. 证 明 : 方程 z 二 pz 十 g= 0 有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 

4p’ + 27g? = 0. 

5. 若 方程 23 十 pzx? 十 qz 十 7 = 二 0 的 3 个 根 都 是 实数 , 试 证 : p? > 3g. 

提示 : 利用 Vieta 定理 计算 了 (on 一 22) 十 (人 2 一 28)2 二 (25 二 0)2). 

6. 设 f(z) 是 复数 域 上 的 多 项 式 , 若 对 任意 的 实数 c, f(c) 总 是 实数 , 求证 : f(z) 是 实 系数 
多 项 式 . 


§ 5.7” 实 系数 多 项 式 和 有 理 系 数 多 项 式 


我 们 已 经 知道 , 复数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 都 是 一 次 的 . 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 
式 应 该 是 什么 样 的 呢 ? 
定理 5.7.1 设 


fm) 二 anz" 二 Qn_iz"! 十 :十 Gi 必 卡 项 


是 实 系 数 多 项 式 , 车 复数 a 十 抽 (b 关 0) 是 其 根 , 则 wa 一 下 也 是 它 的 根 . 
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证 明 令 z 二 a 十 j, 其 共 思 f 复 数 为 z =a 一 妇 , 则 


fl2) = qn +on a tg13+ 06 


= Qnzn 十 Qn_12m-1 十 … 十 Qa12Z 十 qo 二 0. 
由 此 即 得 结论 . 口 
定理 5.7.1 表明 , 多 项 式 f(z) 虚 部 不 为 零 的 复 根 必 成 对 出 现 . 
推论 5.7.1 实数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 或 为 一 次 或 为 二 次 多 项 式 : 
a22 十 7 十 c 且 刀 一 4ac< 0. 


证 明 ”一 次 多 项 式 显然 为 不 可 约 . 当 如 一 4ac <0 时 , az? 十 bz 十 c 没有 实 根 ， 
故 不 可 约 . 反 过 来 , 任 一 高 于 二 次 的 实 系数 多 项 式 f(x) 如 有 实 根 , 则 f(x) 可 约 ; 
如 有 一 复 根 a 十 bi(b 关 0), 则 a 一 i 也 是 它 的 根 , 故 


(z— (a+bi))(z— (a—0bi)) = 7 — 2ar+ (a + bb) 
是 f(x) 的 因 式 , f(z) 可 约 . 口 


推论 5.7.2 实数 域 上 的 多 项 式 f(z) 必 可 分 解 为 有 限 个 一 次 因 式 及 不 可 约 二 
次 因 式 的 乘积 . 


接 下 去 讨论 有 理 系数 多 项 式 . 我 们 首先 证 明 一 个 整 系数 多 项 式 有 有 理 根 的 必 
要 条 件 , 然后 研究 有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 . 


定理 5.7.2 设 有 nn 次 整 系数 多 项 式 
jz) = anz" +an_i2™ 1! + 7 + a0; (5.7.1) 
则 有 理 数 : 是 (XY) 的 根 的 必要 条 件 是 p| an, dg | ao, 其 中 p,q 是 互 素 的 整数 . 
证 明 将 E 代入 (5.7.1) 式 得 z 
an(5)” 十 oo) 二 :十 oa 十 ao = 0， 
将 上 式 两 边 乘 以 mm 得 : 


ang” + an_19" p+ +agp"!+aop”=0. 
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显然 必须 有 p | a,, q | ao. 口 
定理 5.7.2 给 出 了 整 系数 多 项 式 有 有 理 根 的 必要 条 件 . 由 于 任 一 有 理 系 数 方 
程 均 可 化 为 同 解 的 整 系数 方程 (只 需 用 系数 的 公分 母 乘 以 方程 的 两 边 即 可 ), 因此 ， 
定理 5.7.2 也 可 用 来 判别 一 个 有 理 系 数 多 项 式 是 否 有 有 理 根 . 
例 5.7.1 证 明 下 列 多 项 式 没有 有 理 根 : 
jz) = 1° — 1273 + 36z + 12. 
证 明 f(z) 如 有 有 理 根 , 只 可 能 为 土 1, 士 2, 土 3, 土 4, 士 6, 土 12. 将 上 述 这 些 数 
代入 f(x) 均 不 为 零 , 因此 f(x) 无 有 理 根 . 口 
现在 来 讨论 有 理 系 数 多 项 式 的 因 式 分 解 . 首先 我 们 要 探讨 一 下 有 理 系数 多 项 
式 的 可 约 性 与 整 系数 多 项 式 可 约 性 的 关系 . 
定义 5.7.1 设 多 项 式 
天 2) = QnZ™ Co 十 …: 十 QiT 十 Qo 
是 整 系数 多 项 式 , 若 Qaw,an_1,… ,Q1,Q0 的 最 大 公约 数 等 于 1, 则 称 f(z) 为 本 原 
多 项 式 . 
引 理 5.7.1 (Gauss 引 理 ) 两 个 本 原 多 项 式 之 积 仍 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 设 
f(z) QnZ 二 Wp 十 53 由 /01 人 2 二 .06， 
g(z) = DZ 本 区 而 ”二 biz 十 bo 
是 两 个 本 原 多 项 式 . 若 
m+n 


f(x)g(z) 一 Cm+nYT 十 Ca 十 .…… 十 CiT 千 co 


不 是 本 原 多 项 式 , 则 co, c1,… ,cm+n 必 有 一 个 公共 素 因子 p. 因为 f(x) 是 本 原 多 
项 式 , p 不 能 整除 f(x) 的 所 有 系数 , 设 p | ao, p | a1,…,p | ai_1, 但 p 不 能 整 
除 Os 同 理 ， 设 p | bo, p | bi, ‘mei | 1; 但 p 不 能 整除 by. 注意 到 


ciHj = "二 Qi20j+2 + Gi-1bj+1 二 Qibj + Qitib;-1++*……;， 


p 可 整除 Citi, 了 也 能 整除 右 式 除 aib; 以 外 的 所 有 项 . 但 p 不 能 整除 Qi 和 b;, 故 Dp 
不 能 整除 aib;, 引出 矛盾 . 口 
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定理 5.7.3 若 整 系数 多 项 式 f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 则 它 必 可 分 解 为 两 个 
次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 


证 明 假定 整 系数 多 项 式 f(x) 可 以 分 解 为 两 个 次 数 较 低 的 有 理 系数 多 项 式 

之 积 : 
f(7) = g(x)h(z), 
g(x) 的 各 项 系数 为 有 理 数 , 必 有 一 个 公分 母 记 为 c, 于 是 g(x) = (cg(2)), 其 
中 cg(z) 为 整 系数 多 项 式 . 若 把 co(z) 中 所 有 系数 的 最 大 公 因 数 d 提出 来 ， 
则 g(z) = 5(2g(z))， Sg(z) 是 一 个 本 原 多 项 式 . 这 表明 g(z) = agi(z), a 为 有 理 
数 , gi(z) 为 本 原 多 项 式 . 同样 , h(x) = bhi(z), 其 中 5 为 有 理 数 , h(x) 为 本 原 多 项 
式 . 于 是 我 们 得 到 
f(z) = g(x)h(z) = abgi(z)hi(z). 

由 Gauss 引 理 知 , gi (7z)hi(z) 是 本 原 多 项 式 . 若 ab 不 是 一 个 整数 , 则 abgi(z)hi(z) 
将 不 是 整 系数 多 项 式 , 这 与 f(z) 是 整 系数 多 项 式 相 矛盾 . 因此 ab 必须 是 整数 , 于 
是 f(x) 可 以 分 解 为 两 个 次 数 较 小 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 口 

我 们 通常 称 一 个 整 系数 多 项 式 f(x) 在 整数 环 上 可 约 , 若 它 可 以 分 解 为 两 个 次 
数 较 低 的 整 系数 多 项 式 之 积 . 上 面 的 定理 告诉 我 们 , 整 系数 多 项 式 f(z) 若 在 整数 
环 上 不 可 约 , 则 在 有 理 数 域 上 也 不 可 约 . 如 何 判断 一 个 整 系数 多 项 式 不 可 约 ; 我 们 
有 如 下 的 Eisenstein ( 爱 森 斯 坦 因 ) 判别 法 . 


定理 5.7.4 (Eisenstein 判别 法 ) 设 多 项 式 
f(z) 一 0n2X 十 1 十 … 十 三 2 十 00 


是 整 系数 多 项 式 , an 关 0, n> 1,p 是 一 个 素数 . 若 p|ai(i==0,1,…,n 一 1), 但 p 
不 能 整除 on 且 p? 不 能 整除 ao, 则 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 


证 明 我们 只 需 证 明 f(z) 在 整数 环 上 不 可 约 即 可 . 设 f(x) 可 分 解 为 两 个 次 
数 较 低 的 整 系数 多 项 式 之 积 : 


f(z7) = (bmz™ + bm_17™ 1 ++ bo) (cpt + er iz! + + co), 


其 中 m 十 t= n. 显然 oo = boco, an = bmc:， 由 假设 p|ao, 故 p| bo 或 五 | co. 
又 22 不 能 整除 ao, 故 p 不 能 同时 整除 bo 及 co. 不 妨 设 p | bo 但 p 不 能 整除 oo. 
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又 由 假设 , p 不 能 整除 an = bmci, 故 p 既 不 能 整除 如 又 不 能 整除 c. 因此 不 妨 
设 p|bo,p|bi,…,p|b;-1 但 p 不 能 整除 5;, 其 中 0<j<m<n. 而 


Qj; 三 bjCo 十 bj;_1c1 中 站 bocj, 


根据 假定 , p | oj, 又 p 可 整除 上 式 右 端 除 bj;co 外 的 其 余 项 , 而 不 能 整除 bj;co 这 一 
项 , 引出 矛盾 . 口 


例 5.7.2 对 任意 的 n> 1,z" 一 2 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 


证 明 由 于 2 可 整除 zm 一 2 中 除 首 项 以 外 的 一 切 系数 , 又 22 = 4 不 能 整 
除 一 2. 由 Eisenstein 判别 法 知 x" 一 2 不 可 约 . 口 


这 个 例子 表明 , 存在 任意 次 的 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 
例 5.7.3 若 p 为 素数 ,证明 : 


f(z)=zwr 十 z2 一 十 .十 Z 十 1 


在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
证 明 作 变 量 代 换 
z=Yy+l, 
得 
f0) = Ltd Op 


wm—1 y 


注意 p| C; (1 < i < p 一 1),p 不 能 整除 首 项 系数 1, p? 不 能 整除 C?-! = p, 因此 上 
述 关 于 y 的 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 显然 f(z) 在 有 理 数 域 上 也 不 可 约 . 口 


例 5.7.4 证 明 : 


2 n 
f(a 二 十 二 
2! nl 


当 n 是 素数 时 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 


证 明 将 nl 乘 以 f(z), 只 需 证 明 当 n =p 为 素数 时 , 在 整数 环 上 不 可 约 即 可 . 
而 由 Eisenstein 判别 法 即 知 p!f(z) 不 可 约 . 口 
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允 组 5.7 


1. 证 明 : 实 系数 奇数 次 方程 必 有 实数 根 . 


2. 设 flz) = anz" 十 an-izn" 十 :… 十 oz 十 ao 是 实 系数 多 项 式 , 求证 : 
(1) 若 (-1) ai 全 是 正 数 , 则 f(z) 没有 负 实 根 ; 

(2) 车 (1)’ai 全 是 负数 , 则 f(z) 也 没有 负 实 根 ; 

(3) 当 ww 全 正 或 全 负 时 , f(z) 没有 正 实 根 . 

3. 求证 : 方程 zs + 5z6 十 4x4 十 2z? 十 1 = 0 无 实数 根 . 

4. 求 下 列 多 项 式 的 有 理 根 ; 

(1) z3 一 6z2 十 15z 一 14; 

(2) 4z4 一 7z2 一 5z 一 11; 

(3) 6z4 一 25z3 十 20z2 一 25z 十 14; 

(4) xz 一 2 一 5 十 2z” 一 5 一 3 


5. 证 明 下 列 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 : 
(1) z? 十 pz 十 p (p 是 素数 ); 

(2) z+ 23 十 1; 

(3) £4 一 18z3 十 12z2 — 6z + 2. 


6. 若 pi,… ,pm 是 互 不 相同 的 m 个 素数 , 求证 : 对 任意 的 m > 1, 多 项 式 
f(z) = 2™ 一 D pm 


在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
7. 证 明 : zx? 十 1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
8. 写 出 一 个 次 数 最 小 的 有 理 系数 首 一 多 项 式 , 使 它 有 下 列 根 : 


1+ V3, 3+ Vai. 
9. f(z) 是 首 一 整 系数 多 项 式 , 若 f(0), f(1) 都 是 奇数 , 求证 : f(z) 没有 有 理 根 . 


§5.8 多 元 多 项 式 


设 有 是 数 域 , z1,z2,… ,zn 是 n 个 未 定 元 , 它们 彼此 无 关 . 称 az 和 az 和 姑 .…7hn 
为 一 个 单项 式 , 其 中 a 是 这 个 单项 式 的 系数 , k; 为 非 负 整数 . 如 果 a 关 0,; 则 称 该 
单项 式 的 次 数 为 有 = ki 十 kz 十 … 十 kn. 如 果 两 个 单项 式 除 相差 一 个 系数 外 , 其 余 
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都 相同 , 即 每 个 x; 的 次 数 都 相同 , 则 称 这 两 个 单项 式 为 同类 项 . 同类 项 相 加 , 可 将 
它们 的 系数 相 加 . 比如 
2ztzazd4 + 3z17a73 = 5z27274. 
不 是 同类 项 相 加 时 不 能 把 系数 相 加 . 有 限 个 单项 式 的 和 称 为 一 个 n 元 多 项 式 , 它 
的 一 般 形式 为 
f(z1, Tay": sTn) = ait 
下 面 我 们 总 假定 在 一 个 文字 多 项 式 中 的 各 单项 式 彼 此 不 同 , 即 同 类 项 已 合并 . 
对 一 个 n 元 多 项 式 , 它 的 系数 非 零 的 单项 式 的 最 大 次 数 称 为 这 个 多 项 式 的 次 
数 . 比如 下 列 三 元 多 项 式 的 次 数 为 5: 
zizaz3 十 27l7aza — 3T172 + 1. 
两 个 n 元 多 项 式 称 为 相等 当 且 仅 当 它们 同类 项 的 系数 全 都 相等 . 
两 个 n 元 多 项 式 相 加 , 即将 它们 同类 项 的 系数 相 加 . 例如 , 若 
f (Tis va Ta) 二 z3 十 2zl73 — 37T1T273, 
g(zl T2, T3) = 一 7Z2 一 27173 + 5717oz3， 
则 
f(z1, TZ2, T3) + g(T1, 22, 73) = 他 一 22 十 2717273. 
两 个 单项 式 azaz? zi， bz3z zj 相 乘 , 其 积 为 
V1 二 +71 
1 


abz 2 pintin, 


两 个 多 项 式 相 乘 按 分 配 律 可 化 为 各 单项 式 乘积 之 和 . 如 


I 


(z3 十 ZIiT27T3 一 2zas)j(zZ3 一 XT122 一 2Z3) 
一 ZI 一 Z1za — TIL3 十 Zizaza 一 Z17273 — T17273 一 203za + 2c17acas 十 273. 
相 乘 后 如 出 现 同 类 项 应 予以 合并 . 多 元 多 项 式 不 像 一 元 多 项 式 那 样 可 按 次 数 的 大 
小 降 堪 或 升 蝴 排列 .比如 


] 
TIT2 十 T17223， 


其 中 两 项 都 是 3 次 式 . 为 了 给 它们 排 次 序 , 我 们 常 采用 “字典 排列 法 ”: n 个 未 定 元 
按 自然 足 标 为 序 排列 , 即 为 zi za … , zn; 若 有 两 个 非 零 单项 式 : 


QZTIZ2 bzw “pe, 


242 ”高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


车 入 = 为 , 记 二 各, … 广 -1 = 二 jp-1 但 计 > 训 ; 则 规定 azix…zwir 先 
于 bz zx. zj. 按 这 样 排列 , 任 一 多 项 式 都 只 有 唯一 的 方法 把 它 的 各 单项 式 排 
序 . 这 时 要 注意 第 一 项 即 首 项 未 必 是 最 高 次 项 , 末 项 也 未 必 是 次 数 最 低 的 项 . 例如 
多 项 式 : 
7272 十 Ta7s 十 3zi7Z273 一 4z275 
按 字典 排列 应 为 
2Z373 十 Z3172 十 3C17223 一 47223. 
引 理 5.8.1 若 f(zX1,7T2,… ,Tn) 及 9g(zlz2… ,Zn) 都 是 区 上 的 nn 元 多 项 
式 且 非 零 , 则 按 字 典 排 列 法 排列 后 乘积 的 首 项 等 于 f 的 首 项 与 g 的 首 项 之 积 . 
证 明 设 azaze zi 和 bzaz2 .zj 分 别 是 f 和 g 的 首 项 人 
法 ), 它们 的 乘积 为 obzi+2az2+22 .zin+jmn， 其 他 任意 两 个 单项 式 cz 和 az 和 .… zk 
和 dzfz2 zf 之 积 为 cdzatmz 和 tr .kntrma, 设 责 二 jp 一 
lt > ki; Ji 一 | = 7 1 Js > Ts, eg 显然 


证 入 = 二 和 十 TI yi 十 jt_1 二 Kei1 十 Tt 十 je > ki tTi: 


因此 abwit7 gt... pintin 先 于 cdztrt"ipk2tr2.., pkntrn. 
同 理 可 证 明 ; Behe 212 Tin 先 于 adzbt"izptr2 .pintrn 和 chrt th 
Tht 证 Zhn 十 jn 因此 志 确 是 fo 的 首 项 . 口 


命题 5.8.1 若 f(z1,72,:… ,zn) #0, g(z1,7T2,-… ,Tn) 0, 则 
ziza Zn)g(zZlz2 ,Tn) #0. 

证 明 f 和 9g 的 首 项 不 为 零 , 故 fg 关 0. 口 

推论 5.8.1 若 h(zi,z2,… ,zn) 关 0, 且 

f (T1227 Zn) 有 (zz Tn) = 9(71, 2 ,Tn)h(zi, Tas Zn) 


则 
f(T1, za Tn) 三 gzlyz2 ,Tn). 

多 元 多 项 式 除 了 “字典 排列 法 ”外 , 还 有 “ 齐 次 排列 法 ”我 们 先 介绍 齐 次 多 项 
式 的 概念 . 若 一 个 多 项 式 f(z1, zz,…… ,Zn) 的 每 个 单项 式 都 是 大 次 式 , 则 称 之 为 天 
次 齐 次 多 项 式 或 上 次 型 . 如 aizi + azzs 十 a3z3 是 三 元 一 次 型 . z? 十 Z122 一 3z2 为 
二 元 二 次 型 . z4 一 472737? 十 571727T37T4 为 四 元 四 次 型. 
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两 个 次 数 相同 的 齐 次 多 项 式 之 和 若 不 为 零 , 则 必 仍 是 同 次 齐 次 多 项 式 . 任意 两 
个 齐 次 多 项 式 之 积 仍 为 齐 次 多 项 式 . 
任 一 n 元 多 项 式 均 可 表示 为 若干 个 齐 次 多 项 式 之 和 , 这 只 需要 将 各 次 数 相等 


的 项 放 在 一 起 即 可 . 如 

2z1 一 37172 十 473 一 T17273 十 Z4 = (273 十 473 一 T17273) + (Z2 一 37172), 
其 中 2zw3 十 4z3 一 zl27273 为 三 次 型 , z? 一 3z172 为 二 次 型 . 

多 元 多 项 式 与 多 元 多 项 式 函 数 之 间 的 关系 与 一 元 的 情形 类 似 . 

引 理 5.8.2 设 f(z1,722,… ,Zn) 是 区 上 的 nn 元 非 堆 多项式, 则 必 存 在 区 中 
元 Q1 4042,"** , Qn, 使 f(a1, az ,Un) 0. 


证 明 对 未 定 元 个 数 n 用 数学 归纳 法 . 当 n = 1 时 , 多 项 式 f(z) 只 有 有 限 
个 零点 , 故 总 有 a € 区 使 f(a) 了 关 0. 现 设 对 有 n 一 1 个 未 定 元 的 多 项 式 结论 成 立 . 
将 f(z1, To, EN sw) 写成 未 定 元 Tn 的 多 项 式 : 


f(T1, 72,* Fo) =+bizn tm tbnrY, 


其 中 b; = bi(z1,22,… ,Zn_1) 是 n 一 1 元 多 项 式 . 因为 f(z1; XY2,"… ,Tn) 关 0, 故 
可 设 b% 关 0. 由 归纳 假设 , 存在 a1,-… ,a,_1 € 区 , 使 


和 让 
因而 
FG nn) = bo (yr 1) Ba (orn 1) Fm BG m1 je 
是 一 个 非 零 的 以 zx 为 未 定 元 的 一 元 多 项 式 , 故 存在 a,, € 区 , 使 
aa 和 


命题 5.8.2 数 域 区 上 的 两 个 nn 元 多 项 式 (zl za ,Tn) 与 g(z1, TY2,:… ,Tn) 
相等 的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 a1, az,… ,an € 区 , 均 有 


f(a1, aa … Ba) 9g(aiya2)…. RR): 
证 明 只 需 证 明 充分 性 . 作 
h(z1, T2,* ;ny = f(z1, Ta， pd) — g(z1, T2,* 本 


着 h(z1, za …… ,zn) 关 0, 则 必 有 a1,az,… ,an E 区 ,使 h(ai,az,… ,an) 关 0. 与 
假设 矛盾 . 口 
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怀 虹 5.8 


1. 设 f(z1) 22，… ,Zn), g(zi,zz,… ,zn) 是 数 域 上 的 两 个 多 项 式 且 g(zl, 22,… ,zn) 
是 非 零 多 项 式 . 如 果 对 一 切 使 g(a1,a2,… ,an) 关 0 的 ayoz… ,an E K, 均 有 f(a1,a2,…， 
Qan) = 0, 求证 : (ziyza…… ;zn) = 0. 


2. 设 f(z1,7X2，… ,Tn) 与 g(Z1,7T2,… ,Zn) 是 数 域 KK 上 的 多 项 式 且 fg 是 n 元 齐 次 多 项 
式 , 求证 : f 与 9 都 是 齐 次 多 项 式 . 


3. 设 f(z1, 72,… ,Zn) 是 n 元 非 零 多 项 式 , 若 存在 g(z1, zz, … ,zn), 使 
f(z1, T2,**- ,Tn)g(T1, T2,* ; Tn) < 1 


求证 : f(z1,72,… ,zn) = c, 其 中 c 是 区 中 的 非 零 元 . 


$5.9 对 称 多 项 式 
定义 5.9.1 设 f(z1,72,… ,Tn) 是 数 域 区 上 的 n 元 多 项 式 , 若 对 任意 
的 i 关 j(1 之 ij < 之 n), 均 有 
jz1 Bi yy ,Wn) = f(z1,.…: Bj yi ji 
则 称 f(Z1, 7T2，,… ,Tn) 是 数 域 区 上 的 n 元 对 称 多 项 式 . 
例如 , 三 元 多 项 式 z? 十 2 十 7z3, 将 zi 与 za 对 换 有 
好 十 2 十 2 一 2 十 2 十 22. 
又 将 zi 与 zs 对 换 及 将 za 与 zs 对 换 都 得 到 同一 个 多 项 式 . 因此 z3 十 如 十 2 是 


对 称 多 项 式 . 多 项 式 x? 一 ziza 与 22 一 Zz1x2 不 相等 , 故 z? 一 zizs 不 是 对 称 多 项 


式 . 
设 (k1, k2,* + , kn) 是 数组 (1, 2 ;7) 的 一 个 全 排列 . 若 jziyza ;i 
是 一 个 对 称 多 项 式 , 则 不 难看 出 : 


f(Thi, Thas* 5 = (ziyz2)…， ja): 


我 们 称 za 一 Zk, za 一 Zko，……， Zn Zh 是 未 定 元 的 一 个 置换 . 因此 对 称 多 项 
式 在 未 定 元 的 任 一 置换 下 不 变 . 
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容易 看 出 对 称 多 项 式 之 和 仍 是 对 称 多 项 式 , 对 称 多 项 式 之 积 也 是 对 称 多 项 式 . 
因此 对 称 多 项 式 的 多 项 式 还 是 对 称 多 项 式 . 这 句 话 的 意思 是 说 : 若 户 , 户 ，…， 所 
是 m 个 n 元 对 称 多 项 式 , g(y1,y2,… ,ym) 是 m 元 多 项 式 , 则 将 有 ,所 ,… ,fn 代 
蔡 y1,y2,… ,gm 后 得 到 的 多 项 式 


h(z1, T2,+*: ss) = g(fi, f2,*… i) 


仍 是 一 个 n 元 对 称 多 项 式 . 
在 对 称 多 项 式 中 , 有 一 类 基本 的 多 项 式 , 称 为 初等 对 称 多 项 式 . 它们 是 这 样 定 
义 的 : 
0l1 三 2Z1 十 Z2 十 '… 十 Zn 一 Dz 


02 = TI102 十 ZI173 十 … 十 Zn ln 一 >», TiTj, 
1<i<j<n 


Ca = IN 00 

这 nn 个 多 项 式 称 为 n 元 初等 对 称 多 项 式 . 初等 对 称 多 项 式 之 所 以 重要 , 是 因为 我 
们 有 下 列 定理 . 

定理 5.9.1 设 f(zi1,72,… ,Zn) 是 数 域 区 上 的 对 称 多 项 式 , 则 必 存 在 区 上 
唯一 的 一 个 多 项 式 g(W1,y2，… ,yn), 使 

f(z1, 72, on ,Ln) a g(01, 02, ;Gn 
证 明 存在 性 : 设 f(zx1, zx2,… ,zn) 按 字典 排列 法 的 首 项 为 
azlZ2 .Tin, a #0. 


则 必 有 下 得 宇 … 二 加. 事实 上 f(zi1,72,… ,zn) 是 对 称 多 项 式 , 若 大 < ix41， 
则 将 zx 与 zk+l 对 换 得 到 az “tipi … Zr, 这 一 项 也 是 /za za ,Zn) 
中 的 项 , 但 它 应 在 az? x …zir 之 前 , 此 与 首 项 的 假定 相 矛 盾 . 

作 多 项 式 


es inLiin i 
(Byrd Ln) = 001 OP Seog om. 


显然 91 是 人 1) 2 ,Tn 的 对 称 多 项 式 ， 且 91 的 首 项 为 


ari i (T1172) 2 ... (zi Tn)" = ariri?... Tin 
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因此 gi 与 f 的 首 项 相同 , 于 是 有 = f 一 91 是 一 个 首 项 后 于 f 的 对 称 多 项 式 . 
对 所 重复 上 述 做 法 , 不 断 做 下 去 , 便 得 到 一 列 对称 多 项 式 : 
fo=f,fis=sfo-g,fo = fi—g92,:…, 


每 个 fi 的 首 项 都 后 于 fi_1 的 首 项 . 设 zz 名 .…zhr 是 某 个 (i > 1) 的 首 项 ， 
则 因 它 后 于 f 的 首 项 , 故 有 


i>h2>kh>...>k,>0. 


这 样 的 ,ko,… ,kn 只 有 有 限 个 , 故 多 项 式 fi 不 能 无 限 地 构造 下 去 , 即 存在 某 个 
正 整数 s, 使 人 = 0 于 是 


二 名 十 拓 二 寻 上 2 十 各 = 二 由 姑 中 


由 于 每 个 g; 都 可 表示 为 o1,o2,… ,on 的 多 项 式 , 故 f 也 可 表示 为 01,02,:… ,on 


的 多 项 式 . 
唯一 性 : 设 9(0 , Yn) 及 h(y1,*… ,a 都 是 KK 上 的 nn 元 多 项 式 ， 且 


(zl ;Way = g(o1,.…- :Oin) = h(g1,.… ; Os 


令 
PY Yn) = 9 Yn) — hy Yn): 
由 假定 , 有 
p(t yOn) = 0. 
我 们 要 证 明 多 项 式 


p(y1, ,Yn) =0. 
假定 p(y1,… ,yn) 闫 0, 不 妨 设 
p(y Ya Yn) = CY YS Ye + dy yd :in + 
其 中 c,d,…… 均 不 为 零 且 假定 各 单项 式 彼此 不 是 同类 项 . 在 yp(o1,o2,… ,on) 中 ， 


coFiok? ... gkn — cpki (T1220) (L172... Ln) + 


大 1 十 大 kn ,kz 二 ks 
CT 名 十 2 十 …' 十 nat 3 十 hws hw hes 5 


doi!o3 CW (er 一 dz (Z1Zo2)22 onl (Zi72 ss Zn) 十 ……， 
一 
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因此 cofao 和 .ak 与 dojo 如 .…o 加 等 化 成 zz … ,zn 的 多 项 式 后 其 首 项 都 
不 是 同类 项 , 从 而 (ct ca,…… ,on) 的 首 项 一 定 是 这 些 首 项 中 排 在 最 前 的 那 一 个 . 


特别 ， 
Pp(01, ao， ey ,On) 0， 


引出 矛盾 . 口 


上 述 定 理 通常 被 称 为 对 称 多 项 式 基本 定理 . 这 个 定理 的 存在 性 证 明 是 构造 性 
的 , 可 用 来 求 对 称 多 项 式 的 初等 对 称 多 项 式 表示 . 


例 5.9.1 将 对 称 多 项 式 
f(z1, T2, 73) = TIT2 十 Z17s 十 Z172 + L172 + TL 十 Toz3 
表示 为 01,02,03 的 多 项 式 . 
解 ”这 时 首 项 为 z?7x2, 作 


02 lodl = oi02 一 (zZi 十 Z2 十 ZT3)(T1T2 + T1T3 + Z273) 


2 2 2 
三 2Z172 十 T273 十 2Z172 二 2123 十 2273 十 T273 十 3T1T273. 


因此 
f(z1, Za,Z3) = 0102 — 303. 
这 种 做 法 当 多 项 式 次 数 较 高 时 计算 可 能 相当 繁 . 下 面 我 们 通过 举例 介绍 “ 待 
定 系数 法 ” 
例 5.9.2 试 将 对 称 多 项 式 
f(z1, 72, 73) = (ZI + 12)(2? + 23)(22 十 23) 
表示 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 


解 注意 到 f 是 一 个 齐 次 多 项 式 , 次 数 等 于 6， 又 f 的 首 项 是 ztz2, 它 
的 指数 组 为 (4,2,0).， 从 定理 5.9.1 的 证 明 中 可 看 出 fi 首 项 的 指数 组 只 可 能 
是 (4,1,1), (3; 3, 0), (3, 2; 1); (2 2 2)， 相对 应 的 fi 的 首 项 为 


4—1 1-1 1 3 3—3 .3-0 0 _ 3 3-2 2-1 1 2-2 2-2 2_ 2 
01 02 03=0103,01 02 03=02,01 “02 03=010203,01 “02 “03= 03, 


因此 可 设 


2 2 3 
三 = alic2 十 ao3zas 十 bo3 十 co10203 十 do2. 
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取 z1, za zs 的 一 些 特殊 值 便 得 到 关于 a,b, c,d 的 线性 方程 组 . 不 难 解 得 


a= =2, b=—2, c=4, d= -1. 


因此 


f =02?02 — 20303 — 203 + 4010203 — 02. 


上 述 例子 中 f 是 一 个 齐 次 多 项 式 . 若 f 不 是 齐 次 多 项 式 , 则 可 把 f 分 解 为 齐 
次 多 项 式 之 和 . 显然 每 个 齐 次 多 项 式 仍 是 对 称 多 项 式 , 可 用 初等 对 称 多 项 式 来 表 
示 . 这 样 便 可 得 到 f 的 表示 . 

下 面 我 们 证 明 著 名 的 Newton (牛顿 ) 公式 . 令 


Sk 二 2 十 ZT 十 … 十 ZK (k>1); s0=n. 
引 理 5.9.1 设 


f(z) = (一 Zi) 一 7z2) (2— Zn) 
= 2 一 0127 十 aazn 2 十 :十 (一 1)"on, 
则 
TH f(z) = (soz + s17* 1 ++ sk)f (2) + g(2), 
其 中 g(z) 作为 z 的 多 项 式 次 数 小 于 n. 
证 明 容易 看 出 


因此 


nn 


Kk 二 +1 
zf'(z) = 二 (lz) 


1 
n 
whtl jkt! Ft 


ee 


TT— Ti 


k+l _ k+l 
= (0) 2 — + 0), 


其 中 
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作为 z 的 多 项 式 其 次 数 小 于 n. 又 


大 十 1 


大 十 CiZK 一 十 vk) 


$=1 
Eo (Zi 十 十 Zn)z* 1 十 … 十 (ZT 十 .… 十 2K) 


= soT* 十 s1Z4 1! 二 .十 Sk, 


Tt (7) = (soxt + s12* 1 + sp)f (2) + g(z). OO 
命题 5.9.1 (Newton 公式 ) 记号 同上 , 若 上 <n 一 1, 则 
Sk 一 Sk-101 十 sk-202 一 … 十 (一 1 sogp-1 + (—1)*kox = 
若 有 之 m， 则 
Sk 一 Sk_101 十 SK_202 一 … 十 (一 1)"sk nan = 0. 
证 明 对 f(z) = 人 -oilz? 1 二 oozn ?十 … 十 (一 1)"o% 求 导 并 乘 以 zk+l 得 到 : 
Tet f(T) = nr (nl)or™t lt (no—2)or"th 2 +. + (—1) lo, 7+tl. 
由 引 理 , 有 


ZHIf'(r) = (so0z* + S17 1 + sk)f (2) + g(z) 
二 (sow* 十 312K! 十 -… 十 sk)(Zm 一 aiZ2 1 


十 oaz" + +(-1)"on) Tg(2): 
比较 z” 的 系数 即 知 , 当 k<n 一 1 时 , 有 
Sk — Sk_101 十 5k_202 — :二 (—1)* lsiokp 1+ (—1)*kok = 0; 
若 大 > n, 则 


Sk 一 SK-101 十 Sk_202 一 … 十 (—1)”sk_non =0; 口 
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居 题 5.9 


1. 试 将 下 列 对 称 多 项 式 用 初等 对 称 多 项 式 表示 : 
(1) (zl + za 二 za)3 一 (zz 二 za 一 Z1)3 一 (zi 十 za 一 72)3 一 (zl 十 Z2 一 Z3)3; 


(2) zz 十 z 十 碍 一 3zlizaza. 

2. 求证 : f(z) = z3 十 pz? 十 qz 十 7 的 某 一 根 平方 等 于 其 他 两 根 平 方 和 的 充分 必要 条 件 是 
p*(p” — 29) = 2(p — 2pq 十 2r) 

3. 用 Newton 公式 将 s4 用 初等 对 称 多 项 式 表示 出 来 . 

4. 已 知 z3 十 pz 十 qz 二 7 三 0 的 3 个 根 为 aa,a2,as, 求 一 个 三 次 方程 , 其 根 为 ai a3 ,oa3. 

5. 解 下 列 方程 组 : 


Ti 十 Ww2 二 ws 十 4 = 二 4, 
TI 十 ZT3 十 ZT3 十 TZ4 二 4， 
ZI 十 3 十 Z3 十 24 二 4， 


4 4 
2 十 人 十 23 十 ZX 和 = 二 4. 


6. 设 1<K< mw, 求证 : 


581 1 0 
52 Ss1 2 
1 _1 
(1) ox = Pan 》 
Sk-1 Sk-2 5Sk-3 k—1 
Sk Sk—1 Sk—2 51 
Ol 1 0 
202 Ol 1 
(2) sk = : 
(k—1l)or1 ok-2 Ok-3 :* 1 
有 OK Ch-i Cu-2 … ‘Ol 


§ 5.10 结 式 和 判别 式 


设 f(z),g(z) 是 数 域 上 的 一 元 多 项 式 . 现在 我 们 来 讨论 它们 何 时 有 公共 
根 (简称 公 根 ). 公 根 问题 实际 上 等 价 于 公 因子 问题 , 但 是 现在 我 们 要 从 另外 一 个 
角度 来 探讨 这 个 问题 . 
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引 理 5.10.1 设 dlz) 是 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公国 式 , 则 d(z) 关 工 的 充分 必 
要 条 件 是 存在 区 上 的 非 零 多 项 式 Vw(Z),u(z), 使 


f(z)u(z) = g(zju(z)， (5.10.1) 
且 degu(z) < degg(zj, degu(z) < deg f(z). 
证 明 若 d(x) 关 1, 令 f(z) = d(z)v(z), g(z) = d(z)u(z), 则 
f(z)u(z) = d(z)v(z)u(z) = 9(Z)u(z)， 


且 degu(x) < degg(7z), deg v(x) < deg f (x). 
反 过 来 , 若 d(xz) = 1, 则 由 (5.10.1) 式 知 f(x) | g(xz)v(z). 但 f(z) 与 g(x) 互 
素 , 因此 f(z) | v(z), 与 deg f(z) > degv(z) 矛盾 . 口 


现 设 
f(z) = Qor” +ar™l! 十 十 an， 
g(x) = bor™+br™ lt bm, 
U(Z) = zor™ + rr 2 十 :十 Zm ll 
v(z) = yor +hr + 二 Yn 


其 中 To Tm-1; Yo ;Yn—l 为 待定 未 知 数 . 将 上 面 4 个 式 子 代入 (5.10.1) 式 ， 
比较 系数 得 


aozo = boyo, 

Q170 + Q021 = biyo 十 boyi, 

Q2T0 + Qi71 + Q072 = boyo + bi1yi + boys, 

QnTm-_3 + Qn-1iTm-2 + Qan_2Tm-1 = bmiyn 8 时 bm_1Yn-2 a bas 
QnTm-2 和 + Qn-iTm-1 = bmyn—2 4 bm-1Yn21; 


QmnZm 一 1 = bmYyn—1 : 


我 们 把 上 述 m+n 个 等 式 看 成 是 m+n 个 未 知 数 zo 2 Zim; 0 信和 
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的 线性 方程 组 . 不 难 算出 这 个 线性 方程 组 系数 矩阵 的 转 置 为 


a0 al 02 Qn 0 0 
0 Qo al Qn—l1 Qn 0 
0 0 ao Qn—2 Qn—1 0 
0 0 i 0 ao Qn 
—bo —b: 一 pp .|:: —bm 0 
0 一 5 一 六 —bm_1 —bm 
0 0 = -而 入 汪 


若 上 述 m 十 n 方 阵 的 行列 式 不 等 于 零 , 则 zi,y; 都 只 能 全 为 零 , 这 时 f(z),g(z) 互 
素 , 即 没 有 公 根 . 反之 , 若 上 述 方 阵 的 行列 式 等 于 零 , 则 f(x), g(x) 有 公 因 子 , 即 有 
公 根 . 


定义 5.10.1 设 


f(z) = aoz" ar" 十 和 十 an 


了 的 ) = "Br" FO 


定义 下 列 m 十 n 阶 行列 式 : 


0Q0 QI Q2 这 We wk 0 wd 0 
0 Q0 Q1 i Qn_l Qn st 0 
0 0 00 i Qn an 1 …， 0 
玖 病友 一 | 机 二 5 硬 re 
bo 页 bb Be 
0 bo bi Bi Bi 
SE 


为 f(z) 与 g(x) 的 结 式 或 称 Sylvester 行列 式 . 
显然 我 们 可 以 有 下 列 判 断 两 个 多 项 式 存 在 公 根 的 定理 . 
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定理 5.10.1 多 项 式 f(z) 与 g(z) 有 公 根 (在 复数 域 中 ) 的 充分 必要 条 件 是 
它们 的 结 式 R(f,g) = 0. 
推论 5.10.1 多 项 式 f(z) 与 g(z) 互 素 的 充分 必要 条 件 是 R(f,g) #0. 
多 项 式 的 结 式 也 可 以 用 它们 的 根来 表示 . 
定理 5.10.2 设 


f(z) = aoz2 十 az 十 .十 an 
g(Z) = boz™ +hiz™ 十 :十 pm 
f(z) 的 根 为 T1,T2, mn) 9(Z) 的 根 为 Yi V2， ** ,Ym 则 f(z) 与 9(Z) 的 结 式 为 
R(f,9) = ayb? [I II: —»;): (5.10.2) 
7=1 ie1 


为 了 证 明 上 述 定理 , 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 5.10.2 记号 同 定理 5.10.2, 设 入 是 任意 的 数 , 则 
R(f(z), g(z)(z —N))= -DD)" FA)R(F,g9), R(F(z), 2 — N= (-1)"f(N). 
证 明 ”由 假设 ， 
g(Z)(z 一 入 ) = br" + (bi — boOA)r™ .+ (bm — bm_1A)T — bmnA\. 
为 了 书写 方便 , 我 们 引入 以 下 记号 : 
fo(z) = ao, f(z) = aoz + a1, fo(¥) = aoz2 + oz + oa, ,fn(z) = f(x). 
由 结 式 的 定义 ， 
R(f(z), g(x)(z — N)) 


ao al 0 A i th 0 
0 ao ai sa SY ni a i 0 
0 0 ao i a Qn_1 和 0 
=|0 0 3 0 ao 5 ve a 可 
ED ee Pe 一 只 i 0 
0 bo bi1—boA …: “bn= bn iA =bsA 


0 “i 0 bo 有 一 po 入 ，…， a 6 一 中 六 
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将 第 1 列 乘 以 入 加 到 第 2 列 ; 将 第 2 列 乘 以 和 加 到 第 3 列 ; …; 将 第 十 m 列 乘 
以 入 加 到 第 nw 十 mr 十 1 列 , 则 


而 OA fi) 在 (六 补 守 生 革 f(A)  AfOA) … AmF(A) 
0 fo fi wi ,fo ef rd) 
0 0 foN) i faN) fiN) AAA) 
上 式 = 0 0 有 0 六 OA) ee We re f0) 
bo bi by pm mis b,, 0 vy 0 
0 bo Di Di b,, 0 
有 的 0 


将 第 2 行 乘 以 -入 加 到 第 1 行 ; 将 第 3 行 乘 以 -入 加 到 第 2 行 ; …; 将 第 内 十 1 
行 乘 以 -和 加 到 第 m 行 , 则 


ao Q1 Q2 本 is Co 0 oy 0 
0 ao al . Ci Gn 0 
0 0 Q0 Ql Qn 0 
上 式 =|0 0 0  jo(A) 0 f(M) 

bo b: b> - bm 0 0 
0 bo bi Bi bs 9 

0 < sm a 0 

将 行列 式 按 第 ni 十 m 十 1 列 展开 , 则 
ao ai CQ2 2: a Qn 0 


0 i 

FR = {IN OS 二 
bo D pb Bn 0 
0 bo bi $ b=4 bm 

0 : 0 bo bi bm 


= (-1)"f(N)R(F, 9). 
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因此 R(f(z), g(z)(z 一 入 )) = (-D)" FA)RR( 太 9) 同 理 可 证 R(f(z),x 一 入 ) = 
(17 日 

定理 5.10.2 的 证 明 令 f(x) = aofi(x), g(x) = bogi(7x), 则 有 (x) 与 f(z) 有 
相同 的 根 , 同样 , gi (z) 与 g(x) 根 相同 . 由 结 式 的 定义 知道 

R(f,9) = ad’bo R(f1, 91). 
反复 利用 引 理 5.10.2 可 得 
R(fi,g1) = R(fiy(z — Yi)(T mY) (x— Ym)) 
= (1)”fi(y)R(f, (zo ya)… (7 — ym)) = 


【全 二 il) = (CD 1) Tw) 


I 
= 


有 
上 


一 


I 
器 
I= 


© 
中 
请 
S 
| 
= 


由 此 即 得 (5.10.2) 式 . 口 
利用 结 式 , 可 定义 一 个 多 项 式 的 判别 式 如 下 . 
定义 5.10.2 多项式 
f(2) 三 aozm + arr™ + .i Qn 
的 判别 式 定 义 为 
A(f) = {i Dor BL). 
定理 5.10.3 多 项 式 


f(z) = a0r” +ar™ 1 十 十 an 


的 判别 式 等 于 
A(f)=a0" II (0 二 沪 月 和 (5.10.3) 


1<i<j<n 
其 中 TX1, To ,Tn 为 (ws) 的 根 . 
证 明 由 (5.10.2) 式 知 道 


) = 二 ay Ion (zi). 
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现 令 g(z) = f(z), deg 亡 (z) =n 一 1, 因此 


RFF) =a Lf) 


t=1 


又 
f(z) = ao(Z 一 Z1)(Z 一 7Z2) (7 — Tn), 
f'(z) = oa( ee) )), 
f(zi) = ao(zi— £1) "(Ti— Ti1)(7 一 (一 
因此 


R(f,f)= (-D 扣 Dos TI (一 z)2 


l<i<j<n 


由 此 即 得 (5.10.3) 式 . 口 


例如 , az? 十 bz 十 c 的 判别 式 为 oz(zi 一 2Z2)? = 妇 一 4ac. 这 是 我 们 早已 熟悉 的 
判别 式 . 


推论 5.10.2 多 项 式 f(z) 有 重 根 的 充分 必要 条 件 是 它 的 判别 式 AU) 一 


作为 结 式 的 应 用 , 我 们 来 求解 二 元 高 次 方程 组 . 设 


ft) = (5.10.4) 
g(z, y) =0 


是 两 个 二 元 多 项 式 组 成 的 方程 组 . 我 们 的 目的 是 把 求解 这 组 方程 先 归 结 为 求解 一 
个 一 元 高 次 方程 . 设 f(z,y), g(x;,y) 为 


f(z,Yy) = ao(Y)z" + a(y)r™ + + an(y), (5.10.5) 


g(7,y) = bo(y)z™ + bh (yr™ 十 十 (人 (5.10.6) 
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其 中 ai(y), b;(y) 都 是 y 的 多 项 式 且 ao(y) 去 0, bo(y) 关 0. 令 


ao(y) mg) oa) on) 0 

0 ao) aa) ni(y) an(y) 

0 0 ao(y) 5 a an_2(Y) Qn_1(Y) A 0 
R,(f,9)= 0 0 ois 0 ao(y) a we a an(y)|, 

bo(y) bi(y) by) 生 bm(y) 人 0 

0 bY) bYy) bn-1(y) bm(y) 

0 ds 0 bo(y) bi(y) i a sa bm (y) 


这 是 一 个 关于 y 的 多 项 式 . 如 果 (a, 6) 是 方程 组 (5.10.4) 的 解 , 则 a 是 f(zx, 6)， 
g(z,B) 的 公 根 , 因此 6 是 Rj(f,g) 的 根 . 这 样 , 我 们 可 先 求 出 R,(f,g) = 0 的 所 
有 根 B;, 再 代入 (5.10.5) 式 、(5.10.6) 式 . 这 时 , 或 ao(B;) = bo(Bi) = 0, 或 存在 ai， 
使 (ai, 6B;) 是 方程 组 (5.10.4) 的 解 . 由 此 即 可 求 出 方程 组 (5.10.4) 的 一 切 解 . 对 于 
多 于 两 个 未 知 数 的 高 次 方程 组 , 我 们 也 可 采用 类 似 方法 逐个 “消去 ”未 知 数 , 从 而 
求 出 方程 组 的 解 . 


旭 星 5.10 


1. 计算 下 列 多 项 式 的 结 式 : 

(1) jz) =z3+3z2 一 z+4g(z) 一 z2 一 27 一 1i; 

(2) f(z) = 72° +1, g(z) =z2 二 zz 十 1. 

2. 计算 z3 + pz 二 d 的 判别 式 . 

3. 设 flz) = aozn" 二 aazn 十 .十 an g(z) = boz™ 十 br"™! 十 .… 十 bm. 求证 : 
(1) R(f, 9g) Ey (—1)™"R(g, 1 

(2) 若 wp 为 常数 , 则 R(af,bg) = a™b"R(f,g). 


4. 设 f(z) 是 实 系数 多 项 式 , 求证 : 
(1) 若 A(f) < 0, f(z) 无 重 根 且 有 奇数 对 虚 根 ; 
(2) 若 A(f) > 0, f(z) 无 重 根 且 有 偶数 对 虚 根 . 


5. 求证 : R(f, g1g2) = R(f,9g1)R(f, g2). 
6. 设 f(z) 为 首 一 多 项 式 , 已 知 A(f(z)), 试 求 A(f (zx?)). 
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7. 求 曲 线 : 
{ 二 如 十 2t 一 3, 


y= 太一 t 填 1 


的 直角 坐标 方程 . 


复 局 题 五 


1. 设 f(z),g(z) 是 次 数 不 小 于 1 的 互 素 多 项 式 , 求证 : 必 唯 一 地 存在 两 个 多 项 式 w(z),u(z)， 
使 
f(T)u(z) 二 9g(z)u(z) = 1, 


且 degu(7x) < degg(7x), degv(z) < deg f(z). 

2. 设 (f(z),g(7x)) = d(z), [f(z),g(7z)] = h(z), 求证 : 

(f(z)",g(7)") = d(z)", [f(z)",g(7)"] = h(z)". 

3. 求证 : (7(z),g(z)) = 1 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 正 整 数 m,n, (f(z)™,g(z)") = 1. 

4. 设 f(z) = zx" 一 1,g(7z) = x” 一 1, 求证 : (f(z),g(7z)) = x 一 1, 其 中 4d 是 m,n 的 最 大 
公 因 子 . 

5. 求 能 使 1+ zz? 十 zz 十 … 十 zmm 被 1 十 Zz 十 2? 十 … 十 ZW 整除 的 所 有 整数 对 (m,n). 

6. 设 (f(z),g(7z)) = d(z), 求证 : 对 任意 的 mw， 

(f(z)", f(z)™ g(z) ,jz)g(z)” ,9(z)") = d(z)™. 

7. 设 m(z) 是 f(z) (i = 1,2,… ,n) 的 公 倍 式 , 证 明 : m(z) 是 最 小 公 倍 式 的 充分 必要 条 件 

8. 非常 数 多 项 式 f(z) 是 某 个 不 可 约 多 项 式 的 容 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 多 项 式 g(z)， 
或 者 f(z) 和 g(z) 互 素 , 或 者 f(z) 可 以 整除 g(z) 的 某 个 宕 . 

9. 设 (zt+23 十 ZT2 十 ZT 二 1) | (ZS 有 (75) + 2 f(z5) +zfa(z5) 十 fa(25)), 这 里 f(z) (i = 
1, 2, 3, 4) 都 是 实 系数 多 项 式 , 求证 : f(1) = 0(i= 1,2,3,4). 

10. 设 Y 是 数 域 K 上 的 全 体 多 项 式 组 成 的 线性 空间 , D 是 V 上 的 线性 变换 , 若 万 适合 

(1) D(z)= 1; 


(2) D(f(z)g(z)) = g(z)D(f(z)) + f(z)D(g(z)). 
求证 : DD 就 是 求 导 变换 . 
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11. 设 f(z) 是 数 域 K 上 的 多 项 式 , 若 f(z 十 a) = f(z), 其 中 关 0, ae 下 , 求证: f(z) 是 
一 个 常数 多 项 式 . 

12. 设 f(z) 是 数 域 区 上 的 多 项 式 , 若 对 任意 的 a,bE 区 , 总 有 f(a 十 8) = f(a) 十 f(b), 求 
证 : f(z) = kz, 其 中 k€ KK. 

13. 设 f(z) 是 非 零 多 项 式 且 f(x) 可 以 整除 f(z™) (m > 1), 求证 : f(z) 的 根 只 能 是 零 或 1 
的 某 个 方 根 . 

14. 求证 : y = sin z 在 实数 域内 不 能 表示 为 z 的 多 项 式 . 

15. 若 n 是 奇数 , 求证 : (z 十 Y)(y 十 z)(Z 十 z) 可 整除 (z 十 y 十 2Z)" 一 J? 一 J 一 z". 

16. 设 f(z) = anz? 十 Qan-_12”! 十 … 十 Q17 十 Qo 是 数 域 正 上 的 可 约 多 项 式 , 求证 : 多 项 
式 g(z) =aozr 十 aizn 十.…: 十 an_iz 十 an 在 下 上 也 可 约 . 

17. 证 明 : z" 十 az 十 b(n > m > 1,b 关 0) 不 能 有 重 数 大 于 2 的 重 根 . 

18. 求证 : 1 是 下 列 多 项 式 的 3 重 根 : 

zZ2nfl 一 (2m 十 1)z"+l 十 (2 十 1)z" 一 1 


19. 证 明 : 多 项 式 f(z) = anz?" 十 an_iz" 十 … 十 az 十 ao 能 被 (z 一 1)*+! 整除 的 充分 


必要 条 件 是 
a0 十 al 十 02 十 … 十 an 二 0， 


a 十 2aaz 十 …' 十 man 三 0， 


al 十 2kaz 十 … 十 Psan 一 0. 
20. 设 f(z) = z2+1 一 1, f(z) 的 不 等 于 1 的 根 为 wi1,wz,:… ,wani 求证 : 
(1 — wi)(1—w2) (1 —w2n) = 2n+t1. 
21. 设 e= cos 2 isin 2 是 1 的 n 次 根 , 求证 : e™i(i==1,2,… ,n) 是 z" 一 1=0 的 
全 部 根 的 充分 必要 条 件 是 (m, n) =1. 
22. 设 f(z) 是 次 数 小 于 n 的 多 项 式 , se = cos 2 +isin TE 下 是 1 的 n 次 根 , 求证 : 


f(0) = 1 fe'). 


i=0 
23. 设 zi,za,za 是 三 次 方程 za 十 pz? 十 gz 十 7 = 二 0 的 3 个 根 , 求 这 3 个 根 的 倒数 的 平方 
和 . 
24. 已 知 方程 zz 十 pz? +qrz+r=0 的 3 个 根 为 zi,zo,za, 求 一 个 三 次 方程 , 使 其 根 


为 VI 03. 
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25. 已 知 方程 zz 十 px? 十 gz 十 7 = 二 0 的 3 个 根 为 zizo,za, 求 一 个 三 次 方程 , 使 其 根 
为 X17T2, T17T3, TI2T3. 

26. 设 T1,T2,T3 是 三 次 方程 3 tt 272 十 2 一 3=0 的 -3 个 根 ， 求 TIT2 二 x2zs 十 Zi23 十 
X173 十 Z2za 十 Za2z3 的 值 . 


27. 求证 : 实 系数 方程 zz 十 px? 十 gz 十 7 = 二 0 的 根 的 实 部 全 是 负数 的 充分 必要 条 件 是 
p>0,7>0, pgq>r. 


28. 设 f(z) 是 实 系 数 首 一 多 项 式 且 无 实数 根 , 求证 : f(z) 可 以 表示 为 两 个 实 系数 多 项 式 的 
平方 和 . 

29. 设 p(z), f(x) 是 有 理 数 域 上 的 多 项 式 , 已 知 p(x) 不 可 约 且 p(z) 的 一 个 复 根 也 是 f(x) 
的 根 , 求证 : p(z) 的 所 有 复 根 都 是 f(z) 的 根 . 

30. 设 f(z) 是 有 理 系数 多 项 式 , a,b,c 是 有 理 数 , 而 Yc 是 无 理 数 . 若 a 十 bYVe 是 f(z) 的 
根 , 求证 : a 一 bVec 也 是 f(z) 的 根 . 

31. 设 f(z) 是 有 理 系 数 多 项 式 , a,b,c,d 是 有 理 数 , 而 Vc, Vd, Vcd 都 是 无 理 数 . 车 aVc 十 
bVd 是 f(z) 的 根 , 证 明 下 列 数 也 是 f(z) 的 根 : 


aVe— bVd, -avE+bVd ~aVe— bvd. 


32. 设 f(z) 是 有 理 系数 多 项 式 . 车 d 是 一 个 有 理 数 , 而 无 理 数 Wd 是 f(z) 的 一 个 根 , 求 
证 ; Yd, Yl? 也 是 f(z) 的 根 ,其 中 心 = -二 十 Yi 

33. 设 f(z) 是 次 数 大 于 1 的 奇数 次 有 理 系 数 不 可 约 多 项 式 , 求证 : 车 zi,za 是 f(z) 在 复 
数 域内 的 两 个 不 同根 , 则 zl 十 z 必 不 是 有 理 数 . 

34， 求 证 : 有 理 系数 多 项 式 zw 十 pz? 十 gq 在 有 理 数 域 上 可 约 的 充分 必要 条 件 是 或 
者 pp 一 4g = ,其 中 是 一 个 有 理 数 ; 或 者 q 是 某 个 有 理 数 的 平方 且 土 2V9 一 p 也 是 有 理 数 
的 平方 . 

35. 设 f(z) = (z 一 a1)(7 一 Qa2)… (ZX 一 Qn) 一 1, 其 中 a; 是 互 不 相同 的 整数 , 求证 : f(z) 在 
有 理 数 域 上 不 可 约 . 

36. 设 奇 数 次 多 项 式 f(z) = (Zz 一 Q1)(z 一 a2)… (Zz 一 an) 十 1, 其 中 a; 是 互 不 相同 的 整数 ， 
求证 : f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

37. 设 a1,… ,an 是 n 个 不 同 的 整数 , f(z) = (z 一 al)2(z 一 Qa2)?… (x 一 an)? 十 1. 证 明 : 
f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

38. 设 f(z) 是 整 系数 多 项 式 , 若 有 5 个 不 同 的 整数 ai, 使 f(a;) = 5 (i = 1,.… ,5), 求证 : 
f(z) 没有 整数 根 . 
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39， 设 /(z) 是 整 系数 多 项 式 , 婚约 分 数 4 是 f(z) 的 根 , 求证 : f(z) = (pz -9)g(z), 其 
中 g(z) 是 一 个 整 系 数 多 项 式 . 
40. 求 以 V3 + 3 为 根 的 次 数 最 小 的 非 零 有 理 数 系数 多 项 式 . 


，41. 求解 下 列 方程 组 : 


Z1 十 TIZ2 十 …… 十 Zn 二， 
2 2 2 
ZI 十 T2 十 … 十 Zn 三 7 


TI 十 X23 十 … 十 ZN 二 nn. 
42. 计算 方程 
z+ (oath) +(o +abtb)r" ++(ar+ar b+.…+W)=0 
根 的 方 短 和 sk 一 x 十 十 … 十 zz*. 
43. 当 c 是 什么 数 时 , 多 项 式 za 十 cz 十 1, z2 + cz 十 1 有 公共 根 ? 


44. 求 下 列 多 项 式 的 判别 式 (n > 1): 
(1) 十 pz 十 9i (2) z"! 十 zn2 十 .十 z 十 1. 


45. 求证 : 多 项 式 z + pz 十 q 有 重 因子 的 充分 必要 条 件 是 27p4 = 256q2. 
46. 设 f(z), 9(z) 是 次 数 大 于 1 的 多 项 式 , 求证 : 


A(jf(z)g(z)) = A(f(z))A(g(z)) (R(F, 9))”. 


47. 求证 : A((z 一 a)g(z)) = (g(a))*A(g(z)). 
*48. 设 f(z) = g(h(z)); g(z) 是 次 数 等 于 n 的 多 项 式 , 其 根 为 z1,22,… ,zn. h(z) 是 m 
次 多 项 式 , 又 g(z), h(x) 均 为 首 一 多 项 式 , 求证 : 
A(f(z)) = (A(g(z)))™ A(h(z) — zi1)A(h(z) — 722) A(h(z) — zn). 
提示 : 利用 复合 函数 的 导数 公式 及 第 10 节 习 题 5 的 结论 . 
49. 求 参 数 曲线 : 


z=2(t+1)/(t#+1), 
y=#/(2t— 1) 
的 直角 坐标 方程 . 


50. 设 数 域 K 上 的 多 项 式 f(z), g(x) 互 素 , p 是 K 上 m 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 . 
若 f(yp)g(yp) = 0, 证 明 : Y 可 以 分 解 为 V = Vi @ VW, 其 中 Vi = Kerf(p), Vi = Kerg(Pp). 
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§ 6.1 特征 值 和 特征 向 量 


在 这 一 章 及 下 一 章 中 , 我 们 主要 研究 有 限 维 线性 空间 上 的 线性 变换 . 我 们 特 
别 关 心 这 样 一 个 问题 : 对 给 定 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 能 否 找到 V 的 一 组 基 ， 
使 得 该 线性 变换 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 具有 特别 简单 的 形状 . 比如 , 车 我 们 能 找 
到 V 的 一 组 基 {e1, ez,… ,en}, 使 线性 变换 yp 在 这 组 基 下 的 表示 算 阵 为 对 角 阵 : 


QT 


这 时 , 若 a = 和 el 十 kzez 十 … 十 kren, 则 
op(a) = aikiei + azkzez + :+ anknen. 


线性 变换 gp 的 表达 式 非常 简单 ,线性 变换 wp 的 许多 性 质 也 变 得 一 目 了 然 ， 如 
若 ai a2,… ,ar 不 为 零 , 而 wo 二 … 二 an = 0, 则 pp 的 秩 为 7, 且 Imgp 就 是 
由 {ei, ez,… ,er} 生成 的 子 空间 , 而 Ker yp 则 是 由 {er41,:… ,en} 生成 的 子 空间 ， 
等 等 . 

由 第 四 章 我 们 已 经 知道 , 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 表示 和 矩阵 是 相似 的 . 因此 
用 矩阵 的 语言 重 述 上 面 提 到 的 问题 就 是 : 能 否 找 到 一 类 特别 简单 的 矩阵 , 使 任 一 矩 
阵 与 这 类 和 矩 阵 中 的 某 一 个 相似 ?比如 , 我 们 可 以 问 : 是 否 所 有 的 矩阵 都 相似 于 对 角 
阵 ? 若 不 然 , 哪 一 类 和 矩阵 可 以 相似 于 对 角 阵 ? 

由 第 四 章 第 5 节 知道 , 若 线性 空间 V 可 分 解 为 


V=Vi@W9..®V, (6.1.1) 


其 中 每 个 V 都 是 线性 变换 yp 的 不 变 子 空间 , 那么 yp 可 以 表示 为 分 块 对 角 阵 . 我 
们 当然 希望 (6.1.1) 式 中 的 越 小 越 好 . 最 小 的 非 零 子 空间 是 一 维 子 空间 . 若 VV 
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是 一 维 子 空间 , z 是 其 中 的 任 一 非 零 向 量 , yp 在 Vi 上 的 作用 相当 于 一 个 数 乘 , 于 是 
存在 入 Ee 区 , 使 
P(E) = A 
定义 6.1.1 设 %p 是 数 域 区 上 的 线性 空间 VV 的 线性 变换 , 车 入 E 开 , rz ET 
且 工 天 0, 使 
p(T) = Xz， (6.1.2) 
则 称 入 是 线性 变换 gp 的 一 个 特征 值 , 向 量 z 称 为 p 关于 特征 值 和 的 特征 向 量 . 


由 (6.1.2) 式 我 们 可 以 看 出 , pe 关于 特征 值 和 的 全 体 特 征 向 量 再 加 上 有 截 向 量 构 
成 V 的 一 个 子 空间 . 事实 上 , 若 向 量 z,y 是 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 , 则 
ep(Z 十 2 三 9p(Z) 十 2 人 = 和 zz 十 MX 三 入 Z 十 2)， 
9(cz) = cp(Z) = cAz = 和 (cz). 
因此 yp 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 全 体 加 上 和 零 向 量 构成 V 的 子 空间 , 记 为 内, 称 
为 p 的 属于 特征 值 和 的 特征 子 空间 . 显然 仅 是 gp 的 不 变 子 空间 . 
现在 设 wp 在 某 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 4, 向量 z 在 这 组 基 下 可 表示 为 一 个 列 
向 量 a. 这 时 (6.1.2) 式 等 价 于 
Aa = Xa， (6.1.3) 


(6.1.3) 式 也 等 价 于 
(AF,— A)a=0. (6.1.4) 

定义 6.1.2 设 A 是 数 域 区 上 的 n 阶 方 阵 , 若 存 在 入 E 区 及 nn 维 非 零 列 向 
量 a, 使 (6.1.3) 式 成 立 , 则 称 入 是 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , a 为 A 关于 特征 值 和 
的 特征 向 量 . 齐 次 线性 方程 组 (和, 一 A)z = 0 的 解 空间 内 称 为 A 关于 特征 值 
的 特征 子 空间 . 

我 们 已 经 定义 了 线性 变换 与 矩阵 的 特征 值 , 现在 的 问题 是 如 何 来 求 一 个 线性 
变换 或 一 个 矩阵 的 特征 值 ? 从 (6.1.4) 式 可 以 看 出 , 要 使 a 非 零 , 必须 |XT, -A| = 
0. 反 过 来 若 入 EeE 区 且 | 一 A|=0, 则 (6.1.4) 式 有 非 零 解 a. 因此 寻找 矩阵 4 
的 特征 值 等 价 于 寻找 行列 式 | 和 I 一 4| = 0 时 和 的 值 . 设 4 = (ai;), 则 

入 一 Q11 一 Q12 50 —Qin 
一 021 入 一 022 …' 一 aon 


-4=| . (6.1.5) 


一 Qn1l 一 Qm2 Eee MA Gi 
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是 一 个 以 和 为 未 知 数 的 n 次 首 一 多 项 式 . 
定义 6.1.3 设 A 和 是 n 阶 方 阵 , 称 | 和 IL, 一 A 和 | 为 4 的 特征 多 项 式 . 


由 上 面 的 讨论 可 得 矩阵 A 的 特征 值 就 是 它 的 特征 多 项 式 的 根 , 读者 会 提出 这 
样 的 问题 : 既然 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 表示 托 阵 是 相似 的 , 那么 相似 矩阵 是 
否 有 相同 的 特征 值 ? 回答 是 肯定 的 , 这 就 是 下 面 的 定理 . 


定理 6.1.1 若 互 与 4 相似 ), 则 互 与 4 具有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 具有 
相同 的 特征 值 ( 计 重 数 ). 
证 明 设 BB=P-1AP, 其 中 PP 是 可 逆 阵 , 则 
A — Bl=|P™ (A — A)P|=|P7 A ~ AllP|= [A — Al. 
因此 相似 矩阵 必 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 必 有 相同 的 特征 值 ( 计 重 数 ). 口 
定义 6.1.4 设 p 是 线性 空间 了 上 的 线性 变换 , p 在 VV 的 某 组 基 下 的 表示 
算 阵 为 A, 由 定理 6.1.1 知 |AI, 一 4| 与 基 或 表示 给 阵 的 选取 无 关 , 称 |ATh 一 Al| 
为 bp 的 特征 多 项 式 , 记 为 | 和 Ty 一 pl. 
设 
| 五 一 4| = XN+aNM lt 二 an_1At+an 
Ek (入 i Ai)( 入 让 》2) 3 (入 . Nj): 
由 Vieta 定理 知 Xi 十 Xz 十 …. 十 Xm 二 一 Q1; 和 和 2:…An = 二 (一 1)?an. 由 行列 式 (6.1.5) 
不 难看 出 ok = 一 (Qi 十 a22 十 … 十 Qnn) 二 一 氏 A, an 二 (1)"|Al|. 因此 4 的 m 个 
特征 值 之 和 及 之 积分 别 为 
和 1 十 X2 十 … 十 Xn = 二 trA， 
pr I 
从 上 面 的 分 析 我 们 可 以 得 出 求 一 个 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 : 作 矩 
阵 A 一 A (通常 称 之 为 4 的 特征 和 矩阵) 并 求 出 特征 多 项 式 | 和 I 一 A| 的 根 , 这 就 
是 4 的 特征 值 . 将 每 个 特征 值 代入 线性 方程 组 


(MI, — A)z = 0, 


求 出 非 零 解 , 就 是 关于 特征 值 和 的 特征 向 量 . 
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例 6.1.1 设 4 是 一 个 上 三 角 阵 : 


Ql QIl2 ”Qin 
0 az … aon 
0 0 Qnn 


求 A 的 特征 值 ， 
解 ”|AI 一 4| 是 一 个 上 三 角 行列 式 , 因此 
AT — A|= (A— a1)(A = a22) "(A— ann), 


即 4 的 特征 值 等 于 4 主 对 角 线 上 的 元 素 a11, az2,… ,ann. 对 下 三 角 阵 也 有 类 似 
的 结论 . 


例 6.1.2 求 下 列 3 x 3 适 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 : 


一 1 
礁 三 | 
5 0 
解 ”A 的 特征 多 项 式 为 
3 ET 
-2 A-2 1|=X=5\+8A=4= (A-1)(A-2), 
三 刘 让 局 藉 下 并 


将 入 =1 代 入 (XE 一 A)z=0 得 


一 201 ~ Ts 十 Xs = 0, 
一 271 一 Z2 十 Z3 一 0， 


一 2X1 3 272 +3$ 二 0. 
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这 个 方程 组 系数 矩阵 的 秩 为 2, 故 只 有 一 个 线性 无 关 的 解 , 可 取 为 


同 理 将 入 = 2 代入 (XI 一 4)z = 0, 解 得 (也 只 有 一 个 线性 无 关 的 解 ): 


如 三 |1I 
2 


故 属 于 特征 值 1 的 特征 向 量 为 C1&é1, 属于 特征 值 2 的 特征 向 量 为 C2é2, 其 中 Ci, C2 
为 区 中 的 任意 非 零 数 . 


例 6.1.3 求 下 列 给 阵 的 特征 值 : 


解 ” 因 为 
一 和 六 十 1， 


= 从 


所 以 A 的 特征 值 为 i, i. 

例 6.1.3 表明 , 即使 是 有 理 数 域 上 的 矩阵 , 其 特征 值 有 可 能 是 虚数 . 这 就 是 说 ， 
对 数 域 K 上 的 矩阵 (或 相应 的 线性 变换 ), 有 可 能 在 区 中 不 存在 特征 值 . 但 是 对 复 
数 域 来 说 , 任 一 n 阶 方 阵 总 存在 特征 值 . 因此 在 考虑 特征 值 问题 时 , 我 们 常常 放 在 
复数 域 里 讨论 . 

从 例 6.1.1 我 们 也 看 到 , 一 个 上 三 角 (或 下 三 角 ) 阵 的 特征 值 都 在 主 对 角 线 上 . 
如 果 我 们 能 把 一 个 矩阵 相似 地 变 到 一 个 上 三 角 阵 , 那么 它 的 特征 值 也 就 一 目 了 然 
了 . 但 是 , 由 于 一 个 矩阵 的 特征 值 有 可 能 是 虚数 , 因此 数 域 K 上 的 矩阵 未 必 能 相似 
于 一 个 上 三 角 阵 . 然而 复数 域 C 上 的 矩阵 , 它们 总 相似 于 上 三 角 (或 下 三 角 ) 阵 . 

定理 6.1.2 任 一 复方 阵 必 ( 复 ) 相似 于 一 上 三 角 阵 . 

证 明 设 和 4 是 nn 阶 复方 阵 , 现 对 n 用 数学 归纳 法 . 当 n= 1 时 结论 显然 . 假 
定 对 n 一 1 阶 和 矩阵 结论 成 立 , 现 对 n 阶 矩阵 A 来 证 明 . 设 和 是 4 的 一 个 特征 值 ， 
则 存在 非 零 列 向 量 ai, 使 


Aai 一 入 ae1 . 
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将 aa 作为 C 的 一 个 基 向 量 , 并 扩展 为 C 的 一 组 基 {Qi, az … ,an}. 将 这 些 
基 向 量 按照 列 分 块 方式 拼 成 矩阵 P= (aa aa …… ,an), 则 PP 为 n 阶 非 异 阵 , 且 


AP = 4(aao …，an)=(4al 4ao， ,Aan) 


) 入 #* 
一 Q1, CQ2 Cn ) 
1) OQ2 0 | a 


其 中 4; 是 一 个 n 一 1 阶 方 阵 . 注意 到 P= (aa Gz,… ,Qn) 非 异 , 上 式 即 为 


二 
O Ai 


因为 A1 是 一 个 n 一 1 阶 方 阵 , 所 以 由 归纳 假设 可 知 , 存在 非 异 的 n 一 1 阶 和 矩阵 Q， 
使 Q@-!1A1Q 是 一 个 上 三 角 阵 . 令 


则 BR 也 是 非 异 阵 , 且 


RiP 'APR = ( 2 


省 XY 水 
”AD GeQ) 


这 是 一 个 上 三 角 阵 ; 它 与 4 相似 ; 口 


注 虽然 一 般 数 域 KK 上 的 矩阵 未 必 相 似 于 上 三 角 阵 , 但 是 从 定理 6.1.2 的 证 
明 可 以 看 出 , 若 数 域 必 上 的 n 阶 方 阵 4 的 特征 值 全 在 区 中 , 则 存在 区 上 的 非 异 
阵 PP, 使 P-1AP 是 一 个 上 三 角 阵 . 


作为 定理 6.1.2 的 应 用 , 我 们 来 证 明 3 个 有 用 的 命题 . 首先 , 若 4 是 一 个 n 阶 
和 矩阵， 大 (全 一 QmZ” 十 Gm fw 二 QI 让 6 是 一 个 多 项 式 ， 记 


f(A) = amA™ 二 oi 秆 二 -= 下 aA + aoTn,. 


我 们 来 考虑 矩阵 A 的 特征 值 与 矩阵 f(A) 的 特征 值 之 间 的 关系 . 
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命题 6.1.1 设 答 阵 A 是 n 阶 方 阵 , 和 ,Ao,… ,Mn 是 A 的 全 部 特征 值 ， 
又 f(Z) 是 一 个 多 项 式 , 则 了 (和 1), (和 2),… ,f(An) 是 f(AA) 的 全 部 特征 值 . 
证 明 因为 任意 一 个 n 阶 和 矩阵 均 ( 复 ) 相似 于 上 三 角 阵 , 可 设 


入 1 * 本 米 
入 2 wai 水 
P-1AP = | 
因为 上 三 角 阵 的 和 , 数 乘 及 乘 方 仍 是 上 三 角 阵 , 经 计算 不 难得 到 
f(A1) 炒 Bk x* 


0 » NE 
Pif(AP-1P AP)=| ©" J ; 
0 0  … JjJAn) 

命题 6.1.2 设 n 阶 矩 阵 A 适合 一 个 多 项 式 g(z), 即 g(A) = O, 则 A 的 任 
一 特征 值 入 也 必 送 合 g(z), 即 g( 和 ) = 0. 

证 明 设 a 是 4 属于 特征 值 入 的 特征 向 量 , 经 简单 计算 得 

g(Na=g(A)a=0. 

而 a 关 0, 因此 9(A) = 0. 口 

对 可 道 阵 4, 其 逆 阵 4-: 的 特征 值 和 A 的 特征 值 有 什么 关系 呢 ? 下 面 的 命 
题 回答 了 这 个 问题 . 

命题 6.1.3 设 n 阶 矩阵 A 是 可 逆 阵 , 且 A 的 全 部 特征 值 为 和 ,和 2,:… ,和 i 
则 A-1 的 全 部 特征 值 为 AL AL 和 XI 
实 上 , 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 它 的 特征 值 全 不 为 零 ). 

由 定理 6.1.2 可 设 


因为 上 三 角 阵 的 逆 阵 仍 是 上 三 角 阵 , 经 计算 不 难得 到 


* 米 
入 ew * 
P-1A-!P = (P-1AP)-!= | 
0 0 贡生 Nl 


因此 4-1! 的 全 部 特征 值 为 和 i”, 和 a,… ,Mi!. 口 


怀 组 6.1 


1. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 : 


1 2 00 
1 下 到 下 0 0 1 0 a A 
1) i112 0@ 2 | (2) 40 Gl; (3)11 0 0|; (4 3 
(1) (2) a (3) 6 台 
5 6 一 1 Oe -a 0 让 入 
0 0 7 8 


2. (1) 设 p 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , V 有 一 个 直 和 分 解 : 
V=@W@.…@® Vnm, 


其 中 每 个 夏 是 yp 的 不 变 子 空间 . 设 yp 限制 在 Vi 上 的 特征 多 项 式 为 f;( 和 ), 求证 : p 的 特征 多 
项 式 
jJ(A) = 万 ( 和 ) 户 (入 ) :fm(N); 

(2) 设 4 = diag{ A1, A2,… , Am} 是 分 其 对 角 阵 , 证 明 : A 的 特征 多 项 式 等 于 A; 的 特征 
多 项 式 之 积 . 

3. 证 明 : ” 阶 和 矩阵 4 以 任 一 非 零 n 维 列 向 量 为 特征 向 量 的 充分 必要 条 件 是 A = cIn, 其 
中 c 是 常数 . 

4. 已 知 向 量 wa = (a1,az,:… ,an), B = (bi1,b2,… ,bn) 是 两 个 非 零 向 量 且 aB' = 0, 求 矩 
阵 4 = a'B 的 全 部 特征 值 . 


5. 设 矩 阵 
2 二 7 
给 生 | 必 拉 类 汪 主 
入 


是 可 逆 阵 , 且 向 量 a = (1,b,1)' 是 矩阵 A* 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 , 求 ,wz 的 值 . 
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6. 设 和 矩阵 


a 一 1 @ 
A= 5 b 3 
1 一 c 0 -a 


满足 |4| = -1 又 4* 有 一 个 特征 值 Xo 且 对 应 的 特征 向 量 为 (一 1, 一 1, 1); 求 a, b,c, Xo 的 值 . 
7. 求证 : 
(1) 若 4 是 寡 零 阵 , 即 存在 正 整数 忆 使 A* = O, 则 4 的 特征 值 全 为 零 ; 
(2) 若 4? = 五, 则 4 的 特征 值 只 可 能 为 1 或 一 1; 
(3) 若 4? = 4, 则 A 的 特征 值 只 可 能 为 0 或 1. 
8. 设 A 是 mxn 和 矩阵 , B 是 n xm 算 阵 , 且 m > n. 求证 : 
AIn 一 AB|=A™ "IMT, — BAI|. 
从 而 若 4 和 BB 是 同 阶 和 矩阵 , 则 AB 与 BA 具有 相同 的 特征 值 . 
* 9， (1) 若 复 矩阵 4 与 B 可 交换 , 即 4B = BA, 求证 : 4 与 B 至 少 有 一 个 公共 的 特征 


向 量 ; 
(2) 若 复 矩阵 {4; |i = 1 …… ,m} 两 两 可 交换 , 求证 : 它们 至 少 有 一 个 公共 的 特征 向 量 . 


合 62 对 有 化 
我 们 将 在 这 一 节 里 回答 上 一 节 中 提出 的 问题 : 什么 样 的 矩阵 相似 于 一 个 对 角 
阵 ? 
我 们 注意 到 , 如 果 和 矩阵 4 相似 于 对 角 阵 : 
和 1 
和 2 
Ll (6.2.1) 
\n 


则 4 代表 了 一 个 n 维 线性 空间 中 的 线性 变换 yp, yp 在 某 一 组 基 {ei, es,:…: ,en} 
下 的 表示 算 阵 为 对 角 阵 (6.2.1). 于 是 p(e;) = 和 iei, 即 e1, ez,… ,en 是 p 的 特征 
向 量 . 也 就 是 说 p 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

反 过 来 , 若 n 阶 方 阵 4 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 这 说 明 4 代表 的 n 维 
线性 空间 V 中 的 线性 变换 yp 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 这 一 组 向 量 构成 V 的 
一 组 基 , %p 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩阵 显然 是 一 个 对 角 阵 . 


这 样 我 们 就 证 明了 下 述 定 理 . 

定理 6.2.1 设 A 是 n 阶 方 阵 , 则 A 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 A 
有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (这 样 的 算 阵 称 为 可 对 角 化 短 阵 ). 

与 上 述 定 理 等 价 的 有 下 列 定理 . 


定理 6.2.2 设 yp 是 nn 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 , 则 存在 V 的 一 组 基 , 使 
得 p 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 yp 有 nn 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 (这 样 的 线性 变换 称 为 可 对 角 化 线性 变换 ). 


那么 是 否 任 一 n 阶 方 阵 均 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 呢 ? 当然 不 是 ! 


2 (， 
Wl 
的 特征 值 为 1,1. 将 入 二 1 代入 (XI 一 A)z = 0, 求 得 A 的 特征 向 量 为 


test 


这 表明 A 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 因此 A 不 能 对 角 化 . 


事实 上 , 如 果 4 可 以 对 角 化 , 由 于 4 的 特征 值 是 1,1, 所 以 4 将 相似 于 五 ， 
即 存在 可 道 阵 PP, 使 得 P-1AP = I. 于 是 4 = PIsP-! = I, 引出 矛盾 ! 

现在 我 们 来 讨论 不 同 的 特征 值 和 它们 相应 的 特征 向 量 有 什么 关系 . 设 n 维 线 
性 空间 V 上 的 线性 变换 yp 及 个 不 同 特征 值 : 入 ,和 2,… ,和 x, 相应 的 特征 子 空间 
为 Vi, Vo,… ,Wh. 


定理 6.2.3 若 和 ,和 2,… ,和 x 为 数 域 区 上 nn 维 线性 空间 V 上 线性 变换 op 
的 不 同 的 特征 值 , 则 


例 6.2.1 敌阵 


全 十 仿 十 :十 售 三 也 时 仿生 地 佐 ; 


证 明 对 大 用 数学 归纳 法 . 若 k= 1, 结论 显然 : 现 设 对 上 一 1 个 不 同 的 特征 
值 和 ,和 A2,… ,Xi 它们 相应 的 特征 子 空间 六 ,人 W,… , 原 _1 之 和 是 直 和 . 我 们 要 
证 明 Vi 从 , Vr_1, Vr 之 和 为 直 和 ， 这 只 需 证 明 : 


人 陨 站 (页 十 凤 十 十 取 -1) = 二 0 (6.2.2) 
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即 可 . 设 ve nn( 太 十 仅 十 … 十 令 _1), 则 
= V1 二 v2 二 十 Dk-1) (6.2.3) 

其 中 vw; € Vi(i= 1,2,… ,kk 一 1). 在 (6.2.3) 式 两 边 作用 yp, 得 

Pp(V) = pV1) + pV2) + + PV-1). 
但 01,v2,.… ,vp_1 都 是 2 的 特征 向 量 或 零 向 量 , 因此 

和 ku = Xiul 十 Mv2 十 …: 十 AR_1OR_1， (6.2.4) 
在 (6.2.3) 式 两 边 乘 以 和 减 去 (6.2.4) 式 得 

0= (XM =A)vi + (Mb) + OF — Ms) Vk. 


由 归纳 假设 ， Vi 十 了 B 十 …: 十 1 是 直 和 ， 因此 (和 一 Xi)vw; 一 0， 而 入 K 一 和 Ai 0; 
从 而 w = 0(i=1,2,… ;k 一 1). 这 就 证 明了 (6.2.2) 式 . 口 


推论 6.2.1 线性 变换 gp 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 线 性 无 关 . 


推论 6.2.2 若 n 维 线性 空间 VV 上 的 线性 变换 gp 有 nn 个 不 同 的 特征 值 , 则 op 
必 可 对 角 化 ， 

推论 6.2.2 另外 一 个 等 价 的 说 法 就 是 : 若 线性 变换 sp 的 特征 多 项 式 没 有 重 根 ， 
则 gp 可 对 角 化 . 注意 推论 6.2.2 只 是 可 对 角 化 的 充分 条 件 而 非 必要 条 件 , 比如 说 纯 
量变 换 yp = cIy 当然 可 对 角 化 , 但 yp 的 nn 个 特征 值 都 是 c. 由 定理 6.2.3, 我 们 还 
可 以 得 到 可 对 角 化 的 第 二 个 充分 必要 条 件 . 

推论 6.2.3 设 wp 是 n 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 , 和 ,A2,:… ,Ah 是 的 
全 部 不 同 的 特征 值 , Vi (i = 1,2,.… ,k) 是 特征 值 Ni 的 特征 子 空间 , 则 op 可 对 角 化 
的 充分 必要 条 件 是 

V=V@WO:...@W. 


证 明 ” 先 证 充分 性 . 设 
WW 8" VW 


分 别 取 Vi 的 一 组 基 {ei1, ei2， “和 ,©iti} (@ = 1.2, 交 ,起 则 由 定理 3.9.3 知 这 些 向 
量 拼 成 了 VV 的 一 组 基 , 并 且 它 们 都 是 yp 的 特征 向 量 . 因此 p 有 m 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 , 从 而 yp 可 对 角 化 . 
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再 证 必要 性 . 设 yp 可 对 角 化 , 则 yp 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 {ei, ez,…， 
en}, 它们 构成 了 V 的 一 组 基 . 不 失 一 般 性 , 可 设 这 组 基 中 前 妇 个 是 关于 特征 
值 Ai 的 特征 向 量 ; 接 下 去 的 ts 个 是 关于 特征 值 A 的 特征 向 量 ; …; 最 后 个 
是 关于 特征 值 和 的 特征 向 量 . 对 任 一 ae 设 a=aiel 十 azez 十 …: 十 anen， 
则 am 可 写成 加,W,… ,Wi 中 向 量 之 和 , 因此 由 定理 6.2.3 可 得 


V=V+Wht+…+W=W oo..…@W. 0 

为 了 易于 从 计算 的 层面 判定 可 对 角 化 , 我 们 引入 特征 值 的 度数 和 重 数 的 概念 . 

定义 6.2.1 设 yp 是 n 维 线性 空间 WV 上 的 线性 变换 , 和 Ao 是 gp 的 一 个 特征 值 ， 
Wo 是 属于 和 0 的 特征 子 空间 , 称 dim Wo 为 Ao 的 度数 或 几何 重 数 . 和 Ao 作为 p 的 特 
征 多 项 式 根 的 重 数 称 为 Ao 的 重 数 或 代数 重 数 . 

特征 值 的 度数 和 重 数 之 间 有 如 下 的 不 等 式 关 系 . 

引 理 6.2.1 设 gp 是 n 维 线性 空间 WV 上 的 线性 变换 , Ao 是 p 的 一 个 特征 值 ， 
则 Ao 的 度数 总 是 小 于 等 于 Xo 的 重 数 . 


证 明 设 特征 值 Ao 的 重 数 为 m, 度数 为 t, 又 Ww 是 属于 Xo 的 特征 子 空间 ， 
则 dim Wo =t. 设 {e1,… ,et} 是 WW 的 一 组 基 . 由 于 Ww 中 的 非 零 向 量 都 是 p 关 
于 和 0o 的 特征 向 量 , 故 
plei) = Nej, j=1,.,t. 


将 {e1,.…: ,et 上 扩充 为 V 的 一 组 基 ， 记 为 {ei,: “Bo Ctl "Gn 则 Pp 在 这 组 
基 下 的 表示 矩阵 为 
六 = a | | (6.2.5) 
9 2 
其 中 B 是 一 个 n 一 t 阶 方 阵 . 矩阵 4 的 特征 多 项 式 具有 如 下 形状 : 
AI — A|= (入 一 Xo) AT — BI. 
这 表明 和 0 的 重 数 至 少 为 t, 即 t < m. 口 


定义 6.2.2 设 yp 是 nn 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 若 p 的 任 一 特征 值 的 
度数 等 于 重 数 , 则 称 yp 有 完全 的 特征 向 量 系 . 


下 面 我 们 给 出 可 对 角 化 的 第 三 个 充分 必要 条 件 . 
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定理 6.2.4 设 yp 是 n 维 线性 空间 了 上 的 线性 变换 , 则 bp 可 对 角 化 的 充分 
必要 条 件 是 pp 有 完全 的 特征 向 量 系 . 


证 明 设 入 ,和 2,… ,和 4 是 pp 的 全 部 不 同 的 特征 值 , 它们 对 应 的 特征 子 空间 ， 
重 数 和 度数 分 别 记 为 Vi,mi,ti (i = 1,2,… ,大 ). 由 重 数 的 定义 以 及 引 理 6.2.1 可 知 
701 十 7722 十 … :十 ?772K 三, 友 < mi, 1 = 1,;2,.…: ,. 
由 推论 6.2.3, 我 们 只 要 证 明 gp 有 完全 的 特征 向 量 系 当 且 仅 当 V = Vi@W@:…@W. 
车 V=V@We@…@W, 则 


dimV = dim(Vi @W@:.…@W) 
= dimVi+dimV+t+:.:+ dim VV: 


k k 
= Ds m=n, 
i=1 i=1 


因此 女 = mi(i= 1,2,… ,k), 即 yp 有 完全 的 特征 向 量 系 . 反 过 来 , 若 gp 有 完全 的 
特征 向 量 系 , 则 


nN 


大 k 
dim(Vi @W OBOW)= t= m= n= dmV, 
i=1 人 


从 而 V=Vi@@… 人 @W 成 立 . 口 

注 在 本 节 中 , 除了 可 对 角 化 的 第 一 个 充分 必要 条 件 是 对 矩阵 和 线性 变换 都 
进行 了 阐述 之 外 , 其 他 的 定义 和 结果 只 是 对 线性 变换 进行 了 阐述 和 证 明 , 它们 对 应 
的 关于 矩阵 的 代数 版 本 都 可 以 类 似 地 给 出 , 我 们 把 这 些 工作 留 给 读者 去 完成 . 

例 6.2.1 中 的 矩阵 有 一 个 二 重 特征 值 1, 但 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 因 
此 它 没有 完全 的 特征 向 量 系 , 从 而 它 不 可 能 与 一 个 对 角 阵 相似 . 

已 知 可 对 角 化 矩阵 4, 如 何 求 出 P 使 P-14P 是 对 角 阵 ,下面 我 们 来 讨 
论 这 个 问题 . 设 4 的 特征 值 为 和 i, 和 2,… ,入 . 注意 PP 为 可 逆 阵 , 不 妨 设 PP = 
(Qi Q2,… ,an) 是 PP 的 列 向 量 分 块 . 因为 


P-!1AP 一 diag{Al， 和 2， ”和 ss 


所 以 
AP = Pdiag{MNi, M2, ,Mn}. 


因此 
(Aa, Aa,, ey , Aan) 二 (Ma 和 2Ct2， 本 yAn Cn) 
即 有 4ai = 和 iai, 故 a; 就 是 属于 特征 值 Xi 的 特征 向 量 . 因此 PP 的 nn 个 列 向 量 
就 是 4 的 n 个 特征 向 量 . 这 表明 , 只 要 我 们 求 出 4 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
将 它们 放 在 一 起 组 成 一 个 矩阵 就 是 要 求 的 P. 
注 因为 特征 向 量 不 唯一 , 所 以 PP 不 唯一 . 另外 , 还 要 注意 第 i 个 列 向 量 对 应 
于 第 i 个 特征 值 . 


例 6.2.2 判断 矩阵 A 是 否 相似 于 对 角 阵 , 如 是 , 求 出 可 逆 阵 P, 使 P-1AP 
为 对 角 阵 : 


1 间 0 
A=|-2 5 一 2 
-2 4 -1 


解 ” 先 计算 4 的 特征 值 


A—.a0 0 
XAl=| 2 和 -5 2 |=(-1)A-3). 
2 -4 A+1l 


A 有 特征 值 1 (二 重 ) 及 3 (一 重 ). 当 和 =1 时 (Xs 一 A)z=0 为 


2% = 472 绅 273 一 0， 
271 一 472 十 273 二 用 


显然 这 个 方程 组 的 系数 矩阵 秩 为 1, 因此 解 空间 维 数 等 于 2. 不 难 求 得 方程 组 的 基 
础 解 系 为 


2 一 了 
Bi = 1 》 Bo ee 0 
0 1 


当 和 = 3 时 , 不 难 求 得 方程 组 (3 一 4)z = 0 的 基础 解 系 为 (只 有 一 个 向 量 ): 


Bs= |1 
1 
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因此 


2 = 1 0.50 
P=|1 0 1|,P AP=|0 1 0 
0 1 1 0 0 3 
例 6.2.3 计算 410: 
1 
A= 
1 


解 ” 用 上 例 的 方法 求 得 


因此 


怀 虹 6.2 
1. 判断 下 列 方 阵 能 否 相 似 于 对 角 阵 : 
2 -和 1)2 i ja 
(DI =3 1 (2)|14 5 6|; (3) 
< 和 而 = 7 8 9 
2. 求 可 逆 阵 PP, 使 P14AP 是 对 角 阵 : 
=- 寸 | 过， 二 沁 0 0 
(1)A=|-3 4 0|; (2) A=|0 0 
-Si 3 3 0 


3. 矩阵 A 是 三 阶 方 阵 , 它 的 特征 值 为 1, 1, 3, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 


(2， 1 0)”， (=1, 0， 了 (0, 1, 1), 


求 出 矩阵 A. 
4. 已 知 矩 阵 : 


相似 . 
(1) 求 y 的 值 ; 
(2) 求 一 个 满足 P-1AP = B 的 可 道 阵 PP. 


5. 设 4 是 三 阶 和 矩阵 , Aar; = jawj (7 = 1,2,3), 以 及 


1 2 一 2 
Ql=|12|,;a2=| -2|1,a3=|—1l 
2 1 2 
求 4 
6. 设 
3 2 一 2 
A=|-k -1 8 |， 
4 2 一 3 


当 为 何 值 时 , 存在 可 逆 阵 P, 使 P -1AP 是 对 角 阵 ? 求 出 P 和 对 角 阵 . 


7. 设 Xi, 和 2 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 , &1 与 &2 分 别 是 Xi 与 Xa 的 特征 向 量 , 求证 : 
1 十 &2 必 不 是 4 的 特征 向 量 . 


8. 若 矩 阵 A, B 有 完全 的 特征 向 量 系 , 求证 : 
A DO 
O 5B 


) 求证 : 4 可 对 角 化 . 


也 有 完全 的 特征 向 量 系 . 
| [Fr B 
9. 设 n 阶 方 阵 A= . i 
10. 求证 : 
(1) 车 和 矩阵 4 适合 4? = 五 , 则 A 必 可 对 角 化 ; 
(2) 若 矩 阵 A 适合 42 = 4, 则 A 必 可 对 角 化 ; 
(3) 若 4 是 非 零 矩阵 且 A* = O, 则 4 必 不 能 对 角 化 ; 
(4) 若 实 和 矩阵 4 适合 42 + 4 二 五 =O, 则 A 在 实数 域 上 不 能 对 角 化 . 


11. 设 和 矩阵 


求 4". 
12. 设 Xo 是 n 阶 方 阵 4 的 特征 值 , 求证 : 和 Ao 的 度数 等 于 


n—r(MoT, — A). 
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8 6.3 极 小 多 项 式 与 Cayley-Hamilton 定理 
我 们 已 经 知道 , 数 域 上 的 全 体 n x n 和 矩阵 组 成 了 区 上 的 线性 空间 , 其 维 数 
等 于 mn2. 因此 下 列 ”2 + 1 个 矩阵 必 线 性 相关 : 
1 
也 就 是 说 , 存在 区 中 不 全 为 零 的 数 ci (i = 0, 1,2,… ,cn2), 使 得 
cA™ +ewm_1A" 1+...+cA+col,=0O. 


这 表明 和 矩阵 A 适合 数 域 K 上 的 一 个 多 项 式 . 

定义 6.3.1 若 n 阶 算 阵 4 (或 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 gp) 适合 一 个 
非 零 首 一 多 项 式 m(z), 且 m(z) 是 A (或 p) 所 适合 的 非 零 多 项 式 中 次 数 最 小 者 ， 
则 称 m(zZ) 是 4 (或 p) 的 一 个 极 小 多 项 式 或 最 小 多 项 式 . 

从 本 节 开 始 的 说 明 我 们 知道 , 极 小 多 项 式 肯 定 是 存在 的 , 它 唯一 吗 ? 

引 理 6.3.1 若 f(z) 是 4 适合 的 一 个 多 项 式 , 则 A 的 极 小 多 项 式 mm(z) 整 
除 f(z). 

证 明 由 多 项 式 的 带 余 除法 知道 

f(7) = m(z)q(7z) 二 7r(Z)， 

且 degr(z) < degm(z). 将 z= 4 代入 上 式 得 r(4) = O, 若 r(z) 尖 0, 则 4 适 
合 一 个 比 m(z) 次 数 更 小 的 非 零 多 项 式 , 矛盾 . 故 r(z) = 0, 即 m(z) | f(z). 口 

命题 6.3.1 任 一 n 阶 和 给 阵 的 极 小 多 项 式 必 唯一 . 

证 明 若 m(z), g(z) 都 是 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 , 则 由 上 述 引 理 知 道 m(zx) 能 
够 整除 g(z), 9g(z) 也 能 够 整除 m(z). 因此 mm(z) 与 g(z) 只 差 一 个 常数 因子 , 但 极 
小 多 项 式 又 必须 首 项 系数 为 1, 故 g(z) = mm(z). 口 

例 6.3.1 (1) 纯 量 阵 4 = cI 的 极 小 多 项 式 m(z) = 并 一 c. 

(2) 方 阵 4 一 满足 A? = O, 因此 由 引 理 6.3.1 知 A 的 极 小 多 项 


式 7l(Z) 必 整 除 Z?. 因为 A 关 O, 所 以 m(z) 关 ZY, 从 而 只 能 是 m(z) = z2. 这 个 
例子 也 告诉 我 们 , 矩阵 的 极 小 多 项 式 未 必 是 不 可 约 多 项 式 . 


命题 6.3.2 ”相似 的 答 阵 具有 相同 的 极 小 多 项 式 . 


证 明 ” 设 矩 阵 4 的 极 小 多 项 式 是 m(z), 矩阵 BB 的 极 小 多 项 式 是 g(z), 又 A 
和 B 相似 , B = P-1AP. 注意 到 


m(B)=m(P-!'AP)= P-'m(A)P =0, 
因此 g(z) | m(z). 同 理 , m(z) | g(z), 故 m(zx) = g(z). 口 
命题 6.3.3 设 4 是 一 个 分 块 对 角 阵 


Al 


4k 
其 中 A; 都 是 方 阵 , 则 A 和 的 极 小 多 项 式 等 于 诸 4i 的 极 小 多 项 式 之 最 小 公 倍 式 . 


证 明 设 4; 的 极 小 多 项 式 为 m;(z), 4 的 极 小 多 项 式 为 m(z). 诸 ri(z) 的 
最 小 公 倍 式 是 g(z), 则 9(4;) = O, 故 


9(41) 
9(4) = J =0, 
g(Ax) 
因此 m(z) | g(z). 又 因为 
m(Ai) 
m(A) = mda - = 
m(Ax) 


因此 对 每 个 i 有 m(Ai) = O, 即 有 mi(z) | m(z). 而 g(z) 是 诸 rni(z) 的 最 小 公 倍 
式 , 故 g(z) | mm(z). 综 上 所 述 , m(7x) = 9g(z). 口 

例 6.3.2 设 n 阶 方 阵 4 可 对 角 化 , 和 ,和 2,… ,和 4 是 A 的 全 部 不 同 的 特征 
值 , 求 4 的 极 小 多 项 式 . 
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解 ” 设 A 的 极 小 多 项 式 为 m(z). 由 4 可 对 角 化 知 存在 非 异 阵 已, 使 
Bi 
P-!1AP=B= 
i 
其 中 B; = 和 I (1 < i<) 为 纯 量 阵 . 由 例 6.3.1, 命题 6.3.2 和 命题 6.3.3 可 得 
m(z)= [2— Nz AM, ,TM = (TA)(s— Ma)-. (FM) 


从 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 4 的 特征 值 都 是 极 小 多 项 式 的 根 . 事实 上 , 这 一 结论 
对 任意 方 阵 都 是 成 立 的 . 


引 理 6.3.2 设 m(z) 是 即 阶 矩 阵 A 的 极 小 多 项 式 , Ao 是 A 的 特征 值 , 则 
(z — Mo) | m(z). 
证 明 由 m(A) = 0O 及 命题 6.1.2 可 得 mm(Xo) = 0, 故 结论 成 立 . 口 


从 本 节 开 始 的 分 析 知 道 , n 阶 和 矩阵 的 极 小 多 项 式 的 次 数 最 多 不 超过 n2. 但 是 
这 个 估计 实在 比较 粗 , 我 们 可 以 估计 得 更 精确 些 . 

为 了 研究 一 个 矩阵 可 能 适合 的 多 项 式 , 我 们 先 看 比较 简单 的 情形 . 设 4 是 一 
个 上 三 角 阵 : 


A ai2 '* Gin 
和 2 Q2n 

A= ~ 
和 An 


主 对 角 线 上 的 元 素 Xi, X?，…… ,和 正好 是 4 的 全 部 特征 值 . 将 A 依次 作用 于 标准 
单位 列 向 量 C1; C9y ie 可 得 也 个 等 式 : 


4el = 和 iel， 


Ae, 二 Ql2el 十 和 2eo2， 


Aen =ainel 十 …' 十 an_lnen_l 十 Xnen， 
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作 
f(z) = (7 — NN)(T— M2) (To An) 
注意 到 (4 一 入 也 )(A 一 和 j 了 ) = (4 一 和 jy)(4 一 入 T), 不 难 算出 : 
f(A)(ei)= (A—NT)(A— NL)...(A— MI)(ei)=0 
对 一 切 i = 12,… ,n 成 立 , 因此 f(A4) = O. 而 f(z) 是 4 的 特征 多 项 式 ， 
此 A 适合 它 的 特征 多 项 式 . 利用 定理 6.1.2, 我 们 很 容易 把 上 述 结 论 推 广 到 一 般 的 
情形 . 
定理 6.3.1 (Cayley-Hamilton ( 凯 莱 -哈密 顿 ) 定理 ) 设 4 是 数 域 区 上 的 n 
阶 延 阵 , f(z) 是 4 的 特征 多 项 式 , 则 f(A)==O. 
证 明 由 定理 6.1.2 知 A 复 相似 于 一 个 上 三 角 阵 , 也 就 是 说 存在 可 逆 阵 书 ， 
使 P-1AP = B, B 是 一 个 上 三 角 阵 , 其 中 PP 与 B 都 是 复 矩 阵 , 但 4 与 BB 有 相 
同 的 特征 多 项 式 f(z). 记 
f(7) =2" + a Ft an, 
则 f(B)= 0O. 而 
f(A) = A"+aA”™! +...++an,T, 
= (PBP-')"+a(PBP TN)"!+...+anl, 
= PB"*P-!+aPB"-iP- + 十 an 
= P(B"*+aB"™!l+...+al,)P-! 
= PH(B)P-:=O. 口 
推论 6.3.1 nn 阶 和 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 是 其 特征 多 项 式 的 因 式 . 特别 , A 的 
极 小 多 项 式 的 次 数 不 超 过 nn. 
证 明 由 Cayley-Hamilton 定理 及 引 理 6.3.1 即 得 结论 . 口 
推论 6.3.2 阶 给 阵 4 的 极 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 有 相同 的 根 (不 计 重 数 ). 
证 明 由 引 理 6.3.2 和 推论 6.3.1 即 得 结论 . 口 


虽然 说 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 是 其 特征 多 项 式 的 因 式 , 但 一 般 来 说 并 不 一 定 等 
于 特征 多 项 式 . 对 一 个 给 定 的 矩阵 , 如何 求 它 的 极 小 多 项 式 ? 我 们 将 在 下 一 章 中 加 
以 阐述 . 

由 于 和 扼 阵 与 线性 变换 之 间 有 一 一 对 应 关系 , 因此 我 们 有 下 述 推论 . 
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推论 6.3.3 (Cayley-Hamilton 定理 ) 设 yp 是 n 维 线 性 空间 V 上 的 线性 变 
换 , f(Z) 是 op 的 特征 多 项 式 , 则 f(yp) = 0. 


怀 上 虹 6.3 


1. 设 4 是 n 阶 非 异 阵 , 求证 : A-! = g(A), 其 中 g(z) 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 . 

2. 求证 : 任 一 方 阵 与 其 转 置 均 有 相同 的 极 小 多 项 式 . 

3. 证 明 : n 阶 方 阵 4 为 非 异 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 极 小 多 项 式 的 常数 项 不 为 零 . 

4. 举例 说 明 极 小 多 项 式 相同 的 矩阵 未 必 相 似 . 

5. 设 4, B 为 n 阶 和 矩阵 ， f(z), m(z) 分 别 是 4 的 特征 多 项 式 及 极 小 多 项 式 , n(z) 是 B 
的 极 小 多 项 式 , 若 (m(z),m(z)) = 1, 求证 : (f(z),n(z)) =1. 

6. 设 4A, B 为 n 阶 和 矩阵 , f(z), m(z) 分 别 是 4 的 特征 多 项 式 及 极 小 多 项 式 , n(z) 是 B 
的 极 小 多 项 式 , 车 (m(z),n(z)) = 1, 求证 : f(B) 是 非 异 阵 . 

7. 设 4 为 n 阶 矩 阵 , m(x) 是 4 的 极 小 多 项 式 , g(z) 是 和 mm(z) 互 素 的 多 项 式 . 求证 : 
9(4) 是 非 异 阵 ; 反之 , 车 存在 多 项 式 g(z), 使 9(4) 是 非 异 阵 , 则 g(z) 和 mm(z) 互 素 . 

8. 设 p 是 区 上 的 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 其 特征 多 项 式 是 f() 且 f(X) = 
万 (入 ) 户 (入 ). 已 知 及 (AX), f(A) 互 素 . 令 Vi = Im 有 (pgp), 友 = Im fo(yp), 求证 : 

(1) Vi = Ker fo(%), V2 = Ker f1(9); 


(2) Vi, WB 是 p- 不 变 子 空间 且 Y 是 它们 的 直 和 . 
问 : % 限制 在 页 和 V2 上 的 特征 多 项 式 分 别 是 什么 ? 


* § 6.4 特征 值 的 估计 


在 许多 实际 问题 及 理论 问题 中 , 常常 需要 对 和 拖 阵 的 特征 值 做 出 估计 . 比如 , 特 
征 值 是 否 在 单位 圆 内 ? 特征 值 的 实 部 是 否 小 于 零 ? 等 等 . 我 们 将 在 这 一 节 中 介绍 
两 个 常用 的 定理 . 

一 般 来 说 , 矩阵 的 特征 值 是 一 些 复数 . 复数 值 的 估计 常常 用 复 平 面 上 的 圆 来 给 
定 范 围 . 复 平面 上 以 zo 为 圆心 、 以 ” 为 半径 的 圆 常用 |z 一 zo| = ” 来 表示 . 该 贺 
内 部 (包括 圆周 ) 用 |z 一 zo| <r 来 表示 , 该 圆 的 外 部 用 |z 一 zo| > 7 来 表示 . 
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现 设 4 = (aij)nxn 是 一 个 n 阶 方 阵 , 4 的 特征 多 项 式 为 


J (和 ) i | 和 AT， 私 4|. 


Ri = 要 |oi| = laa| + ++ loii|+ lavini| + :+ |ainl, 
II 天 
即 Ri 为 4 的 第 i 行 元 素 去 掉 ai; 后 的 绝对 值 之 和 . 我 们 有 下 列 “ 圆 盘 定理 ”( 又 
称 Gerschgorin ( 戈 氏 ) 圆 盘 第 一 定理 ). 
定理 6.4.1 设 A 是 n 阶 复 矩 阵 , A = (Qij)nxn, 则 44 的 特征 值 在 复 平面 上 
下 列 圆 盘 (又 称 戈 氏 圆 盘 ) 中 : 


| 一 oa < 


证 明 任 取 A 的 一 个 特征 值 Ao, 设 & 为 属于 X 的 特征 向 量 , 则 4& = 和 0é. 
记 & 的 第 i 个 坐标 为 xz; (i = 1,2,… ,n), 将 A& = Aoé 写成 线性 方程 组 : 
Q11T1 十 Ql272 十 … 二 QinTn = Mri, 


Q21T1 十 02272 + *… 十 donTn = XoZ2， 


QniT1 十 Qn2T2 十 … QnnTn = MoTn. 
设 |z1l, |z2|, ;| 中 | 汤 | 最 大 ， 从 上 式 可 得 


(No A Qrr)Tr = Qrl21 十 … 十 arir-1Zr-l 十 Qrir+I1Zr+1 十 … 十 QrnZmn. 


于 是 
|Xo 一 arr|lzr| < lorillzi|+t :+larrillzr 1|+ lanrtillzrri| + :+ |arnllzenl 
< (lari| 二 sm: 二 |ar,r1| 十 lar,rti| a |arnl)|zrl. 
此 即 
|Xo arr||zr| < rl 
但 |zr| 去 0, 故 


|Xo 和 Ga < os 口 
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例 6.4.1 估计 下 列 矮 阵 特征 值 的 范围 : 


1 0.5 =0.2 =1 
0.3 2 =02 11 

一 0.5 0.1 —4 0.2 
-1 一 0 02 0 


解 ”由 定理 6.4.1, 写 出 4 个 戈 氏 圆 盘 为 
Di : |z—1|<0.5+0.2+1=1.7, 
D» : |z—2|<0.3+0.2+1.1= 1.6, 
Da : |z+4 < 和 0.5 十 0.1 十 0.2=0.8， 
Ds : |z|<1l+0.1+0.2=1.3. 
若 把 这 4 个 圆 盘 画 在 复 平面 上 , 则 D1, Do, Ds 连 在 一 起 , Ds 不 与 其 他 3 个 圆 盘 相 
连 . 
若 一 个 戈 氏 圆 盘 与 男 一 个 相连 , 则 称 这 两 个 圆 盘 内 (包括 圆周 ) 的 区 域 是 连通 
的 . 若 几 个 圆 盘 连 在 一 起 , 比如 Di 与 D。 相连 , Ds 与 Ds 相连 , 则 称 这 些 相连 圆 
盘 内 的 区 域 (包括 圆周 ) 为 连通 区 域 . 这 几 个 圆 盘 称 为 连通 圆 盘 . 
在 阐述 戈 氏 圆 盘 第 二 定理 之 前 , 我 们 先 引 用 如 下 的 结果 , 即 多 项 式 的 根 关 于 多 
项 式 系数 的 连续 性 . 
定理 6.4.2 设 
f(z) = anz” 十 an lz 十 十 az 十 ao 
是 也 次 复 系 数 多 项 式 ， 则 f(z) 的 LA 个 根 A1, A2, … Ah 都 是 QnyQn—1l,.* ,Q1,Q0 
我 们 先 解 释 一 下 定理 的 含义 . 首先 f(z) 的 每 个 根 Ai 都 是 an, an_1,… ,a1, ao 
的 函数 ， 记 为 和 Xi(an,an 1)…， “ , al) Q0), 它 关 于 Qn;Qn—1i"* 01, 00 连续 意味 着 ， 如 
果 有 男 一 多 项 式 
f(z) = Gnz" + dn_17™ 1 ++ i + do, 
它 的 根 中 有 一 个 入 (dn, dn_1,… , 61, 0), 使 得 对 任意 给 定 的 s > 0, 可 以 找到 6 > 
0， 当 |a; — Ql <6(7 = n,n — 1,.…- ,1,0) 时 ， 就 有 


[XAi(Gn, an 1 …， , 01, G0) — Mi(an; An-1,* , al, Q0)| <E. 
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定理 6.4.2 的 证 明 需 要 用 到 复 变 函数 中 的 Rouché ( 侨 软 ) 定理 (参考 [2]), 因 
此 在 这 里 我 们 就 不 证 明定 理 6.4.2 了 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [3]. 


定理 6.4.3 设 算 阵 4 = (Qij)nxn 的 n 个 总 民 圆 盘 分 成 若干 个 连通 区 域 , 若 
其 中 一 个 连通 区 域 含 有 大 个 苞 氏 圆 盘 , 则 有 且 只 有 个 特征 值 落 在 这 个 连通 区 域 
内 ( 若 两 个 戈 氏 圆 盘 重合 , 需 计 重 数 ; 又 若 特 征 值 为 重 根 , 也 计 重 数 ). 


证 明 考虑 下 列 带 参数 t 的 矩阵 : 


a talz ££ taln 

tazr Qa22 … to2n 
A(t)= | . | stn bs 

tani tan2 … ann 


显然 4(1) = 4, 而 4(0) 为 下 列 对 角 阵 : 
Q11 


Q22 


Qnn 
由 圆 盘 定理 6.4.1, 矩阵 A(t) 的 特征 值 落 在 下 列 圆 盘 中 : 
|z — aii| < tR;, = 下 ;1 
其 中 Ri 为 4 的 第 i 行 元 素 去 掉 ai; 后 的 绝对 值 之 和 . 让 t 从 0 变 到 1, 则 A(#) 
的 特征 值 始终 不 会 越 出 下 列 圆 盘 : 
|z 一 aii| < Ri, 一 1 2 … ,n. 
又 A(t) 的 特征 多 项 式 的 系数 是 t 的 多 项 式 , 故 由 定理 6.4.2 知 A(t) 的 特征 值 
关于 t 连续 . 车 个 圆 盘 组 成 一 个 连通 的 区 域 , 由 于 4(0) 的 个 特征 值 ( 即 az 
中 的 大 个 元 ) 总 在 这 上 个 圆 盘 内 , 故 4 在 这 大 个 圆 盘 内 至 少 有 大 个 特征 值 , 即 它 


们 不 可 能 跑 到 与 这 个 圆 盘 不 相连 通 的 圆 盘 内 . 由 于 这 一 结论 对 任 一 圆 盘 连通 区 
域 都 对 , 故 这 个 圆 盘 组 成 的 连通 区 域内 只 用 个 4 的 特征 值 . 口 
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司 是 6.4 


1. 估计 下 列 矩 阵 的 特征 值 范围 并 在 复 平 面 上 画 出 其 戈 氏 圆 盘 : 
=23 17°01 =0.5 


I 加 计 家 生效 
1 下 03 于 条 价 知 半 六 
0 -2 1 | 


1 -0.1 0.2 
(Li ll (2) 
-0.3 01 0 


2. 设 A 是 nxn 阵 , A = (aij), 车 对 任意 的 i==1,2,… ,mn 有 


aii > > oil 


ji 
则 称 4 是 严格 对 角 占 优 阵 . 证 明 : 严格 对 角 占 优 阵 的 特征 值 不 等 于 零 , 从 而 4 必 是 非 异 阵 . 
3. 证 明 : 严格 对 角 占 优 阵 的 特征 值 的 实 部 均 为 正 实数 . 


4. 如 果 圆 盘 定 理 中 有 一 个 连通 分 支 是 由 两 个 圆 外 切 组 成 , 证 明 : 每 个 圆 内 部 (不 含 圆周 ) 不 
可 能 有 两 个 特征 值 . 


复 习 是 上 


1. 设 4 是 nn 阶 和 矩阵 , 车 (A 十 IT)” = 0, 求证 : 4 是 可 道 阵 并 求 出 |4|. 
2. 设 PP 是非 异 阵 , B = PAP-! 一 PP-!1AhP, 求证 : B 的 特征 值 之 和 为 零 . 
3. 对 任意 n 阶 方 阵 A, B, 求证 : 4B 一 BA 必 不 相似 于 cIn, 其 中 c 是 非 零 常数 . 
4. 设 4 是 n 阶 整数 阵 , 求证 : 方程 Aw = 0.5z 必 无 非 零 解 . 
5. 实 和 矩阵 I, 一 A 的 特征 值 的 模 长 都 小 于 1, 求证 : 0 < |4| < 2”. 
6. 设 n 阶 实 和 矩阵 4 的 主 对 角 元 全 是 1, 且 4 的 特征 值 全 是 非 负 实 数 . 求证 : |4| < 1. 
7. 设 4, B 都 是 n 阶 和 矩阵 且 47 = ,又 
A™B™ +A™"™*B™" ?+...+AB+I,= 0O, 
求证 : B 的 特征 值 为 1 的 m 次 方 根 . 


8. 设 A 是 n 阶 实 矩 阵 , 若 对 任意 的 n 维 非 零 实 列 向 量 a, 总 有 a'4a > 0, 求证 : 4 的 特 
征 值 的 实 部 都 大 于 零 ， 


9. 设 n 阶 和 矩阵 4 的 全 部 特征 值 为 和 1, 和 2,… ,和 n, 试 求 4* 的 全 部 特征 值 . 
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10. 设 _ = (a1,a2z,… ,an) 是 一 个 n 维 实行 向 量 且 ?十 3 十 … 十 2 = 1, 试 求 n 阶 实 
矩阵 I 一 2w'w 的 特征 值 . 
11. 假定 ai (i = 1,2,… ,n) 都 是 实数 且 al + az 十 … 十 an = 0. 试 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 : 


ai 上 +1 aas 二 1 …， aian 十 1 
aaa1F1 ao2 寺 1 aaon 寺 二 
anaGl 十 1 ana2 十 1 …- az 十 1 


12. 设 V 是 数 域 K 上 mn 阶 和 矩阵 全 体 组 成 的 线性 空间 , yp 是 了 上 的 线性 变换 : p( 瑟 ) = AX， 
其 中 4 是 一 个 区 上 的 n 阶 和 矩阵 . 求证 : gp 和 4 具有 相同 的 特征 值 ( 重 数 可 能 不 同 ). 


13. 设 n 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 和 1, 和 A2,… ,和 An, 求 下 列 2n 阶 和 矩阵 的 特征 值 : 


A A? 
42 4 全 
14. 设 4, B,C 分 别 是 mm xm mx mi mm xn 矩阵 (m > n). 又 已 知 AC = CB,C 的 秩 


等 于 7. 求证: A 和 互 至少 有 7 个 相同 的 特征 值 . 


15. 设 f( 和 ) 是 n 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 , A1, 和 2,… ,和 An 是 4 的 特征 值 , g( 入 ) 是 任 一 多 
项 式 , 证 明 : 和 矩阵 9(4) 的 行列 式 等 于 R(f,g), 即 为 f,g 的 结 式 . 


16. 设 n 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
FS oN a .1 
求证 : ai 等 于 4 的 所 有 i 阶 主子 式 之 和 , 即 
Wi 4 h es 下， 
1<jii<iz<-<jiigsn \l JIJ2 0 则 


17. 设 4 是 n 阶 实 方 阵 , 已 知 4 的 特征 值 全 是 实数 且 4 的 一 阶 主子 式 之 和 与 二 阶 主子 式 
之 和 都 等 于 零 . 求证 : 4 是 窜 零 阵 . 
18. 设 f(z) 是 一 个 n 次 首 一 多 项 式 ， 


1 


f(z7)=7" +an-i17” 十 十 alz 十 ao. 


称 下 列 矩阵 为 f(z) 的 友 阵 : 


0 0 0 ”一 ao 
人 0 一 Q1 


0 0 6553 1 can 
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求证 : 矩阵 C 的 特征 多 项 式 就 是 f( 入 ). 利用 这 个 结论 解 下 列 问 题 : 
设 f(z) 的 根 为 A 和 1, 入 2， ee , 和 ni 9(Z) 为 另 一 多 项 式 ， 求 以 9(Ai),9(Xz)， es ,9(Xn) 为 根 的 nN 
次 首 一 多 项 式 . 


*19. 设 4, B,C 是 n 阶 和 矩阵 , 其 中 C = AB -BA.， 又 它们 适合 条 件 4C = C4， 
BC = CB. 求证: C 的 特征 值 全 为 零 . 又 若 将 条 件 减弱 为 ABC = CAB, BAC = CBA， 
则 上 述 结论 不 再 成 立 . 


*20. 设 m 阶 方 阵 4 的 全 体 特征 值 为 {A1,… ,和 Am}, n 阶 方 阵 B 的 全 体 特征 值 
为 {jn1,… ,Ln}, 线性 变换 p : Mmxn(C) 一 Mmxn(C) 定义 为 p(X) = AX 一 卫 B. 证 
明 : %p 的 全 体 特征 值 为 {Xi 一 pj |1<i<m,1<j<n}. 


21. 设 4 是 实 二 阶 和 矩阵 且 det 4 < 0, 求证 : 4 实 相似 于 对 角 阵 . 
22. 设 A, B,C 都 是 n 阶 和 矩阵 , A, B 各 有 n 个 不 同 的 特征 值 , 又 f(x) 是 4 的 特征 多 项 


式 且 f(B) 是 非 异 阵 . 求证 : 矩阵 
4 C 
© BB 
相似 于 对 角 阵 . 


23. 设 4,B 都 是 n 阶 矩 阵 , 4, 吾 有 相同 的 特征 值 且 这 ” 个 特征 值 互 不 相等 , 求证 : 存 
在 n 阶 和 矩阵 P,Q, 使 A= PQ, B= QP. 


*24. 求证 : 复数 域 上 n 阶 循环 矩阵 


al a2 Q3 hak: Qn 

Qn Ql Qa2 i Qn-l 
A == 

a2 a3 Qa4 Eb al 


可 对 角 化 . 求 出 可 道 阵 P, 使 P-1AP 为 对 角 阵 . 


25. 设 4A, B 是 n 阶 和 矩阵 , 若 A 有 7 个 不 同 的 特征 值 且 4B = BA, 求证 : B 相似 于 对 角 
阵 . 


26. 设 和 4 是 n 阶 矩阵 且 有 nn 个 不 同 的 特征 值 , 若 BB 也 是 n 阶 矩 阵 且 AB = BA, 求证 : 
存在 次 数 不 超 过 n 一 1 的 多 项 式 f(x), 使 B= f(4). 


27. 若 4, B 都 是 数 域 上 的 n 阶 矩 阵 且 AB = BA, 假定 4,B 的 特征 值 都 在 FF 中 , 求 
证 : 存在 了 上 的 可 逆 阵 P, 使 P 1AP 及 P-1BP 都 是 上 三 角 阵 . 


28. 下 列 级 数 称 为 Fibonacci ( 费 波 那 契 ) 数列 : 


ao 一 0, Qa1=1,a=1,a3=2,0=3,0=5,a=8,..., 


通 项 用 递 推 式 来 表示 为 


Qn+2 = Qnt+1 + Qn. 


“3 )} 


提示 : 用 矩阵 表示 递 推 式 


求证 : 


4 4=( ,) 
.350 


(=) () 


只 要 求 出 A 就 可 以 算出 an 来 . 
29. 设 yp 是 n 维 复线 性 空间 上 的 线性 变换 , 又 有 两 个 复 多 项 式 : 
f(z) = 1" om™ 4am, g(7) =2* tb i+. bk 
假定 o = f(yp), 7 = g(wp). 矩阵 C 是 f(z) 的 友 阵 , 即 


0™%0 0 ~am 

1 0 … 0 am-1 
C=|10 1 … 0 -am-_2 

0 30 sg. vy 二 


车 g(C) 是 可 道 阵 , 求证 : 


KeroT = Kero ® KerT. 


30. 设 n 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 f( 和 A) = 和 十 qi 和 "1! 十 … 十 an_1 和 十 an. 设 a 是 n 


维 列 向 量 且 (A"-1a, 4"-2a,…… ,Aa, a) 是 可 逆 阵 , 求证 : 


(aiaz an) 三 一 (4" la, 4 ao ,Aa,a) A"a. 


31. 设 m(z) 和 f(z) 分 别 是 n 阶 和 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 , 求证 : f(z) | mm(z)”. 


32. 证 明 : 秩 为 1 的 n(n > 1) 阶 和 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 是 和 2 一 (tr A)A. 


33. 设 阶 实 和 矩阵 4 有 一 个 特征 值 是 1 的 三 次 虚 根 , 且 A 的 极 小 多 项 式 次 数 等 于 2, 求 


证 : 4 十 五 是 可 道 阵 . 
” 34. 设 n 阶 方 阵 4, B 的 特征 值 全 部 大 于 零 且 满足 42 = B?, 求证 : 4 = B. 
35. 设 4 为 n 阶 方 阵 , 证 明 : 4 的 伴随 阵 4* 可 表示 为 4 的 多 项 式 . 
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$7.1 多 项 式 窍 阵 


我 们 将 在 这 一 章 里 继续 探讨 上 一 章 中 提出 的 问题 : 给 定 一 个 线性 变换 , 找 出 一 
组 基 , 使 该 线性 变换 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 具有 比较 简单 的 形状 . 这 个 问题 等 价 于 
寻找 一 类 比较 简单 的 矩阵 , 使 任 一 同 阶 方 阵 均 与 这 类 矩阵 中 的 某 一 个 相似 . 这 类 
比较 简单 的 矩阵 就 是 所 谓 的 相似 标准 型 . 

为 了 解决 这 个 问题 , 可 以 分 两 步 走 . 第 一 步 找 出 相似 矩阵 的 不 变量 , 这 些 不 变 
量 不 仅 在 相似 关系 下 保持 不 变 , 而 且 足 以 判断 两 个 矩阵 是 否 相似 . 我 们 称 这 样 的 不 
变量 为 全 系 不 变量 . 比如 秩 是 两 个 ( 同 阶 ) 矩阵 在 相抵 关系 下 的 不 变量 , 反之 , 若 两 
个 矩阵 的 秩 相 同 , 则 它们 必 相 抵 . 因此 , 秩 是 矩阵 相抵 关系 的 全 系 不 变量 . 第 二 步 
找 出 一 类 比较 简单 的 矩阵 , 利用 相似 关系 的 全 系 不 变量 就 可 以 判断 一 个 矩阵 与 这 
类 矩阵 中 的 某 一 个 相似 ， 

相似 关系 比 相抵 关系 要 更 复杂 一 些 , 它 的 全 系 不 变量 也 比较 复杂 . 我 们 在 上 一 
章 中 已 经 知道 , 矩阵 的 特征 多 项 式 (从 而 特征 值 ) 是 相似 不 变量 , 但 它 并 不 是 全 系 
不 变量 , 因为 我 们 很 容易 举 出 例子 来 证 明 这 一 点 . 比如 下 面 两 个 矩阵 的 特征 多 项 式 


相同 但 不 相似 : 
4- 作 ,ar 相 站 
0 0 0 0 


A 的 特征 多 项 式 与 B 的 特征 多 项 式 都 是 X2, 但 4 与 B 绝 不 相似 . 
人 们 经 过 研究 终于 发 现 , 两 个 矩阵 4 与 BB 之 间 的 相似 和 A 和 一 A 与 和 一 B 
的 相抵 有 着 密切 的 联系 . 注意 , 和 I 一 4 是 这 样 形式 的 抢 阵 : 


入 一 al1 一 Q12 二 一 Qln 


一 Q21 入 一 022 …: 一 Q2m 


一 Qmnl 一 Qn2 2 入 一 Qnn 
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其 中 的 元 素 含有 未 定 元 入 . 一 般 地 , 下 列 形式 的 矩阵 : 


aal( 入 ) al2( 入 ) Ee aan( 入 ) 
40A) ER 2 ey | 
aml(A) am2(A) … amn( 和 ) 


其 中 azi(A) 是 以 入 为 未 定 元 的 数 域 K 上 的 多 项 式 , 我 们 称 之 为 多 项 式 矩 阵 ， 
或 和 -和 矩阵. -矩阵 的 加 法 、 数 乘 及 乘法 与 数 域 上 的 矩阵 运算 一 样 , 只 需 在 运算 过 
程 中 将 数 的 运算 代 之 以 多 项 式 运 算 即 可 . 

现在 我 们 来 研究 两 个 和 -矩阵 的 相抵 关系 . 首先 我 们 必须 定义 什么 叫 入 和 矩阵 
的 初等 变换 . 


定义 7.1.1 对 》- 纶 阵 A( 和 ) 施行 的 下 列 3 种 变换 称 为 和 -矩阵 的 初等 行 变 
换 : 

(1) 将 4(A) 的 两 行 对 换 ; 

(2) 将 4( 和 ) 的 第 纪行 来 以 常数 ci c 是 数 域 区 中 的 非 零 数 ; 

(3) 将 A( 和 ) 的 第 i 行 来 以 区 上 的 多 项 式 (和) 后 加 到 第 j 行 上 去 . 


同 理 我 们 可 以 定义 3 种 入 -矩阵 的 初等 列 变换 . 


定义 7.1.2 若 A(A),， B( 和 ) 都 是 人 -矩阵 且 A( 和 A) 经 过 初等 变换 后 可 变 
为 B( 和 ), 则 称 X- 绑 阵 A( 和 ) 与 B( 和 A) 相抵 . 


与 数字 和 矩 阵 一 样 , 和 -矩阵 的 相抵 关系 也 是 一 种 等 价 关系 , 即 

(1) 4(A) 与 自身 相抵 ; 

(2) 若 4(》) 与 召 ( 和 ) 相抵 , 则 B(A) 与 A( 和 ) 相抵 ; 

(3) 若 4(A) 与 B(A) 相抵 , B( 和 A) 与 C(A) 相抵 , 则 4(A) 与 C(A) 相抵 . 
证 明 与 数 域 上 相同 , 请 读者 自己 完成 . 

类 似 数字 矩阵 ，》- 和 矩阵 的 初等 变换 也 对 应 于 初等 X- 矩 阵 的 相 乘 . 


定义 7.1.3 下 列 3 种 纶 阵 称 为 初等 和 -矩阵 : 

(1) 将 n 阶 单位 阵 的 第 i 行 与 第 j 行 对 换 , 记 为 媚外 

(2) 将 n 阶 单位 阵 的 第 i 行 乘 以 非 零 常数 6c, 记 为 P(ec); 

(3) 将 n 阶 单位 阵 的 第 i 行 乘 以 多 项 式 f( 和 ) 后 加 到 第 j 行 上 去 后 得 到 的 给 
阵 , 记 为 工 ;(f( 入 )). 
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注意 , 第 一 类 与 第 二 类 初等 \- 矩 阵 与 数 域 上 的 第 一 类 与 第 二 类 初等 矩阵 没有 
什么 区 别 . 第 三 类 初等 -矩阵 的 形状 如 下 : 


1 

定理 7.1.1 对 和 -给 阵 A( 和 ) 施行 第 上 (k= 1,2,3) 类 初等 行 ( 列 ) 变换 等 于 
用 第 类 初等 和 - 短 阵 左 ( 右 ) 乘 以 4( 入 ). 
证 明 与 定理 2.4.3 完全 相同 , 留 给 读者 作为 练习 . 
注 下 列 》- 和 矩阵 的 变换 不 是 -和 矩阵 的 初等 变换 : 
人 中 @ " 
= 5 
.TH 0 1 


这 是 因为 前 面 一 个 矩阵 的 第 一 行 乘 以 和 不 是 和 -矩阵 的 初等 变换 . 同 理 下 面 的 变换 
需 第 一 行 乘 以 和 -!, 因此 也 不 是 和 -和 矩阵 的 初等 变换 : 


EL )) )) 
= 一 
3 0 1 
对 n 阶 和 -矩阵 , 我 们 可 定义 可 道 和 -矩阵 的 概念 . 
定义 7.1.4 若 4(A), B( 和 ) 都 是 n 阶 和 -给 阵 , 且 
A(NB(N) = B(NA(N) = 
则 称 妃 (A) 是 A( 和 A) 的 逆 和 矩阵 . 这 时 称 A( 和 A) 为 可 逆 和 和 矩阵 , 有 时 在 不 引起 混 
清 的 情形 下 , 简称 之 为 可 逆 阵 . 
注 ”注意 不 要 将 数字 和 矩阵 中 的 一 些 结论 随意 搬 到 入 矩阵 上 . 比如 下 面 的 -和 矩 
阵 的 行列 式 不 为 零 , 但 它 不 是 可 道 -矩阵 : 


6 人 
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这 是 因为 矩阵 


不 是 和 -矩阵 之 故 . 

容易 证 明 , 有 限 个 可 逆 和 -和 矩阵 之 积 仍 是 可 道 和 -和 矩阵, 而 初等 和 -矩阵 都 是 可 
逆 和 -和 矩阵 , 因此 有 限 个 初等 -矩阵 之 积 也 是 可 逆 和 矩阵 .下 一 节 我 们 将 证 明 可 
逆 和 -和 矩 阵 必 可 表示 为 有 限 个 初等 生 和 矩阵 之 积 . 

为 了 把 数 域 上 和 矩阵 的 相似 关系 归结 为 -矩阵 的 相抵 关系 , 我 们 尚 需 证 明 一 个 
有 关 和 和 矩阵 带 余 除法 的 引 理 . 设 M (和 A) 是 一 个 n 阶 入 矩阵 , 则 M(A) 可 以 化 为 
如 下 形状 : 

MI(N) = MnA™ + Mm_1A™ +.…: + Mo, 
其 中 Mi 为 数 域 K 上 的 n 阶 数字 矩阵 . 因此 , 一 个 多 项 式 矩 阵 可 以 化 为 系数 为 矩 
阵 的 多 项 式 , 反之 亦 然 . 


引 理 7.1.1 设 M(A) 与 JIV(A) 是 两 个 n 阶 和 -矩阵 且 都 不 等 于 零 . 又 设 古 
为 n 阶 数字 短 阵 , 则 必 存 在 X 和 矩阵 Q( 和 ) 及 S( 和 A) 和 数字 矩阵 忆 及 工 , 使 下 式 成 


人， 


MO = I- B)QON)+R, (ly 
NO) = SWI- B)+T. (7.1.2) 
证 明 将 M( 和 ) 写 为 
M(N)= Ma Ma iA .+ Mo, 


其 中 Mi 关 O. 可 对 m 用 归纳 法 , 若 m = 0, 则 已 适合 要 求 ( 取 Q(A) = O). 现 
设 对 小 于 mm 次 的 矩阵 多 项 式 , (7.1.1) 式 成 立 . 令 


Q1(N) = MmA™, 
则 
M(N) — (XT— B)Q1(N) = (BM + MIX + + Mo. (7.1.3) 
上 式 是 一 个 次 数 小 于 mm 的 矩阵 多 项 式 , 由 归纳 假设 得 


M(N)- QI-B)Q(N= I- BQN)+R. 
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于 是 
M(A) = QI-B)|Q0) + QW)| +R 
令 Q( 和 A) = Qi( 和 ) 十 Q2( 和 A) 即 得 (7.1.1) 式 . 同 理 可 证 (7.1.2) 式 . 口 


定理 7.1.2 设 A,B 是 数 域 区 上 的 算 阵 , 则 A 与 妃 相似 的 充分 必要 条 件 
是 生 答 了 泗 和 IT 一 A 与 TB 相抵. 


证 明 车 4 与 BB 相似 , 则 存在 区 上 的 非 异 阵 P, 使 BB=P-1AP, 于 是 
Pi(I- A)P=MT- P-!AP=NM-B. (7.1.4) 


把 PP 看 成 是 常数 -和 矩阵, 上 式 表明 和 IT 一 4 与 和 I 一 B 相抵 . 
反 过 来 , 若 AT 一 4 与 和 I 一 B 相抵 , 即 存在 M(A) 及 N( 和 ), 使 


M(O)(MI — A)N(M) = XI-B, (7.1.5) 


其 中 M(A) 与 N(A) 都 是 有 限 个 初等 矩阵 之 积 , 因而 都 是 可 北 阵 . 因此 可 将 (7.1.5) 
式 写 为 


MOOI-A)= QI-BNO).,, (7.1.6) 
由 引 理 7.1.1 可 设 
MO = I- B)QN+R, (1 
代入 (7.1.6) 式 经 整理 得 
R(XAI- 4) = (MT 一 万 ) [NO -QT- 4)|. (7.1.8) 


上 式 左边 是 次 数 小 于 等 于 1 的 矩阵 多 项 式 , 因此 上 式 右边 中 括号 内 的 矩阵 多 项 式 
的 次 数 必须 小 于 等 于 零 , 也 即 必 是 一 个 常数 矩阵 , 设 为 P. 于 是 


RAT- 4) = (XI- B)P. (7.1.9) 


(7.1.9) 式 又 可 整理 为 
Ra 


再 次 比较 次 数 得 及 = P, RA = BP. 现 只 需 证 明 P 是 一 个 非 异 阵 即 可 . 由 假设 
P= NM) 一 QOACOAT- A), 
将 上 式 两 边 右 乘 N( 和 ) 并 移 项 得 
PN(N) + QO)OI- A)N(N) = 
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但 
QT- 4)NO = MO)-!0I- B), 


因此 
PNO)+ QOMO)- AOI- B)=I. (7.1.10) 


再 由 引 理 7.1.1 可 设 
N(N) = S(A)QI- B)+T, 


代入 (7.1.10) 式 并 整理 得 

|PsOW) 亚 QOMCO)-| QI-B)=I- PT. 
上 式 右 边 是 次 数 小 于 等 于 零 的 矩阵 多 项 式 , 因此 上 式 左边 中 括号 内 的 矩阵 多 项 式 
必须 为 零 , 从 而 PT = 了 即 P 是 非 异 阵 . 口 


司 虹 7.1 


1. 设 M(A) 是 和 矩阵 且 可 写 为 
M(M) = MmnA™ + Mm_1A™ 十 .十 Do， 


求证 : 若 M(A) 是 可 逆 和 - 阵 , 则 Wo 是 非 异 阵 . 
2. 证 明 引 理 外 1.1 中 的 余 式 R 及 工 是 唯一 确定 的 , Q( 和 ) 与 S(A) 也 唯一 确定 . 


$7.2 和 矩阵 的 法 式 


在 上 一 节 中 , 我 们 把 矩阵 的 相似 归结 为 和 -和 矩阵 的 相抵 . 现在 我 们 来 求 和 -矩阵 
的 相抵 标准 型 . 我 们 自然 地 希望 任 一 和 -矩阵 相抵 于 一 个 对 角 和 -和 矩阵 . 

引 理 7.2.1 设 4(A) = (Qij( 和 ))mxn 是 任 一 非 零 -矩阵 , 则 4( 和 A) 必 相 抵 于 
这 样 的 一 个 和 -矩阵 BB( 和 A) = (bij( 和 ))mxn, 其 中 bi1( 和 ) 关 0 且 bi1( 和 ) 可 整除 B( 和 ) 
中 的 任 一 元 素 bi;( 和 ). 


证 明 设 k= min{fdegaij( 和 )|aij( 和 A) 关 0,1<i<m;1l1<j<n), 我 们 对 尺 
用 数学 归纳 法 . 首先 , 经 行 对 换 及 列 对 换 可 将 4(A) 的 第 (1,1) 元 素 变 成 次 数 最 低 
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的 非 零 多 项 式 , 因此 不 妨 设 a11( 和 ) 关 0 且 degan() =k. 车 k= 0, 则 ai( 和 ) 是 一 
个 非 零 常数 , 结论 显然 成 立 . 假设 对 非 零 元 素 次 数 的 最 小 值 小 于 的 任 一 生 和 矩阵 ， 
引 理 的 结论 成 立 , 现 考 虑 非 零 元 素 次 数 的 最 小 值 等 于 的 和 -和 矩 阵 A( 和 ). 若 aii( 和 ) 
可 整除 所 有 的 aij( 和 ), 则 结论 已 成 立 ， 车 否 , 设 在 第 一 列 中 有 元 素 aii( 和 ) 不 能 
被 ai( 和 ) 整除 ， 作 带 余 除 法 : 


ail( 和 ) = an (A)a(N) 十 (和 ). 


用 -4(A) 乘 以 第 一 行 加 到 第 i 行 上 , 第 (i,1) 元 素 就 变 为 >( 入 ). 注意 到 >( 入 ) 夭 0 
且 degr(A) < degaii( 和 ) =, 由 归纳 假设 即 知 结论 成 立 . 

同样 的 方法 可 施 于 第 一 行 , 因此 我 们 不 妨 设 au( 和 ) 可 整除 第 一 行 及 第 一 列 . 
这 时 , 设 az1 (入) = a11( 和 )g(). 将 第 一 行 乘 以 -g( 和 ) 加 到 第 二 行 上 , 则 第 (2, 1) 元 
素 变 为 零 . 用 同样 的 方法 可 消去 第 一 行 、 第 一 列 除 aii( 和 A) 以 外 的 所 有 元 素 , 于 
是 A( 和 ) 经 初等 变换 后 变 成 下 列 形状 : 


ail( 入 ) 0 四 0 
0 的 (7.2.1) 
0 Qis(A) ，…” iann(A) 


这 时 , 若 aii(A) 可 整除 所 有 其 他 元 素 , 则 结论 已 成 立 . 若 否 , 比如 a11( 和 ) 不 能 整 
除 ai;( 和 ), 则 将 第 i 行 加 到 第 一 行 上 去 , 这 时 在 第 一 行 又 出 现 了 一 元 素 a/;( 和 ), 它 
不 能 被 wii (和 ) 整除 . 重复 上 面 的 做 法 , 通过 归纳 假设 即 可 得 到 结论 . 口 


定理 7.2.1 设 4( 和 ) 是 一 个 n 阶 入 答 阵 , 则 .A( 和 ) 相抵 于 对 角 阵 
diag{d1(X); da (AN), ,ad;(A); 0,.…. ,0}, (7.2.2) 
其 中 di( 和 ) 是 非 零 首 一 多 项 式 且 di;( 和 A) | di41( 和 NA) (i=1,2,:… ,7 一 1). 
证 明 对 n 用 数学 归纳 法 , 当 n= 1 时 结论 显然 , 现 设 4( 和 ) 是 n 阶 和 -矩阵 . 
由 引 理 可 知 4(A) 相抵 于 n 阶 和 -矩阵 B(A) = (b;;( 入 )), 其 中 Da(A) | bij (和) 对 一 


切 i,j 成 立 . 因此 , 将 B(A) 的 第 一 行 乘 以 某 个 和 的 多 项 式 加 到 第 三 行 上 去 便 可 消 
去 第 二 行 第 一 列 元 素 bz1( 和 ). 同 理 可 依次 消去 第 一 列 除 bi1() 外 的 所 有 元 素 . 再 
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用 类 似 方法 消去 第 一 行 其 余 元 素 . 这 样 便 得 到 了 一 个 矩阵 : 


DO 5 sm 0 
0 oz(A) … bn(A) 
0 ba(A) + pnn(A) 


不 难看 出 , 这 时 ba(A) 仍 可 整除 所 有 的 风 (A)， 设 e 为 Da(A) 的 首 项 系数 ， 
记 di( 和 ) =c-1bi1( 和 ), 设 B(A) 为 上 面 的 矩阵 中 右 下 方 的 nn 一 1 阶 和 -矩阵 , 则 由 归 
纳 假设 可 知 存在 P( 和 ) 及 Q(A), 使 


P(N)B(NQ(N) = diag{fdz( 入) ,dr(A);0 ,0}， 


且 di( 和 ) | din( 和 ) (i==2,… ,7 一 1), 其 中 P(A) 与 Q( 和 A) 可 写成 为 有 限 个 初等 \- 拢 
阵 之 积 . 于 是 


: ; “ lk = dia i Sy CH 
ht 0 ey ( 0 g{d1(X), da(X),:…, dr(X);0,.…, 0}, 


由 0 1 0 
0 PAO) \0 QO) 


可 写 为 车 干 个 n 阶 初等 和 矩阵 之 积 . 于 是 只 需 证 明 di( 和 A) | dz( 和 A) 即 可 . 
但 这 点 很 容易 看 出 , 事实 上 由 于 至 (A) 中 的 任 一 元 素 均 可 被 di( 和 A) 整除 , 因 
此 P(A)B(A)Q(^) 中 的 任 一 元 素 也 可 被 di (和) 整除 , 这 就 证 明了 定理 . 口 


注 我 们 上 面 对 n 阶 和 -和 矩阵 证 明了 它 必 相抵 于 一 个 对 角 阵 . 事实 上 , 对 长 
方 和 -和 矩阵, 结论 也 同样 成 立 , 证 明 也 类 似 . (7.2.2) 式 中 的 7 通常 称 为 A( 和 ) 的 秩 . 
但 要 注意 即使 某 个 n 阶 入 矩阵 的 秩 等 于 n, 它 也 未 必 是 可 逆 和 -和 矩阵. 


推论 7.2.1 任 一 n 阶 可 逆 和 -矩阵 都 可 表示 为 有 限 个 初等 和 - 答 阵 的 积 . 
证 明 由 上 述 定 理 , 存在 P( 入 ), Q(A), 使 可 逆 阵 A( 和 ) 适合 
P(N)A(M)Q(AN) 3 diag{di (入 )， do( 入 )， ob ,dr(A); 0， 让 ,0}, 


其 中 PP( 和 ), Q( 和 ) 为 若干 个 初等 -矩阵 之 积 , 因为 上 式 左边 是 个 可 逆 阵 , 故 右边 的 
和 矩阵 也 可 逆 , 从 而 7 = n. 又 一 个 对 角 和 -矩阵 要 可 逆 必 须 di( 和 X), do( 和 A),:… ,dn (和) 
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皆 为 非 零 常数 , 而 它们 都 是 首 一 多 项 式 , 故 只 能 是 di( 和 A) = 心 (A) = … = dm(A) = 
1, 于 是 
4(A) = P(N QAO). 


因为 初等 和 -矩阵 的 逆 仍 是 初等 和 -和 矩阵, 故 P(A)71! 与 Q(A)-: 都 是 有 限 个 初 
等 -矩阵 之 积 , 从 而 4(A) 也 是 有 限 个 初等 和 -矩阵 之 积 , 口 


推论 7.2.2 设 A 是 数 域 区 上 的 n 阶 和 矩阵 , 则 4 的 特征 矩阵 入 厂 一 4 必 相 


抵 于 
diag{1…… ,1 da( 入) ,dm (和 )}, (7.2.3) 


其 中 起 ( 和)ldi(A) (i=1,:… ,mo— 1). 

证 明 由 上 述 定理 , 存在 P(A), Q(A), 使 

PO)(T, — A)Q(N) = diag{di(A),dz( 入 )… ,dr( 入 );0…… ,0}, 

其 中 P(A), Q(A) 为 若干 个 初等 \- 矩 阵 之 积 . 根据 -矩阵 初等 变换 的 定义 以 及 行 
列 式 的 性 质 可 得 , 上 式 左边 的 行列 式 等 于 c| 和 I 一 4|, 其 中 e 是 一 个 非 零 常数 , 从 
而 上 式 右 边 的 行列 式 不 为 零 , 故 7 = n. 把 d;( 和 ) 中 的 常数 多 项 式 写 出 来 ( 因 是 首 
一 多 项 式 , 故 为 常数 1), 就 可 得 结论 . 口 

定义 7.2.1 称 (7.2.2) 式 中 的 对 角 和 -矩阵 为 4(A) 的 法 式 或 相抵 标准 型 , 

例 7.2.1 求 和 AI 一 和 的 法 式 , 其 中 


只“ 和， = 

A=|3 -2 0 

一 1 1 一 1 

解 
pe Cy 全 - 计 作 六 于 时 
XT 一 4= i -| | Bay sag “6 
a i 办 -= 
(-3) 
| X 二 1 js 0 


10 入 一 1 3 和 十 3 一 10 入 一 工 3 和 A 十 3 
0 A—1 — 和 一 和 +1 0 入 一 1 一 和 ?一 入 十 1 
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1 0 0 1 0 0 
10 和 A=1 6 一 |0 6 | 
0 入 一 1 一 X 一 4 十 4 0 一 X2 一 4 十 4 入 一 1 
1 0 0 1 0 0 
10 6 6( 入 一 1 | 一 10 6 0 
0 一 2 一 4 十 4 6(A—1) 0 一 X 一 4 十 4 (和 A 一 1)( 和 2 十 4X 十 2) 
1 0 0 1 0 0 
10 1 0 >|10 1 0 
0 一 一 4 十 4 (入 一 1)(X2 十 4 入 十 2) 0 0 (入 -1)(A2 十 4 十 2) 


叉 。” 虹 7.2 


1. 试 求 XT 一 4 的 法 式 , 其 中 4 为 


| = 3 六 话语 1 
(WA= 0 1 Ly, 2A, 2 2 dA wd. 
0 0 -2 二 = 


2. 用 初等 变换 化 和- 矩阵 为 对 角 阵 且 适 合 定理 7.2.1 的 要 求 : 
1- 和 A 2A—1 入 


(1) 4(》) = 六 一 | 
1 十 X2 和 2 十 入 一 1 一 
0 0 1 
2 
(2) A() = 0 0 六 = 和 0 
0 (和 一) 0 0 
和 2 一 入 0 0 0 


3. 设 I 一 4 的 法 式 为 
diag{1, gy 1, di( 和 ), es ,dm(N)}, 


求证 : 4 的 特征 多 项 式 
IMT 一 4| = 古人 .dm(A). 


4. 车 (f( 和 ),g( 和 )) = 1, 证 明 下 列 3 个 和 -矩阵 相抵 : 


| Yo | 人 0 ) 
0 9 \o FO NO AAA 
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5. 求证 : n 阶 和 -矩阵 为 可 逆 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 的 行列 式 为 非 零 常数 ， 


S$7.3 不 变 因 子 
在 上 一 节 中 我 们 证 明了 任 一 和 -矩阵 均 相 抵 于 一 对 角 入 -和 矩阵. 因此, 如 果 两 
个 n 阶 入 -矩阵 的 法 式 相同 , 则 它们 必 相 抵 . 现在 要 问 反 过 来 的 问题 , 即 如 果 两 
个 入 -矩阵 的 法 式 不 相同 , 是 否 它 们 必 不 相抵 ?假如 我 们 能 证 明 这 一 点 , 那么 我 们 
就 找到 了 和 -矩阵 相抵 关系 的 全 系 不 变量 , 即 > 个 首 一 多 项 式 序列 : 
di(\), dz2( 入 )， 2 dr( 和 ) (7.3.1) 
适合 di( 入 ) | di1( 和 ) (i = 1,… ,7 一 1). 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 要 证 明 (7.3.1) 式 
中 的 多 项 式 在 相抵 关系 下 具有 不 变性 就 可 以 了 . 为 此 , 我 们 需 引 进行 列 式 因子 的 概 
定义 7.3.1 设 4(A) 是 n 阶 和 -给 阵 ,大 是 小 于 等 于 n 的 某 个 正 整数 ， 如 
果 A( 和 ) 的 所 有 大 阶 子 式 的 最 大 公 因 子 ( 它 是 首 一 多 项 式 ) 不 等 于 零 , 则 称 这 个 多 
项 式 为 4(A) 的 天 阶 行列 式 因子 ,， 记 为 Dk(A). 如 果 4(A) 的 所 有 大 阶 子 式 都 等 于 
零 , 则 规定 A( 和 ) 的 阶 行列 式 因子 为 零 . 
例 7.3.1 求 下列 给 阵 的 行列 式 因子 
di(》) 


其 中 di;( 和 ) 为 非 零 首 一 多 项 式 且 di;( 和 ) | din1( 和 A) (i=1,2,… ,7 一 1). 
解 4(A) 的 非 零 行列 式 因子 为 
Di(A) = di(X), D2(N) = di(Nd2(N), :… , Dr(N) = di1(N)d2(N) :dr(N). 
引 理 7.3.1 设 Di( 和 ), Dz( 和 ),…,D,( 和 ) 是 A( 和 ) 的 非 零 行列 式 因 子 , 则 
Di(A) | DA i=1,2,... ,7—1. 
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证 明 设 441 是 4(A) 的 任 一 i 十 1 阶 子 式 , 即 在 4(A) 中 任意 取出 了 十 1 
行 及 i 十 1 列 组 成 的 行列 式 ， 将 这 个 行列 式 按 某 一 行 展 开 , 则 它 的 每 一 展开 
项 都 是 一 个 多 项 式 与 一 个 i 阶 子 式 的 乘积 . 由 于 Pi(A) 是 所 有 i 阶 子 式 的 公 
因子 , 因此 Di( 和 ) | hiy1， 而 Disa(A) 是 所 有 i 十 1 阶 子 式 的 最 大 公 因 子 , 因 
此 D;( 和 A) | Diri( 和 ) 对 一 切 4 = 1,2,… ;7 一 1 成立. 口 


定义 7.3.2 设 D1( 和 ), D2( 和 ),… ,D,( 和 ) 是 入 敌阵 4(A) 的 非 零 行列 式 因子 ， 
则 g1(A) = Di(N), g2(N) = D2(A)/D1(A), .…, gr(A) = Dr(A)/Dr-1( 和 ) 称 为 A() 
的 不 变 因子 . 


例 7.3.1 中 和 矩阵 的 不 变 因子 为 
di(X), d2(N),... ,dr(X). 
定理 7.3.1 相抵 的 \- 答 阵 有 相同 的 行列 式 因子 , 从 而 有 相同 的 不 变 因子 . 


证 明 我 们 只 需 证 明 行 列 式 因子 在 任意 一 种 初等 变换 下 不 变 就 可 以 了 . 对 第 
一 种 初等 变换 , 交换 》- 矩 阵 A( 和 ) 的 任 两 行 , 显然 4(A) 的 i 阶 子 式 最 多 改变 一 个 
符号 , 因此 行列 式 因 子 不 改变 . 

对 第 二 种 初等 变换 , A( 和 ) 的 i 阶 子 式 与 变换 后 矩阵 的 i 阶 子 式 最 多 差 一 个 非 
零 常数 , 因此 行列 式 因子 也 不 改变 . 

对 第 三 种 初等 变换 , 记 变换 后 的 矩阵 为 B( 和 A), 则 B(A) 与 4(A) 的 i 阶 子 式 
可 能 出 现 以 下 3 种 情形 : 子 式 完全 相同 ; B( 和 \) 子 式 中 的 某 一 行 ( 列 ) 等 于 4(A) 中 
相应 子 式 的 同一 行 ( 列 ) 加 上 该 子 式 中 某 一 行 ( 列 ) 与 某 个 多 项 式 之 积 ; B( 和 ) 子 
式 的 某 一 行 ( 列 ) 等 于 4(A) 中 相应 子 式 的 同一 行 ( 列 ) 加 上 不 在 该 子 式 中 的 某 一 
行 ( 列 ) 与 某 个 多 项 式 之 积 . 在 前 面 两 种 情形 , 行列 式 的 值 不 改变 , 因此 不 影响 行列 
式 因子 . 现在 来 讨论 第 三 种 情形 . 设 B; 为 B( 和 ) 的 i 阶 子 式 , 相应 的 4(A) 的 i 阶 
子 式 记 为 hi, 则 由 行列 式 性 质 得 


B; = A; + f(N)h, (7.3.2) 


其 中 A; 由 4(A) 中 的 i 行 与 i 列 组 成 , 因此 它 与 4(A) 的 某 个 i 阶 子 式 最 多 
差 一 个 符号 ，f( 和 \) 是 乘 以 某 一 行 ( 列 ) 的 那个 多 项 式 , 于 是 4(A) 的 行列 式 因 
子 Di(A) | 4i, Di(A) | hi, 故 Di(A) | Bi. 这 说 明 , Di(A) 可 整除 B( 和 A) 的 所 有 i 阶 
子 式 , 因此 Di(A) 可 整除 B( 和 ) 的 i 阶 行列 式 因 子 D;( 和 ). 但 B(A) 也 可 用 第 三 种 
初等 变换 变 成 4(A), 于 是 D;( 和 A) | Di(A). 由 于 Di(A) 及 万 (》) 都 是 首 一 多 项 式 ， 
因此 必 有 Di;(A) = D;( 和 A). 口 
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推论 7.3.1 设 n 阶 和 矩阵 4(A) 的 法 式 为 
A = diag{di(N), d2(A),.… ,dr(A);0,… ,0}, 


其 中 di( 和 A) 是 非 零 首 一 多 项 式 且 di;( 和 A) | di 和 ) (i 二 1,2,… ,7 一 1), 则 A( 和 ) 的 不 
变 因 子 为 di( 和 ), dz( 和 ),… ,d,( 和 ). 特别 , 法 式 和 不 变 因子 之 间 相互 唯一 确定 . 


证 明 由 定理 7.3.1, 4(A) 与 A 有 相同 的 不 变 因子 . 再 由 例 7.3.1, A 的 不 变 
因子 为 d1( 入 ), d2( 入 ),… ,dr( 入 ), 从 而 它们 也 是 4( 和 A) 的 不 变 因 子 . 口 


推论 7.3.2 设 4(A), B(A) 为 兄 阶 和 -给 阵 , 则 4(A) 与 BB(A) 相抵 当 且 仅 当 
它们 有 相同 的 法 式 . 


证 明 若 4(A) 与 B( 和 A) 有 相同 的 法 式 , 显然 它们 相抵 . 若 A(A) 与 B(A) 相 
抵 , 由 定理 7.3.1 知 4(A) 与 B( 和 A) 有 相同 的 不 变 因 子 , 从 而 有 相同 的 法 式 . 口 


推论 7.3.3 nn 阶 和 -给 阵 4(A) 的 法 式 与 初等 变换 的 选取 无 关 . 


证 明 设 Al,As 是 A( 和 A) 通过 不 同 的 初等 变换 得 到 的 两 个 法 式 , 则 Ai 与 As 
相抵 , 由 推论 7.3.2 可 得 Al = A2. 口 


定理 7.3.2 数 域 区 上 n 阶 和 矩阵 4 与 BB 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 特征 
短 阵 XT 一 4 和 A 和 NT 一 互 具有 相同 的 行列 式 因子 或 不 变 因子 . 


证 明 显然 不 变 因子 与 行列 式 因 子 之 间 相 互 唯 一 确定 . 再 由 定理 7.1.2, 推 
论 7.3.1 及 推论 7.3.2 即 得 结论 . 口 

以 后 特征 和 矩阵 和 I 一 4 的 行列 式 因子 及 不 变 因 子 均 简称 为 4 的 行列 式 因 子 与 
不 变 因子 . 


推论 7.3.4 设 C 区 是 两 个 数 域 , A,BB 是 上 的 两 个 矩阵 , 则 A 与 BB 
在 下 上 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 在 区 上 相似 . 


证 明 若 4 与 召 在 了 上 相似 , 由 于 FC 区, 它们 当然 在 区 上 也 相似 . 反 
之 , 若 A, B 在 区 上 相似 , 则 AI 一 A 与 MT-B 在 K 上 有 相同 的 不 变 因子 ,也 
就 是 说 它们 有 相同 的 法 式 . 但 在 求法 式 的 过 程 中 只 涉及 多 项 式 的 加 、 减 、 乘 及 数 
的 加 、 减 、 乘 、 除 运算 . 而 数 域 在 加 、 减 、 乘 、 除 运算 下 封闭 , 数 域 上 的 多 项 式 在 
加 、 减 、 乘 及 数 乘 下 也 封闭 . 因此 由 推论 7.3.3, 法 式 中 的 不 变 因子 多 项 式 必 (A) 
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仍 是 下 上 的 多 项 式 , 与 初等 变换 相对 应 的 初等 矩阵 也 是 了 上 的 和 矩阵 , 这 就 是 说 
存在 了 上 的 可 闭 》 矩阵 P( 和 ), Q(), M(), N(), 使 


PAQIT-AQN = MANT- BBN) = diag{fdi(A) ,dn(N)}, 


从 而 
MU-LPOA(AT- AQONO)-!= AT 一 万 ， 


即 AIT 一 A 与 AT-B 在 F 上 相抵 , 由 定理 7.1.2 可 得 和 A 与 BB 在 下 上 相似 . 口 


尺 昨 7.3 


1. 求 下列 和 矩阵 的 行列 式 因 子 与 不 变 因子 : 


和 和 丢 一 
IT 疙 站 ; 看 
(1) t 2 中 (2) -多 中 (3) 
-2 i -和 -了 了 
10 6 -4 11 


2. 判断 下 列 矩阵 是 否 相似 : 
1 0 /0 1 
而 必 | 
3 一 5 6 20 一 34 
(2) | 2 -10|, |6 32 -51|; 
而 一 3 4 20 一 32 


2 

6 

2 

6 一 15 37 -20 一 4 
(3) 5 -5|,|34 -17 -4 |: 

2 三 2 119 =70 =11 


3. 求 下 列 n 阶 上 三 角 阵 的 行列 式 因 子 和 不 变 因 子 : 


= 

本 
心 已 
he 
心 心 
| en 
nh 


Lo 上 王 加 


守业 亲征 古 坏 冯 名 于 
该 -下 as 种 
0 0 a :… 1 
0 0 0 .:.. &@a 


4. 设 4 是 7 阶 矩 阵 , 求证 : 存在 某 个 常数 , 使 得 4 = kl, 的 充分 必要 条 件 是 4 的 n 一 1 
阶 行列 式 因 子 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 . 


5. 证 明 : 任 一 n 阶 方 阵 4 必 与 它 的 转 置 4A' 相似 . 
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$7.4 有 理 标准 型 


利用 和 矩阵 的 不 变 因子 , 现在 可 以 来 构造 所 谓 的 “有 理 标准 型 ”了 . 我们 的 想法 
是 寻找 一 个 比较 简单 的 矩阵 , 使 它 与 给 定 的 矩阵 有 相同 的 不 变 因 子 . 由 前 面 两 节 我 
们 已 经 知道 , 矩阵 4 的 特征 矩阵 和 AT 一 A 的 法 式 为 
diag{1,.…: ,1 ai( 入 )… ,dk( 入 )}， 
其 中 qd;( 和 ) 为 首 一 非常 数 多 项 式 且 d;( 和 ) | di(OAG=1L2 一 1 站 则 4 的 不 
变 因子 就 是 


1,* 和 ,1, di( 入 )…， , dx (A). 
引 理 7.4.1 设 r 阶 算 阵 


0 1 0 0 
0 0 1 0 
F= : , 
0 0 0 1 
一 Qr 一 Q0r-1 —Qr-2 一 Q1 
则 
(1) 三 的 行列 式 因子 为 
1,... CA)， (7.4.1) 


其 中 共有 了 一 1 个 1 jjA) = 入 二 aa 十 … 十 ar 五 的 不 变 因子 组 也 由 (7.4.1) 
式 给 出 ; 

(2) 五 的 极 小 多 项 式 等 于 f( 入 ). 

证 明 (1) FF 的 7 阶 行列 式 因子 就 是 它 的 特征 多 项 式 , 由 第 一 章 例 1.5.7 得 

RAI— FI 和 N+aM T+ 二 ar. 

对 任 一 <7, AT 一 总 有 一 个 阶 子 式 其 值 等 于 (1)*, 故 Ds( 和 和 )=1. 

(2) 因为 FF 的 特征 多 项 式 为 f(A), 所 以 FF 适合 多 项 式 f(A). 设 e;(i = 
1,2,… ,7) 是 7 维 标准 单位 行 向 量 , 则 不 难 算出 : 

eiF=e, ef?=es,.:.., ef” !=e,. 

显然 , e1,e1F,… ,el 五 一 !: 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 因此 玉 不 可 能 适合 一 个 次 数 
不 超过 7 一 1 的 非 零 多 项 式 , 从 而 玉 的 极 小 多 项 式 就 是 f( 和 ). 口 


第 七 章 相似 标准 型 305 


引 理 7.4.2 设 和 - 矩 阵 A( 和 A) 相抵 于 对 角 入- 矩阵 
diag{d1(N), d2 (A),:… ,dn (A\)}, (7,4.2) 
入 -矩阵 召 ( 和 A) 相抵 于 对 角 和 -矩阵 
diag{di(A),d2(A)… ,dn,(N)}, (7.4.3) 


且 di( 和 ),d2( 和 ),… ,dn( 和 ) 是 di( 和 ),d2( 和 ),… ,dn( 和 ) 的 一 个 置换 ( 即 若 不 计 次 序 ， 
这 两 组 多 项 式 完全 相同 ), 则 A( 和 ) 相抵 于 B( 和 ). 


证 明 利用 行 对 换 及 列 对 换 即 可 将 (7.4.2) 式 变 成 (7.4.3) 式 , 因此 (7.4.2) 式 
所 示 的 矩阵 与 (7.4.3) 式 所 示 的 矩阵 相抵 , 从 而 4(A) 与 B( 和 A) 相抵 . 口 


定理 7.4.1 设 A 是 数 域 区 上 的 n 阶 方 阵 , A 的 不 变 因子 组 为 
Er 开 轴 ( 六 天 ( 允 
其 中 deg di;( 和 ) = mi, 则 4 相似 于 下 列 分 块 对 角 阵 : 
五 
下 2 
Fs | : (7.4.4) 
有 
其 中 丽 的 阶 等 于 mi, 且 FF 是 形 如 引 理 7.4.1 中 的 矩阵 , 政 的 最 后 一 行 由 d;( 入 ) 
系数 ( 除 最 高 次 项 ) 的 负 值 组 成 . 
证 明 注意 到 AT 一 4 的 第 n 个 行列 式 因 子 就 是 4 的 特征 多 项 式 | 和 T 一 4|， 
再 由 行列 式 因子 的 相抵 不 变性 可 知 : 
|XT 一 4| = 四 (A)dz(A)……GK(A). 
而 |XIT 一 4A| 是 一 个 n 次 多 项 式 , 因此 mi 十 mz 十 … 十 mx 二 n. 由 引 理 7.4.1, 拢 


阵 玉 的 不 变 因 子 为 
Das ,1, di(\); 


其 中 共有 mi 一 1 个 1. 将 和 I 一 A 的 法 式 作 如 下 变动 : 


ag{l,e:., 1, Ol, (7.4.5) 
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每 个 di( 入 ) 前 配 以 mi; 一 1 个 1. 由 引 理 7.4.1 可 知 和 IT 一 五 与 (7.4.5) 式 所 示 的 和 矩 
阵 相抵 , 而 (7.4.5) 式 所 示 的 矩阵 与 XT 一 4 的 法 式 只 相差 主 对 角 线 上 元 素 的 置换 ， 
由 引 理 7.4.2 可 得 和 IT 一 和 与 和 I 一 相抵, 从 而 4 与 相似 . 口 


定义 7.4.1 (7.4.4) 式 称 为 矩阵 和 A 的 有 理 标准 型 或 Frobenius ( 弗 罗 本 纽 斯 ) 
标准 型 , 每 个 可 称 为 Frobenius 块 . 


例 7.4.1 设 6 阶 敌阵 A 的 不 变 因子 为 
二 Ls 1, 入 = 证 (入 2 1)” (入 1)2( 入 中 1), 


则 A 的 有 理 标 准 型 为 


一 ] 2 
Oy .0 
人 0 1 
-1 1 1 


在 第 六 章 第 3 节 中 我 们 定义 了 一 个 矩阵 的 极 小 多 项 式 , 用 有 理 标 准 型 可 以 清 
楚 地 表明 极 小 多 项 式 与 不 变 因 子 的 关系 . 


定理 7.4.2 设 数 域 区 上 的 n 阶 和 矩阵 A 的 不 变 因子 为 
1 (和 入) ,dk(\), 
其 中 di( 和 ) | dini( 和 A) (i=1,… ,kk 一 1), 则 4 的 极 小 多 项 式 m( 和 ) = di( 和 ). 
证 明 设 4 的 有 理 标 准 型 为 


Hh 
Fs 


了 


因为 相似 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 , 故 只 需 证 明 FF 的 极 小 多 项 式 是 中 (和 ) 即 可 . 
但 是 分 块 对 角 阵 , 由 命题 6.3.3 知 玛 的 极 小 多 项 式 是 诸 瑟 极 小 多 项 式 的 最 
小 公 倍 式 . 又 由 引 理 7.4.1 知 琴 的 极 小 多 项 式 为 d;( 和 ). 因为 大 ( 鸡 吉 DA 履 
诸 di() 的 最 小 公 倍 式 等 于 di(X). 口 
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例 7.4.2 下 面 两 个 4 阶 甜 阵 


SO OO 
[一直 县 一笑 计 一 起 一 ， 
的 
SS OO 
OO OOoOr- 
,一 生计 一 下 时 一 自 认 一 
OO OO 


的 不 变 因子 分 别 为 A : 1, 入 ,入 ,和 2 各: 1,1, 和 ,和 .它们 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 
项 式 分 别 相等 , 但 它们 不 相似 . 


习 版 7.4 


1. 根据 下 列 不 变 因 子 组 写 出 有 理 标准 型 : 
(1) 1 和 NA(A+ 1)’; 
(2) 1,1,1,( 和 A+ 1), (A + 1)2, (入 十 了 3. 


2. 求 下 列 和 矩阵 的 有 理 标准 型 : 


-站 省 ep ET 6 
DD) =4 | 四 小 “了 Se 区 
(1) (2) Dn ee 

en 9" 9:6 


| 

3. 证 明 : 4 的 特征 多 项 式 与 极 小 多 项 式 相 等 的 充分 必要 条 件 是 和 IT 一 A 的 行列 式 因 子 
为 1,… ,1, Dn(\). 

4. 车 矩阵 A 有 n 个 不 同 的 特征 值 , 求证 : 4 的 特征 多 项 式 与 极 小 多 项 式 相 等 . 

5. 车 将 有 理 标准 型 F = diag{ 也, E,:… , Fi} 中 任意 两 个 Frobenius 块 Fi 与 E 互 换 位 
置 , 问 : 所 得 的 矩阵 与 F 是 否 相 似 ? 

6. n 阶 矩 阵 4 是 壤 零 阵 , 即 有 大 于 1 的 整数 , 使 A* = O, A*-! 关 O. 写 出 4 的 最 后 
一 个 不 变 因 子 . 

7. 矩阵 4 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 相等 , 矩阵 BB 也 具有 这 个 性 质 , 车 A 和 B 的 特征 
多 项 式 相同 , 问 : 4, B 是 否 必 相 似 ? 

8. 例 7.4.2 说 明 即 使 两 个 矩阵 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 分 别 相等 , 这 两 个 矩阵 仍 可 能 不 
相似 . 假定 限制 矩阵 的 阶 不 超过 3, 两 个 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 分 别 相等 的 矩阵 是 否 仍 有 可 能 
不 相似 ? 

*9. 设 p 是 n 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 其 极 小 多 项 式 的 次 数 等 于 m. 若 盆 是 Y 上 的 
另 一 个 线性 变换 , 且 WPp = wu. 求证 : 落 = 9g(o), 其 中 g(z) 是 一 个 不 高 于 ni 一 1 次 的 多 项 式 : 
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*10. 设 f( 和 ) 及 mm(A) 分 别 是 数 域 K 上 矩阵 4 的 特征 多 项 式 与 极 小 多 项 式 , 假设 
m(A) 一 DPI( 和 A) pz( 和 A) pe(A)® 
是 m( 和 ) 的 不 可 约 分 解 , 又 
j(A) =Pi(A) pz(A)2 -pe(A)™ 


是 f( 和 ) 的 不 可 约 分 解 , 矩阵 pi;(A)% 的 零度 即 它 的 核 空间 的 维 数 记 为 rni, 求证 : 


人 一 ee 
”degpi 


$7.5 初等 因子 


利用 和 矩阵 的 不 变 因子 , 我 们 可 以 求 一 个 矩阵 的 有 理 标准 型 . 有 理 标准 型 对 任何 
数 域 K 都 可 以 求 出 来 , 它 有 着 诸多 的 用 途 . 但 是 有 理 标准 型 也 有 一 些 缺 点 , 主要 是 
它 有 时 不 够 “简单 ” 即 有 时 每 个 Frobenius 块 太 大 , 用 起 来 不 太 方便 . 有 理 标 准 型 
中 Frobenius 块 太 大 的 原因 是 不 变 因子 心 (A) 的 次 数 可 能 比较 高 . 如 果 我 们 用 因 
式 分 解 的 方法 分 解 每 个 必 ( 和 A), 这 就 有 可 能 造 出 更 “ 细 ” 的 标准 型 来 . 为 此 , 我 们 先 
引进 初等 因子 的 概念 . 

设 d1( 和 ), qd2( 和 ),… ,dx( 和 ) 是 数 域 K 上 和 矩阵 4 的 非常 数 不 变 因子 , 在 玉 上 
把 d;( 和 ) 分 解 成 不 可 约 因 式 之 积 : 


di(N) = Pi(A) pa(A) 2 Pi(A) 2 


do(A) = Di(A) pa(A) 2 De(A) >， 
人 (7.5.1) 
dx:(N) = DPI(A) pa (Npe(A)®, 
其 中 ei; 是 非 负 整数 (注意 ei; 可 以 为 零 !). 由 于 di;( 和 ) | di+1( 和 ), 因此 
elj < eo LER (f= 12" 7) 


定义 7.5.1 若 (7.5.1) 式 中 的 ez > 0, 则 称 pj( 和 )5 为 A 的 一 个 初等 因子 ， 
A 的 全 体 初 等 因子 称 为 A 的 初等 因子 组 . 
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由 因 式 分 解 的 唯一 性 可 知 4 的 初等 因子 被 4 的 不 变 因 子 唯一 确定 . 反 过 来 ， 
若 给 定 一 组 初等 因子 六 (MX)“5, 适当 增加 一 些 1 (表示 为 请 (M)“o， es; = 0), 则 可 将 
这 组 初等 因子 按 降 虞 排列 如 下 : 
pi1(A)™ ,Pp1(A)*Y, :we D3 (和), 
P2 (NA)®™?, pa (MY, ,pa(A)Y, 
A (7.5.2) 
Dt OM (A, SE ,Pt (A 和), 


dx(A) 2D1 (A)*1po (A)*? A .Di (入 )eet， 
dk_1( 入 ) = JI( 入 ) 扩 -1Da( 入 )e-12 pe(A) -Lt, 


di(A) DPI( 和 A)2 Da2(A)22 Di( 入 )24， 


则 gd;( 和 A) | di(A)G=1L ,一 1 且 di( 入 ),… ,dx( 入 ) 的 初等 因子 组 就 如 (7.5.2) 
式 所 示 . 因此 , 给 定 4 的 初等 因子 组 , 我 们 可 唯一 地 确定 4 的 不 变 因 子 组 . 这 一 
事实 表明 , 4 的 不 变 因子 组 与 初等 因子 组 在 讨论 矩阵 相似 关系 中 的 作用 是 相同 的 . 
因此 我 们 有 下 述 定理 . 


定理 7.5.1 数 域 区 上 的 两 个 矩阵 A 与 召 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相 
同 的 初等 因子 组 , 即 答 阵 的 初等 因子 组 是 矩阵 相似 关系 的 全 系 不 变量 . 


例 7.5.1 设 9 阶 答 阵 A 的 不 变 因子 组 为 
1 ,1,( 入 一 1)(X 十 1),( 入 一 1)2(A2 十 1)(X2 一 2)， 

试 分 别 在 有 理 数 域 、 实 数 域 和 复数 域 上 求 A 的 初等 因子 组 . 

解 A 在 有 理 数 域 上 的 初等 因子 组 为 

入 一 1 (入 一 1)2 入 十 1 十 1)X2 一 2. 
A 在 实数 域 上 的 初等 因子 组 为 
= 
A 在 复数 域 上 的 初等 因子 组 为 
和 A—1,(A—1)2,A+i,A+iAmiA—mi,Ai+ v2,A— v2. 


310 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


例 7.5.2 设 A 是 一 个 10 阶 算 阵 , 它 的 初等 因子 组 为 
入 一 1 入 一 1 (入 一 1 (入 十 1)2 (入 十 1)3, 入 一 2. 
求 A 的 不 变 因子 组 ， 
解 ” 将 上 述 多 项 式 分 类 按 降 寡 排 列 : 


人 一 动 2 入 一 工大 一 疏 
(入 十 1)a, (入 十 1)2 
入 一 2. 


于 是 
ds(A) = (入 一 1)2( 入 十 1)3( 入 一 2)，ad(A) =( 入 一 1 和 A++12 da(M)= A-1. 
从 而 4 的 不 变 因 子 组 为 
1 入 一 1 (入 一 DA 十 12 (A— 1)2(A+1)°(A — 2), 


其 中 有 7 个 1 

用 初等 因子 组 我 们 可 以 得 到 比 有 理 标 准 型 更 精细 的 标准 型 . 对 每 个 初等 因 
子 p( 和 A)', 我 们 可 构造 一 个 比较 简单 的 矩阵 , 使 它 的 初等 因子 组 就 是 p( 和 )', 再 将 所 
有 这 样 的 矩阵 拼 成 一 个 分 块 对 角 阵 就 可 以 得 到 标准 型 . 显而易见 , 数 域 越 “ 大 ”， 
则 矩阵 的 初等 因子 越 多 , 从 而 分 块 也 越 精细 . 我 们 在 这 里 不 打算 构造 一 般 数 域 上 
以 初等 因子 为 基础 的 标准 型 , 在 下 一 节 中 我 们 将 讨论 复数 域 上 以 初等 因子 为 基础 
的 Jordan ( 若 当 ) 标准 型 . 


怀 昨 7.5 


1. 已 知 矩 阵 的 不 变 因 子 组 , 求 它 的 初等 因子 组 (分 别 在 有 理 数 域 、 实 数 域 与 复数 域 上 ): 
(1) 了 一 (一 了 二 了 Xe; 

(2) 1 ,1 和 X2 十 1 和 A(X2z 十 1),X3(X2 十 1)2( 和 一 1)(X2 一 2). 

2. 已 知 矩 阵 的 初等 因子 组 , 求 它 的 不 变 因 子 组 : 

(1) A, XA2, X3) 入 一 V2,( 入 一 V2)2, 入 十 V5,( 入 十 V2)2; 

(2) 入 一 1, (入 一 1 入 十 1 入 十 1 (入 十 1)3, 入 一 2,( 入 一 2)2. 
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S7.6 Jordan 标准 型 


我 们 根据 上 一 节 末 提出 的 寻找 标准 型 的 思想 来 讨论 复数 域 上 的 标准 型 . 由 于 
任 一 多 项 式 在 复数 域 上 均 可 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 , 因此 复数 域 上 的 初等 因子 都 
是 一 次 因子 的 寡 . 又 因为 初等 因子 必 是 矩阵 特征 多 项 式 的 因 式 , 故 必 具有 (和 一 和 0)" 
的 形状 , 其 中 Ao 是 矩阵 的 特征 值 . 我 们 先 来 找 一 个 形状 比较 简单 的 矩阵 , 它 的 初 
等 因子 组 就 是 (入 一 Xo)7. 

引 理 7.6.1 7 阶 和 矩 阵 


的 初等 因子 组 为 (入 一 和 Xo)7. 


证 明 显然 J 的 特征 多 项 式 为 (和 一 A0)". 对 任 一 小 于 7 的 正 整 数 k, 和 IT 一 J 
总 有 一 个 阶 子 式 , 其 值 等 于 (一 1)*, 因此 J 的 行列 式 因子 为 


(一 Mo (7.6.1) 
(7.6.1) 式 也 是 J 的 不 变 因子 组 , 故 J 的 初等 因子 组 只 有 一 个 多 项 式 (和 一 和 0)". 口 
引 理 7.6.2 设 特征 矩阵 和 T 一 A 经 过 初等 变换 化 为 下 列 对 角 阵 : 
(A) 


A (7.6.2) 


fn(A) 


其 中 fi( 和 ) (i = 1,… ,n) 为 非 零 首 一 多 项 式 . 将 所 (入) 作 不 可 约 分 解 , 若 (入 一 和 0)* 
能 整除 户 (A), 但 (入 一 和 o)*+! 不 能 整除 户 (A)， 就 称 (和 一 和 0)* 是 fi( 和 ) 的 一 个 准 素 
因子 , 则 给 阵 4 的 初等 因子 组 等 于 所 有 f;( 和 ) 的 准 素 因子 的 集合 . 


证 明 第 一 步 , 先 证 明 下 列 事实 : 
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若 f(A), fj( 和 ) (i 关 7 的 最 大 公 因 式 和 最 小 公 倍 式 分 别 为 g( 和 ), h( 和 ), 则 
diag{ fi (和), et , fi(\), 机 , 方 ( 入 )， ha. 万 (入 )} 


经 过 初等 变换 可 以 变 为 
diag{ 户 (和 )， 2 ;9( 入 )， A ,h(\), a , fn(A)}, 
且 这 两 个 对 角 阵 具有 相同 的 准 素 因子 组 . 


使 
fi (Nu) + 户 (A)v(A) = 9( 和 )， 


又 令 户 (A) = g( 和 A)g( 和 ), 则 h(A) = 户 (A)g( 和 ). 对 (7.6.2) 式 作 下 列 初等 变换 : 


(v(N)) 


(uCA) / 方 (入 ) 万 (和 ) 0 
f2(A) fi(Nu(X) f2(N) 
二 = 人 “es = 
fn(A) fn(A) 
万 ( 入 ) 0 —h(\) 
(-q(0))| 9(A) 户 (A) 9g(A) fo(N) 
a 广 » a = 
fn(N) fn(N\) 
9(A) 
PCA) 
万 ( 和 ) 


现 来 考察 9(A) 与 h( 和 ) 的 准 素 因 子 . 将 广 ( 和 ), 户 (和 A) 作 标准 因 式 分 解 , 其 分 解 式 不 
(N= (入 一 Al) (和 一 和 2a) 汪 (入 一 Xi)”， 


fo(N) = (入 一 Xi) 和 (入 一 X) (AoA), 
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其 中 ci 为 非 负 整数 . 令 
ei 二 max{fci d;}, k; 一 min{c;, di}, 
则 
9g(A) = (A— A 和) (A A) (A— A)®, 
h(A) = (A— AA) Am MA) (A— Ar)’:. 
不 难看 出 g( 和 ),h( 和 ) 的 准 素 因子 组 与 有 (和), f2( 和 ) 的 准 素 因子 组 相同 . 
第 二 步 证 明 (7.6.2) 式 所 示 和 矩阵 的 法 式 可 通过 上 述 变换 得 到 . 
先 将 第 (1,1) 位 置 的 元 素 依次 和 第 (2, 2) 位 置 , …, 第 (n,n) 位 置 的 元 素 进行 
上 述 变 换 , 此 时 第 (1,1) 元 素 的 所 有 一 次 因 式 的 宕 都 是 最 小 的 ; 再 将 第 (2, 2) 位 置 
的 元 素 依 次 和 第 (3,3) 位 置 , …, 第 (n,n) 位 置 的 元 素 进 行 上 述 变换 ; …; 最 后 将 
第 (n 一 1,n 一 1) 位 置 的 元 素 和 第 (n,n) 位 置 的 元 素 进行 上 述 变 换 . 可 以 看 出 , 最 
后 得 到 的 对 角 阵 就 是 (7.6.2) 式 所 示 和 矩阵 的 法 式 . 注意 到 在 每 一 次 变换 的 过 程 中 ， 
准 素 因子 组 都 保持 不 变 , 这 就 证 明了 结论 . 口 
注 引 理 7.6.2 给 出 了 求 和 矩阵 初等 因子 组 的 另外 一 个 方法 , 它 可 以 不 必 先 求 不 
变 因子 组 而 直接 用 初等 变换 把 特征 和 矩阵 化 为 对 角 阵 , 再 分 解 主 对 角 线 上 的 多 项 式 
即 可 . 另外 , 引 理 7.6.2 的 结论 及 其 证 明 在 一 般 的 数 域 K 上 也 成 立 . 
例 7.6.1 设 和 IT 一 A 经 过 初等 变换 后 化 为 下 列 对 角 阵 : 
1 
(A— 1)2(A+2) 
(入 十 2) 2 


(A—1) 
求 4 的 初等 因子 组 . 
解 4 的 初等 因子 组 为 入 一 1 (入 一 1)2, 入 十 2, 入 十 2. 


引 理 7.6.3 设 .J 是 分 块 对 角 阵 : 


J 
J 
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其 中 每 个 J; 都 是 形 如 引 理 7.6.1 中 的 纶 阵 , JJ; 的 初等 因子 组 为 (入 一 和 i)"i, 则 J 
的 初等 因子 组 为 
(A— A)"™, (A— MAM), j= AR)™, (7.6.3) 


证 明 AT 一 J 了 是 一 个 分 块 对 角 和 -矩阵 . 由 于 对 分 块 对 角 阵 中 某 一 块 施行 初 
等 变换 时 其 余 各 块 保持 不 变 , 因此 XT 一 J 了 相抵 于 下 列 分 块 对 角 阵 : 


H; 


了 
其 中 HH; = diag{1,… ,1,( 入 一 入)"}. 再 由 引 理 7.6.2 即 得 结论 . 口 
定理 7.6.1 设 A 是 复数 域 上 的 矩阵 且 A 的 初等 因子 组 为 
(A—A)™, (A— M2)™, ,A— Mr)™, 


则 4 相似 于 分 块 对 角 阵 : 


了 = | (7.6.4) 
J 


其 中 J 为 7; 阶 和 矩阵 , 且 


= i . (7.6.5) 


和 
证 明 由 引 理 7.6.3 知道 4 与 J 有 相同 的 初等 因子 组 , 因此 4 与 J 相似 . 口 


定义 7.6.1 (7.6.4) 式 中 的 答 阵 JJ 称 为 A 的 Jordan 标准 型 , 每 个 J 称 为 A 
的 一 个 Jordan 块 . 
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由 引 理 7.6.3 我 们 可 以 看 出 , 车 交换 任意 两 个 Jordan 块 的 位 置 , 得 到 的 矩阵 
与 原来 的 矩阵 仍 有 相同 的 初等 因子 组 , 它们 仍 相 似 ， 因 此 和 矩阵 4 的 Jordan 标 
准 型 中 Jordan 块 的 排列 可 以 是 任意 的 . 但 是 , 由 于 每 个 初等 因子 唯一 确定 了 一 
个 Jordan 块 , 故 若 不 计 Jordan 块 的 排列 次 序 , 则 矩阵 的 Jordan 标准 型 是 唯一 确 
定 的 . 

至 此 , 我 们 对 复数 域 上 线性 空间 的 线性 变换 解决 了 在 第 四 章 中 提出 的 问题 : 
求 V 的 一 组 基 , 使 该 线性 变换 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 具有 简单 的 形式 . 我 们 把 这 
一 结果 叙述 为 下 列 定理 . 


定理 7.6.2 设 wp 是 复数 域 上 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 则 必 存 在 VV 的 一 
组 基 , 使 得 p 在 这 组 基 下 的 表示 短 阵 为 (7.6.4) 式 所 示 的 Jordan 标准 型 . 


推论 7.6.1 设 44 是 兄 阶 复 给 阵 , 则 下 列 结 论 等 价 : 
(1) 4 可 对 角 化 ; 

(2) 4 的 极 小 多 项 式 无 重 根 ; 

(3) A 的 初等 因子 都 是 一 次 多 项 式 . 


证 明 (1) 坊 (2): 由 例 6.3.2 的 结论 即 得 . 

(2) 过 (3): 设 4 的 极 小 多 项 式 mm(A) 无 重 根 . 由 于 m(A) 是 4 的 最 后 一 个 不 
变 因子 , 故 4 的 所 有 不 变 因子 都 无 重 根 , 从 而 4 的 初等 因子 都 是 一 次 多 项 式 . 

(3) 一 (1): 设 4 的 初等 因子 组 为 入 一 入 ,入 一 和 2,… ,入 一 和, 则 由 定理 7.6.1， 
A 相似 于 对 角 阵 diag{ 和 1, 和 2,… ,和 nj}, 即 4 可 对 角 化 . 口 


我 们 将 推论 7.6.1 的 几何 版 本 叙述 如 下 . 

推论 7.6.2 设 wp 是 复线 性 空间 了 上 的 线性 变换 , 则 gp 可 对 角 化 当 且 仅 当 op 
的 极 小 多 项 式 无 重 根 , 当 且 仅 当 gp 的 初等 因子 都 是 一 次 多 项 式 . 

推论 7.6.3 设 Po 是 复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 , WW 是 p 的 不 变 子 空间 . 
如 果 wp 可 对 角 化 , 则 gp 在 历 上 的 限制 也 可 对 角 化 . 

证 明 因为 yp 的 极 小 多 项 式 g( 和 ) 无 重 根 , 而 yp 在 WW 上 限制 的 极 小 多 项 式 
是 g() 的 因子 , 所 以 也 没有 重 根 . 口 


推论 7.6.4 设 yp 是 复线 性 空间 Y 上 的 线性 变换 , 且 亿 三 全 四 了 克 四 … 四 人 友 ， 
其 中 每 个 Vi 都 是 gp 的 不 变 子 空间 , 则 yp 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 bp 在 每 个 公 
上 的 限制 都 可 对 角 化 . 
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证 明 必要 性 由 推论 7.6.3 即 得 , 下 证 充分 性 . 若 yp 在 每 个 Vi 上 的 限制 都 可 
对 角 化 , 由 定义 存在 Vi 的 一 组 基 , 使 得 plw 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩 阵 是 对 角 阵 . 再 
由 定理 3.9.3 知 Vi 的 一 组 基 可 以 拼 成 V 的 一 组 基 , 因此 gp 在 这 组 基 下 的 表示 阵 
是 对 角 阵 , 即 yp 可 对 角 化 . 口 


推论 7.6.5 设 4 是 数 域 区 上 的 矩阵 , 如 果 A 和 的 特征 值 全 在 区 中 , 则 4 
在 区 上 相似 于 其 Jordan 标准 型 . 


证 明 由 于 4 的 特征 值 全 在 区 中 , 故 4 的 Jordan 标准 型 J 实际 上 是 区 上 
的 矩阵. 因为 4 在 复数 域 上 相似 于 J 了 , 由 推论 7.3.4 知 A 在 区 上 也 相似 于 J. 口 


例 7.6.2 设 A 和 A 是 7 阶 矩 阵 , 其 初等 因子 组 为 
和 A 一 1 和 A=1)3;(A+1)SNA 2: 
求 其 Jordan 标准 型 . 
解 A 的 Jordan 标准 型 为 


本 含有 4 个 Jordan 块 . 


例 7.6.3 设 复数 域 上 的 四 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 gp 在 一 组 基 {fel,e2， 
e3,€4} 下 的 表示 给 阵 为 


3 1 0 0 
A 一 
pa 1’ 0 50 
6 1 
=l4 =85 ,=1 0 


求 V 的 一 组 基 , 使 p 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 Jordan 标准 型 , 并 求 出 从 原来 的 
基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 . 


第 七 章 相似 标准 型 317 
解 ” 用 初等 变换 把 AT 一 A 化 为 对 角 入 -矩阵 并 求 出 它 的 初等 因子 组 为 
(入 一 1 (入 一 也” 
因此 , 4 的 Jordan 标准 型 为 


1 
Po 
于 
(0 注 
设 和 矩阵 PP 是 从 {fel,ez, e3,e4} 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 , 则 
了 -14 己 = .JJ 
此 即 
AP=PJ. (7.6.6) 


设 已 = (aa, az, as ad), 其 中 as 是 四 维 列 向 量 , 代入 (7.6.6) 式 得 


0 1 
(Aai, 4ao, 4as, 4a4) = (al 02, as ad4) 


化 成 方程 组 为 
4al = al 
4a， = al 十 ao?， 
4as = asa， 
Aas = aa3 十 aa4. 


求 出 ai, as 便 可 求 出 az Qa. 诸 ai 的 解 可 能 不 唯一 , 只 需 取 比较 简单 的 一 组 解 
就 可 以 了 . 需要 注意 的 是 ai, as 都 是 4 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 , 因此 取 方 程 
组 (I 一 A)z = 0 的 两 个 线性 无 关 的 解 之 一 作 aa, 另 一 个 作 as 就 可 以 了 (注意 不 
能 取 线 性 相关 的 两 个 解 , 因为 P 是 非 异 阵 ), 我 们 求 得 : 


1 0 0 0 
一 2 下 0 0 

CI 一 _4 ，Q2 一 _6 ，Q3 一 1 )Q4 二 0 * 
| 
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于 是 
1 0 0 0 
P= -2 1 0 0 
-4 -6 1 0 
0 il 1 
因此 新 基 为 


{ei 二 2e» = 4e3， 把 5 一 6es3 十 e4, e3 一 e4， ea}. 


为 昨 7.6 


1. 已 知 矩 阵 的 下 列 初等 因子 组 , 写 出 Jordan 标准 型 : 
(DA 入 (入 一 1 (A— 1)’; 

(2) (入 十 1)2, 入 一 2, (入 一 2)3; 

(3) (入 一 V2)2, 入 一 1 (入 一 1 (入 一 12. 


2. 求 下 列 矩 阵 的 Jordan 标准 型 : 


0 1 0 4 6 一 15 
(1) |-4 4 0|; (2) |1 3 -5 |; 
—2 1 2 1 2 一 4 
3 -4 0 2 3 -1 1 -7 
4 -5 —2 4 9 -3 -7 一 1 
(3) (4) : 
0 0 3 一 2 0 0 4 一 8 
0 0 2 一 1 0 0 2 一 4 
1 吨 汪 和 n 
0d12 3 n—1 
(10 0 1 2 n—2 
日 0 0 1 


3. 设 复 四 维 空间 上 的 线性 变换 yp 在 基 {ei, ez, es,e4} 下 的 表示 矩阵 如 第 2 题 (4) 所 示 ， 


求 一 组 新 基 使 p 在 这 组 基 下 的 表示 算 阵 为 Jordan 标准 型 并 求 过 渡 和 矩阵 . 


4. 设 4 是 有 理 数 域 上 的 矩阵 , 4 的 特征 多 项 式 是 一 个 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 求证 : 


A 的 有 理 标准 型 只 有 一 个 Frobenius 块 , 而 如 果 把 4 看 成 是 复数 域 上 的 矩阵 , 则 4 的 Jordan 
标准 型 是 一 个 对 角 阵 . 
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5. 设 A 是 如 下 的 分 块 对 角 阵 : 


A2 


Ax 


证 明 : 4 的 初等 因子 组 等 于 A; (i = 1,… ,此 ) 的 初等 因子 组 的 无 交 并 集 . 
6. 在 第 5 题 中 若 任意 交换 各 块 的 位 置 , 求证 : 所 得 的 垂 阵 与 原 矩 阵 A 相似 . 
7. 设 n 阶 和 矩阵 4 适合 A? = O 且 A 的 秩 等 于 7, 试 求 A 的 初等 因子 组 . 


8. 设 有 理 数 域 上 nn 阶 和 矩阵 A 的 特征 多 项 式 的 所 有 不 可 约 因 式 是 和 十 和 十 1, 和 一 2. 又 4 
的 极 小 多 项 式 是 四 次 多 项 式 , 求证 : 4 在 复数 域 上 必 相 似 于 对 角 阵 . 


9. 设 A 是 nn 阶 复 矩 阵 且 存在 正 整数 使 得 A* = 五 , 求证 : 4 相似 于 对 角 阵 . 
10. 设 n 阶 矩 阵 4 适合 A? = A 且 A 的 秩 等 于 7, 试 求 4 的 Jordan 标准 型 . 


§ 7.7 ”Jordan 标准 型 的 进一步 讨论 和 应 用 


在 这 一 节 里 , 我 们 要 用 Jordan 标准 型 更 仔细 地 来 考察 复线 性 空间 按 线性 变 
换 gp 所 做 的 直 和 分 解 以 及 yp 特征 值 的 度数 和 重 数 与 Jordan 标准 型 之 间 的 关系 ， 
并 给 出 Jordan 标准 型 应 用 的 一 些 例 子 . 

设 V 是 nn 维 复线 性 空间 , yp 是 了 上 的 线性 变换 . 设 yp 的 初等 因子 组 为 


CQ 2 (WN, (7.7.1) 


定理 7.6.2 告诉 我 们 , 存在 V 的 一 组 基 {e11, €12,*** ,elrii E21; €22,° ) E2r2)“ 
Ek1,EkK2 ** 7 使 得 ea 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 


J 
J2 
Jk 


上 式 中 每 个 J 是 相应 于 初等 因子 (入 一 入 i)” 的 Jordan 块 , 其 阶 正好 为 7;. 令 及 
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是 由 基 元 €il, Ei2)……… , €ir; 生成 的 子 空间 ， 则 
o(eil) = Xieil， 
P(ei2) = eil 十 Xiei2) 
oo a 二 站 启 (7.7.2) 
plir:) = eiri-1 十 Xieiri- 
这 表明 gp(Vi) C VV, 即 三 (=12 ,让 ) 是 yp 的 不 变 子 空间 . 显然 我 们 有 
V=V@We9..……@V. 


线性 变换 yp 限制 在 Vi 上 ( 仍 记 为 p) 便 成 为 VW 上 的 线性 变换 . 这 个 线性 变换 在 
基 {en, E12… ,elr 下 的 表示 和 矩阵 为 


性 的 特征 值 为 和 1， 由 于 AI 了 一 J 是 一 个 秩 为 ri—1 的 矩阵 ， 因此 Ji 只 有 一 个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 , 不 妨 选 为 el1. 显然 ell 也 是 yp 作为 V 上 线性 变换 关于 特征 
值 Xi 的 特征 向 量 . 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 在 yp 的 初等 因子 组 即 (7.7.1) 式 中 


M1 = N= := Ms, NAA s+1,... ,Ek), 


则 五 ,… , Js 都 以 和 为 特征 值 , 且 相应 于 每 一 块 有 且 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 . 相应 的 特征 向 量 可 取 为 , 
@11, €21,°** , €s1) (TT:3) 

显然 这 是 s 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 如 果 Xi 关 Ni, 则 容易 看 出 r( AiT 一 J) = mi 
于 是 

k 
rAT- T= rT N=)++(re 1)+rt+..+rk =n—s. 

sl 
因此 % 关于 特征 值 Xi 的 特征 子 空间 仅 , 的 维 数 等 于 n 一 r( 和 1T 一 了) = s, 从 而 特 
征 子 空间 崔 , 以 (7.7.3) 式 中 的 向 量 为 一 组 基 . 但 这 时 Ai 是 pp 的 71 十 72 十 … 十 7。 


第 七 章 相似 标准 型 321 


重 特征 值 . 因此 和 1 的 重 数 与 度数 之 差 等 于 
(mi 十 ra 十 … 十 rs) 一 5， 


我 们 把 上 述 结论 写成 如 下 定理 . 

定理 7.7.1 线性 变换 yp 的 特征 值 Ni 的 度数 等 于 p 的 Jordan 标准 型 中 属 
于 特征 值 Ai 的 Jordan 块 的 个 数 , 和 1 的 重 数 等 于 所 有 属于 特征 值 和 的 Jordan 块 
的 阶 数 之 和 . 


现在 再 来 看 所 对 应 的 子 空间 Vi, 由 (7.7.2) 式 中 诸 等 式 可 知 
(9 A MT)(er,) = BIry—ly ™"™3 (P 二 和 17)(el2) = 1 
因此 , 若 记 a = em, 久 =p 一 入 T, 则 
pa) = en WA) = en 2 , Wl(a) = en, (a) = 0. 
{a, wa), wp*(a), 2 ,Wp (oa)} 

构成 了 WV 的 一 组 基 . 

定义 7.7.1 设 久 是 线性 空间 VV 的 7 维 子 空间 , W 是 了 上 线性 变换 . 若 存 
在 aE Wo 使 {QWp(Q),… ,人 "1(Q)} 构成 W 的 一 组 基 且 Wr(a) = 0, 则 称 WW 
为 关于 线性 变换 外 的 循环 子 空间 . 

上 面 的 事实 说 明 , 每 个 Jordan 块 对 应 的 子 空间 是 一 个 循环 子 空间 . 把 属于 同 
一 个 特征 值 , 比如 属于 入 的 所 有 循环 子 空间 加 起 来 组 成 V 的 一 个 子 空间 : 


RA) = Vi@:…@W,. 
若 v € R(A1), 则 不 难 算出 (wp 一 条 T)s(v) = 0, 其 中 
s = dimR(N) 一 六 十 十 rs 
事实 上 , 我 们 可 以 证 明 
RA)= {veV|(p— AD"(v) = 0}. (7.7.4) 


为 证 明 (7.7.4) 式 成 立 , 设 UV = {v EV|(yp 一 入 TD)"(v) = 0}, 则 由 上 面 的 分 析 
知道 ， R(A1) C0 嚼 一 方面 ; 任 取 wv Ee U, 设 v= vi 十 v2， 其 中 v1 € R(XA1), 
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V2 € 人 4 四 四 也 . 因为 (入 -和 Ai" 与 (入 一 Xp( 入 一 X)” 互 素 , 故 存在 多 
项 式 p(A), q(), 使 得 
(入 一 Ai)"P(A) 十 (入 一 As+H) (入 一 和 ) "dg(A) 三 1 
将 入 = gp 代入 上 式 并 作用 在 v 上 可 得 
v=p(p)(p—AD"(v)+ap)(Pp— MD (Pp — MTD)"(v) 
= g(p)(Pp— NtD)" (Pp— MD) (v1) + ap) (Pp — ND (Pp — MAT)” (v2) 
一 q(P)(P 一 XsHT) (PP 一 AT (vi) € RA). 
这 就 证 明了 (7.7.4) 式 . 
定义 7.7.2 设 Xo 是 n 维 复线 性 空间 了 上 线性 变换 gp 的 特征 值 , 则 
Ro) = {vEV|(p— NI)"(v) = 0} 
构成 了 VV 的 一 个 子 空间 , 称 为 属于 特征 值 Xo 的 根子 空间 . 
上 面 的 结果 表明 : 特征 值 和 o 的 根子 空间 可 表示 为 若干 个 循环 子 空间 的 直 和 ， 
每 个 循环 子 空间 对 应 于 一 个 Jordan 块 . 
虽然 我 们 前 面 的 讨论 是 对 特征 值 Ai 进行 的 , 其 实 对 任 一 特征 值 Ai 均 适 用 . 
因此 便 有 如 下 的 定理 . 
定理 7.7.2 设 % 是 n 维 复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 . 
(1) 车 gp 的 初等 因子 组 为 
(入 A1)™, (入 人 A2)™, (入 Ap)'®, 
则 VV 可 分 解 为 个 不 变 子 空间 的 直 和 : 
V=V@W9..@W, (7.7.5) 
其 中 VV 的 维 数 等 于 ri 且 是 p 一 入 T 的 循环 子 空间 ; 
(2) 若 和 1,… ,入 s 是 bp 的 全 体 不 同 特征 值 , 则 VV 可 分 解 为 s 个 不 变 子 空间 的 


直 和 : 
V = RA) @ R(N) @ .8 R(N,), (7.7.6) 


其 中 RR( 和 i) 是 Ai 的 根子 空间 , RR( 和 i) 的 维 数 等 于 Xi 的 重 数 , 且 每 个 RR( 和 i) 又 可 分 
解 为 (7.7.5) 式 中 若干 个 VV 的 直 和 . 
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下 面 我 们 举例 说 明 Jordan 标准 型 在 矩阵 理论 中 的 应 用 . 
例 7.7.1 证 明 : 复数 域 上 的 方 阵 4 必 可 分 解 为 两 个 对 称 阵 的 乘积 . 


证 明 设 己 是非 异 阵 且 使 PP-14 = J 为 4 的 Jordan 标准 型 . 于 是 4 = 
JP- 设 J 是 J 的 第 i 个 Jordan 块 , 则 
和 i 1 1 Xi 1 


和 Ai Ai 1 
即 J; 可 分 解 为 两 个 对 称 阵 之 积 , 于 是 J 也 可 以 分 解 为 两 个 对 称 阵 之 积 , 记 
为 5S1, S52, 则 
A= PJP-!= PS,S,.P != (PSP)(P-!)SP .0O 
例 7.7.2 设 4 是 本 章 例 7.6.3 中 的 天 阵 , 计算 A*(k > 1). 


解 ” 因 为 
P- 1A*P=(P- !AP)*= 7*, 


故 先 计 算 J*. 注意 J 是 分 块 对 角 阵 , 它 的 次 方 等 于 将 各 对 角 块 有 次 方 , 因此 


k 


J*= 一 
1 和 ， 
0 1 
-1 
1 0 OV /1 天 Wn “0 
i 2 1 0 0l|lol i et 
,Te 1 Rll di 6. £1 #0 
G&G TT 1 1 0 1 G lr =1 it 
2k+1 k 0 0 
| -4 -2k+1 0 0 
6k 天 k+l k 
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下 面 我 们 要 用 Jordan 标准 型 来 证 明 著 名 的 Jordan-Chevalley ( 若 当 - 谢 瓦 莱 ) 
分 解 定理 , 它 在 Lie ( 李 ) 代数 中 有 重要 的 应 用 . 为 此 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 


引 理 7.7.1 设 4A,B 是 两 个 n 阶 可 对 角 化 复 矩 阵 且 AB = BA, 则 它们 可 
同时 对 角 化 , 即 存在 可 逆 阵 P, 使 PP-1AP 和 P-1BP 都 是 对 角 阵 . 


证 明 对 和 矩阵 的 阶 数 用 归纳 法 . n = 1 时 显然 , 设 结论 对 阶 小 于 n 的 矩阵 
成 立 . 令 和 1, 和 2,… ,入 。 是 矩阵 4 的 全 体 不 同 特征 值 . 如 果 s = 1, 则 因为 4 
可 对 角 化 , 不 难 推出 4 = Xi 入, 即 4 是 数量 矩阵 ,这 时 若 P-1BP 是 对 角 阵 ， 
则 已 -14 = 和 I 也 是 对 角 阵 , 结论 已 成 立 . 因此 我 们 设 s > 1. 矩阵 A 定义 
了 nn 维 复 列 向 量 空间 V 上 的 线性 变换 , 记 为 p. 设 这 (i= 1,2,… ,s) 是 属于 特 
征 值 Ai 的 特征 子 空间 . 因为 4 可 对 角 化 , 故 


V=W@We8...@V. 


记 少 为 矩阵 BB 定义 的 V 上 的 线性 变换 , 则 ww = wp， 对 任意 的 a e VV， 
pp(a) = Up(a) = Aiy(a), 这 表明 (a) € Vi, 即 VW 是 沙 的 不 变 子 空 间 . 将 p 
和 外 限制 在 Vi 上 , 由 推论 7.6.3 知 olw 和 多 |v; 仍 是 可 对 角 化 线性 变换 且 乘 法 可 
交换 . 由 归纳 假设 , 存在 Vi 的 一 组 基 , 使 得 olw,W%lw 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 都 是 
对 角 阵 . 将 各 个 Vi 的 基 合 并 成 Y 的 一 组 基 , 显然 gp, 儿 在 此 基 下 的 表示 矩阵 都 是 
对 角 阵 . 口 


定理 7.7.3 (Jordan-Chevalley 分 解 ) 设 A 是 即 阶 复 和 矩阵 , 则 A 可 分 解 
为 4= 互 +C, 其 中 万 ,C 适合 下 面条 件 : 

(1) B 是 一 个 可 对 角 化 矩阵 ; 

(2) C 是 一 个 老 零 阵 ; 

(3) BC = CB:; 

(4) B,C 均 可 表示 为 A 的 多 项 式 . 

不 仅 如 此 , 上 述 满 足 条 件 (1) ~ (3) 的 分 解 是 唯一 的 . 


证 明 先 对 A 的 Jordan 标准 型 J 证 明 结论 . 设 4 的 全 体 不 同 特征 值 
为 和 Al; A2,* ， 入 s 且 
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其 中 J 是 属于 特征 值 Xi 的 根子 空间 对 应 的 块 , 其 阶 设 为 rwi， 显然 对 每 个 i 均 
有 Ji = M:; 十 Ni， 其 中 Ni 一 和 是 对 角 阵 ， N; 是 窜 零 阵 且 MiN; = N;M.. 令 


TI。 Ts 
则 J=M++N,MN = NM, NM 是 对 角 阵 , N 是 寡 零 阵 . 
因为 (J 一 入 7 了)™ = 0, 所 以 J 适合 多 项 式 (和 一 和). 而 入 互 不 相同 , 因此 
多 项 式 (入 一 Xi)m:, (和 一 和 2)””,…. , (入 一 入 ,)"™ 两 两 互 素 . 由 中 国 剩 余 定理 , 存在 
多 项 式 g() 满足 条 件 : 
9(A) = hi(N)(A— Ni)™ 十 入 i 
对 所 有 i= 1,2,… ,s 成 立 (这 里 应 (入 ) 也 是 多 项 式 ). 代入 得 到 


g(Ji) = R(T (Fo ND™ +AT= NI = M:. 


g(1) Mi 
J» M; 
9(J) = ge LL = . =M. 
9(Js) Ms 


又 因为 N = J 了 一 M = J 了 一 g( 耻 ), 所 以 和 N 也 是 J 的 多 项 式 . 
现 考虑 一 般 情形 , 设 P-1AP = J, 则 A = PJP-!= P(M+N)P. 
令 刀 =PMP-'!,C= PNP-'!, 则 B 是 可 对 角 化 矩阵 , 而 C 是 车 零 阵 . 又 


g(A) = g(PJIP-!)= Pg(J)P-!= PMP-!=B. 


又 易 证 明 BC = CB, C = A-—g(A4). 

最 后 证 明 唯 一 性 . 假设 A 有 另 一 满足 条 件 (1) ~ (3) 的 分 解 4 = Bi 十 Gi， 
则 如 -Bi= Ci 一 C. 由 BiC1 = C1B1 不 难 验证 ABi = B14, 4C = C14. 
因为 召 =9(4), 故 BBi = BiB. 同 理 CC = CC. 设 C" =O,C=O, 用 二 
项 式 定 理 即 知 (C1 一 C)"f = O. 于 是 


(B- Bi)'t:=(0 一 Crt=O. 
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因为 BB1 = B1B, 它们 都 是 可 对 角 化 矩阵 , 由 引 理 知道 它们 可 同时 对 角 化 , 即 存 
在 可 逆 阵 Q@, 使 得 Q-1BQ 和 Q- :BiQ 都 是 对 角 阵 . 注意 到 


(QIBQ i QIBIQ)T (Q(B a BJQ) = Q(B LA Bi)"1Q a O， 


两 个 对 角 阵 之 差 仍 是 一 个 对 角 阵 , 这 个 差 的 窜 要 等 于 零 矩 阵 , 这 两 个 矩阵 必 相 等 ， 
由 此 即 得 殖 = Bi, 于 是 C = C1. 口 


司 是 7.7 
1. 求 n 阶 Jordan 块 
入 1 
入 1 
了 了 一 
1 
入 
的 大 (之 1) 次 寡 .大 . 
2. 求 下 列 矩 阵 的 有 (KE > 1) 次 宕 : 
3 240 2 _1 1 _7 
4 -5 -2 4 
(2) 


1 ; 
0) Q ;10 3 一 2 
0 0 2 一 1 


3. 求 矩 阵 B, 使 B? = 4, 其 中 


SO OW 
| 
co 
| 
~ 
| 
Pa 


2 [ 
1 -省 
4. 证 明 : 在 例 7.7.1 中 把 矩阵 分 解 为 两 个 对 称 阵 之 积 时 , 可 指定 其 中 一 个 矩阵 为 非 异 阵 . 


5. n 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 全 为 1 且 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 求 4 的 Jordan 标准 型 . 
6. 设 A 是 奇异 复方 阵 但 不 是 寡 零 阵 , 证 明 A 相似 于 下 列 矩 阵 : 


ke 9) 

OC) 

其 中 B 是 窜 零 阵 , C 是 非 异 阵 . 
7. 设 4, B 都 是 n 阶 和 矩阵 且 AB = BA. 假定 4 是 窜 零 阵 , 求证 : |A 十 B| = |B|. 
8. 设 n 阶 矩 阵 4 的 特征 值 全 为 1 或 -1, 求证 : 4-: 与 4 相似 . 
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*S7.8 和 矩 阵 函 数 


在 这 一 节 里 我 们 将 要 定义 矩阵 函数 , 如 e4, sin 4, cos 4 等 , 方法 是 利用 寡 级 
我 们 曾经 遇 到 过 矩阵 多 项 式 ; 
f(A)=amA™+am_ 1A 1 十 … 十 ao7. 
让 A 在 Mn,(C) ( 即 风 阶 复 和 矩阵 集合 ) 上 变动 , f(A) 就 成 了 矩阵 函数 ( 值 也 
在 M,(C) 中 ). 对 和 矩阵 多 项 式 函 数 , 可 以 用 Jordan 标准 型 来 简化 它 的 计算 . 设 PP 


是 非 异 阵 且 
PAP=J, 


其 中 J 了 是 4 的 Jordan 标准 型 . 记 
J = diag{ 71, 2, A , Jk}, 


J 是 Jordan 块 , 则 
J™ = diag{I7, J , JO}. 


x 
AT=:-(PJIP™ EE PIMp™ 


因此 要 计算 f(A), 只 需 算出 .JP 就 可 以 了 . 设 J 为 7 阶 阵 : 


Mi 了 1 
-| 
= . 
1 
人 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 
XN ONY ON 
入 mm Cr wR 4 
J™= BW wes (7.8.1) 
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车 
f(z) =ao 十 ai 十 … 十 apTP， 
则 不 难 算 出 
Jo 09 T1000) "~ Tt 0 
| 1 ne 
JUAi) TO) … Fa D(X) 
J;) = 7.8. 
fi) 
再 由 
f(A) = JPJP-)=PH(IJ)P- 
= Pf(diag{N, 72, , Jk})P-! 
= Pdiag{f(7),f(J2), , f(T)}P™,, 
即 可 计算 f(A4). 


现在 引进 n 阶 复方 阵 军 级 数 的 概念 . 首先 要 定义 何 为 方 阵 震级 数 的 收敛 ? 
设 有 n 阶 复方 阵 序列 {A,}: 


唱 … 听 
4p = : : ; 
唱 … 喝 


B= (bij) 是 一 个 同 阶 方 阵 , 若 对 每 个 (2 四, 序列 {a } 均 收敛 于 bi;, 即 
Pe = 

则 称 和 矩阵 序列 {4p} 收敛 于 B, 记 为 
Jim A»=B. 

否则 称 {4b} 发 散 . 设 


f(z2) = ao0 + a1z+ a22 +.… 
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是 一 个 究 级 数 , 记 


fo(z2) = ao 二 aliz 十 aaz22 十 … 十 ap2B 
是 其 部 分 和 . 若 矩 阵 序 列 { 户 (4)} 收敛 于 B; 则 称 和 矩阵 级 数 
(4)=aoT+a4T+Taa42 十 …. (7.8.3) 


收敛 , 极限 为 B, 记 为 f(4) = B. 否则 称 f(A) 发 散 . 用 变量 矩阵 环 代替 4, 便 
可 定义 矩阵 虞 级 数 
f(X)=aoI+a+asX?++.…. (7.8.4) 

定理 7.8.1 设 f(z)= Da 是 复 震级 数 ,， 则 

(1) 方 阵 舌 级 数 f( 久 ) 收 笋 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 非 异 阵 Pp, f(P-:XP) 
都 收 化 , 这 时 

f(P-1XP) = P-1f(X)P; 

(2) 若 素 = diag{ 关 1,:… ,了 Xk}, 则 f( 及 ) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 f( 关 1), …， 

(KK) 都 收敛 , 这 时 


f(X)= diag{f(X1),... ,f(X)}; 


3) 若 f(z) 的 收敛 半径 为 7, oo 为 7 阶 Jordan 块 


M0 1 
和 Xo 1 
Jo = 
1 
No 
则 当 |Xo| < 时 JJo) 收敛 , 且 
f00) Df) Hf) … re 
f00) TF) … 5 D(X) 
三 

ea Fo) oa) 


(n i! 


F(X0) 
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证 明 设 广 (2z)=ao+az 二 aaz2 十 … 十 apz2 是 f(z) 前 p 十 1 项 的 部 分 和 . 
(1) 注意 到 方 (z) 是 多 项 式 , 从 而 有 


fo(P™XP)= P71f,(X)P. 
由 于 n 阶 和 矩阵 序列 的 收敛 等 价 于 n? 个 数值 序列 的 收敛 , 故 
f(P™'XP) = lim fo(P XP)= lim P™'fo(X)P 
= P (lm fo(X))P= Pf(X)P. 
(2) 注意 到 f(z) 是 多 项 式 , 从 而 有 
fo(X) = fo(diag{ X1,.. , Xi}) = diag{fo(X1),* , fo( Xn)}.- 
由 于 分 块 矩阵 序列 的 收敛 等 价 于 每 个 分 块 的 矩阵 序列 的 收敛 , 故 


= diag{ lim fo(X1),. ,lim fo( Xi)} = diagtJCG) , f (Xi)}. 


(3) 由 本 节 开 始 部 分 的 计算 可 知 


Re) ee) | m0) 
Ho Oo … | 十 拘 0u) 
万 (Jo) = FOo) na CN) (7.8.5) 
jp(Xo) 


令 p 一 co, 由 和 矩阵 序列 收 全 与 w2 个 数值 序列 收敛 的 等 价 性 即 得 结论 . 口 


定理 7.8.1 可 以 使 我 们 利用 Jordan 标准 型 来 简化 矩阵 寡 级 数 的 计算 以 及 矩阵 
徊 级 数 的 收敛 性 讨论 . 


定理 7.8.2 设 f(z) 是 复 震 级 数 , 收敛 半径 为 r. 若 和 A 是 nn 阶 复方 阵 , 特征 
值 为 A1, A2,* ; Mn: 记 


入 三 max{|Xil, i = 1,2,:…. ,n}, 
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则 

(1) 若 入 <7, 则 F(4) 收 伊 ; 

(2) 若 入 >7, 则 f(A) 发 散 ; 

(3) 若 入 = mm 则 f(A 和 ) 收 化 的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 一 绝对 值 等 于 7 的 特征 
值 \) 若 A 的 属于 入 ; 的 初等 因子 中 最 高 恩 为 n; 次 , 则 nj 个 数值 级 数 


f Nj), 万 (NA ,f(D (Ny) (7.8.6) 


都 收 伊 ; 
(4) 若 FA) 收 笋 , 则 f(A) 的 特征 值 为 


f(A1), f (XN2), oe 下 nj 


证 明 设 4 的 Jordan 标准 型 为 J = diag{ 刀 ,Jo,… ,办 } 显然 f(A4) 的 收 
敛 性 等 价 于 所 及 ) (i = 1,… ,k) 的 收敛 性 . 由 上 面 的 定理 即 知 (1) 成 立 . 

若菜 一 个 |Xj| > mm， 则 A(X,) 发 数 因此 f(J) 发 散 , 故 f(A4) 发 散 , 这 就 证 明 
1 (2%. 

当 入 ==7 时 , 对 | 和 ;| <7 的 五, f(J) 收敛 . 对 | 和 Aj| = > 的 特征 值 和 j, 注意 
到 f(z) 的 任意 次 导数 的 收敛 半径 仍 为 7, 又 初等 因子 (和 一 入;)” 对 应 的 Jordan 
块 为 n; 阶 , 从 (7.8.5) 式 即 可 知道 /万 ) 的 收敛 性 等 价 于 (7.8.6) 式 中 nj 个 级 数 
的 收敛 性 . 

最 后 若 f(A4) 收敛 , 则 f(A4) 与 f(J) 有 相同 的 特征 值 , 即 为 f( 和 Xi), f(A2),…， 
| 


由 复 分 析 知道 : i 
时 三 1 十 一 下 十 可 2 :六 站 


1 4 
sinz 一 2 一 可 2 十 可 2 一 本 2 十 * 


1 上 
c08Z 一 工 一 克 人 2 十 机 共 一 机 2 沁 ” 
In(1+2) =z—32 0 十 ， 
前 3 个 级 数 在 整个 复 平面 上 收敛 , 而 In(1 十 z) 的 收敛 半径 为 1, 于 是 对 一 切 方 阵 ， 
定义 
yy 
e” 一 十 本 十 页 十 可 十 
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2 1 ss 
sm 人 4= 人 4 一 可 4 十 囊 4 -4 十 
= 1 2 1,4 1.6 
co8 人 = 工 一 可 入 十 再 4 -m4 MR 
都 有 意义 . 若 A 所 有 特征 值 的 模 长 都 小 于 1, 则 
Ey 
i 2 3 4 


也 有 意义 . 同 理 还 可 以 定义 窜 函 数 、 双 曲 函数 等 等 . 矩阵 函数 在 分 析 数 学 中 , 比如 
在 微分 方程 理论 中 有 着 重要 的 应 用 . 
下 面 我 们 举例 来 说 明 如 何 计算 et4, 其 中 t 是 一 个 数值 变量 , 4 是 n 阶 复方 
阵 . 
在 具体 计算 和 矩阵 函数 时 必须 注意 不 要 随便 套用 数值 函数 的 性 质 . 比如 在 数值 
函数 中 , 成 立 


a 部 


但 一 般 来 说 对 和 矩阵 4, B, 下 面 的 等 式 并 不 一 定 成 立 : 


4a= (1 .mm 4 
T 区 0 0 
读者 可 验证 e4 .eB 关 e41+B. 但 如 果 A 与 B 可 交换 , 即 AB= BA, 则 eA.eB = 


e418 = eB+4 必 成 立 . 用 徊 级 数 乘法 读者 不 难 自 己 证 明 这 一 结论 . 
若 NN 是 一 个 究 零 阵 , 即 存在 k>1, 使 N*=0O, 则 


N 1 1 1 
= SN i k—1 
e =T+N+aN 十 可 人 十 + 


设 J 是 一 个 Jordan 块 , Xi 是 J 的 特征 值 , 则 

矿 = XiT+V. 
如 果 J 是 7 阶 阵 , 则 N" = O. 因为 (NT)N = NOMD), 故 
NN NTN NeN 


e = 8 = 


1 1 
Xi Xi 和 Xi AT2 加 和 Xi ATT—1 
eriJT+e 六 十 5 NN “+ + NN. 
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同 理 
1 1 1 
1 削 —t2 —13 7r—1 
91 8 (r—1) 
下 1 
1 t 二 要 7 一 2 
2! (7 — 2)! 
业 
tJi at atN tA 1 tr 一 3 
e @ a8 8 (r 9) 
t 
有 


现 设 P-1AP =J= diag{fJ ,办 } 是 4 的 Jordan 标准 型 , 则 


et4 一 万 e 志 万 -1 


et 
et7 = 
etJk 
将 et 的 式 子 代入 上 面 的 式 子 即 可 求 出 et4. 
对 蜂 7.8 


1. 若 矩 阵 4 和 B 乘法 可 交换 , 证 明 : 


2. 证 明 : sin? 4 + cos2 A = 工 

3. 设 4 是 n 阶 矩 阵 , 求证 : sin24 = 2sin A cos 4. 

4. 计算 sin(ec) 及 cos(e!), 其 中 c 是 非 零 常数 . 

5. 求证 : 对 任何 方 阵 4, e4 总 是 非 异 阵 . 

6. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 试 求 e4 的 行列 式 . 

7. 设 A 是 n 阶 方 阵 , 试 求 dim A* 存在 的 充分 必要 条 件 以 及 极限 矩阵 . 


- 334 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


复 习 是 七 


1. 矩阵 A = cIn (c 是 一 个 常数 ) 的 充分 必要 条 件 是 4 的 不 变 因子 组 中 无 常数 . 

2. 求证 : n 阶 方 阵 4 的 秩 为 > 的 充分 必要 条 件 是 4 的 形 如 X 的 初等 因子 恰 有 浆 一 7 个 . 

3. 求 秩 等 于 1 的 n 阶 方 阵 的 Jordan 标准 型 . 

4. 设 r(4) = tr(4) = 1, 求证 : 4 是 究 等 阵 . 

5. 设 A 是 ni 阶 寡 等 阵 , 求证 : r(4) = tr(4). 

6. 设 4 是 n 阶 寡 零 阵 , 求证 : 对 任意 的 上 > 1, tr(A*) = 0. 反之 , 若 对 任意 的 1< 大 <m， 
tr(A*) = 0 成 立 , 则 4 是 寡 零 阵 . 

7. 设 4, B 都 是 数 域 K 上 的 n 阶 矩 阵 , 求证 : 它们 的 特征 矩阵 和 I 一 A 和 和 TI 一 B 相抵 
的 充分 必要 条 件 是 存在 同 阶 矩阵 PP 和 Q, 使 A= PQ, B= QP, 且 PP 及 Q 中 至 少 有 一 个 是 
可 北 阵 , 

8. n 阶 窍 阵 4 的 极 小 多 项 式 的 次 数 等 于 n, 求证 : A 的 Jordan 标准 型 中 各 个 Jordan 块 
的 主 对 角 元 素 彼此 不 同 . 

9. 设 Xo 是 n 阶 和 矩阵 4 的 大 重 特征 值 , 证 明 : r((Xo 五 一 A)*)=n 一 k. 

10. 设 4 是 n 阶 复 矩阵 且 有 特征 值 0, 又 r(A*) = r(A*+1). 若 Am 是 A 的 一 个 初等 因 
子 , 求证 : m < 上. 

11. 设 Y 是 数 域 K 上 的 n 维 线性 空间 , p 是 V 上 秩 小 于 n 的 线性 变换 , 求证 : 

(1) V = Ker yp @ Im gp 的 充分 必要 条 件 是 r(wp) = (pp?); 

(2) V = Ker yp @ Im gp 的 充分 必要 条 件 是 0 是 yp 的 极 小 多 项 式 的 单 根 . 

12. 如 果 上 是 满足 A* = O 的 最 小 正 整数 , 则 称 A 为 次 窜 零 阵 , 求证 : 所 有 nn 阶 n 次 
祖 零 阵 彼 此 相似 

13. 矩阵 4 是 上 三 角 阵 且 主 对 角 线 上 元 素 全 相同 , 除 主 对 角 线 上 元 素 外 , 4 至 少 还 有 一 个 
元 素 非 零 , 求证 : 4 的 Jordan 标准 型 必 不 是 对 角 阵 . 

14. 设 4 是 n 阶 矩阵 , 车 4 可 对 角 化 , 求证 : 4 的 伴随 4* 也 可 对 角 化 且 A 和 4* 可 同 
时 对 角 化 . 

15. 设 a 关 0, 求 nn 阶 矩阵 4 的 Jordan 标准 型 : 


a a 
a 


[~] 


Se ee SRS 
S 
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16. 求 下 列 矩 阵 的 Jordan 标准 型 : 


n 九 一 一 2 :+:. 1 
0 nN n—l1 … 2 
A=1|10 0 Nn “0 
0 0 0 n 


0 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 0 
A . . 
0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 


18. 设 J 是 一 个 n(n > 1) 阶 Jordan 块 , 且 主 对 角 元 素 等 于 零 , 求 .7 的 Jordan 标准 型 . 
19. 设 n> 2, 求 下 列 n 阶 矩 阵 4 的 Jordan 标准 型 : 
A=cIn+N?, 


其 中 是 非 零 常数 , N 是 一 个 Jordan 块 且 其 主 对 角 线 上 的 元 素 为 零 
20. 设 J 是 一 个 n(n > 1) 阶 Jordan 块 , 且 主 对 角 元 素 等 于 非 零 数 a, 求 J*(k > 2) 
的 Jordan 标准 型 . 
21. 设 Xo 是 n 阶 方 阵 4 的 特征 值 , 证 明 : 对 任意 的 正 整数 , 特征 值 为 Ao 的 大 阶 Jordan 
块 (Xo) 在 4 的 Jordan 标准 型 了 中 出 现 的 个 数 为 
r((A— MAIn)’ 1!) +r((A— MoI)!) —27r((A— MT,)’), 


其 中 约定 (A 一 和 Xo)") =n. 
22. 求证 : n 阶 矩 阵 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 对 A 的 任 一 特征 值 Xo, 总 有 


r((MoIn 一 4)2) = r((Xol, — A)). 


23. 设 p 是 复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 , 求证 : yp 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 对 yp 的 任 
一 特征 值 和 o, 总 有 
Ker( 如 一 XoT)mIm(e — MT)=0. 
24. 设 yp 是 复线 性 空间 V 上 的 线性 变换 , 求证 : gp 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 对 任 一 -不 
变 子 空间 U, 总 存在 -不 变 子 空间 W, 使 得 V=U@W. 
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25. 设 Ao 是 n 阶 复方 阵 4 的 一 个 特征 值 , 并 且 属于 Xo 的 初等 因子 只 有 一 个 (和 一 Xo)*， 
其 中 > 1. 求证 : 4 属于 Xo 的 特征 向 量 a 可 以 表示 为 4 一 和 oI 列 向 量 的 线性 组 合 . 


26. 设 4 为 m 阶 方 阵 , B 为 n 阶 方 阵 , 证 明 : 矩阵 方程 AX = 及 BB 只 有 零 解 的 充分 必要 
条 件 是 4 和 B 没有 公共 的 特征 值 . 


27. 设 m” 阶 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 (和 一 1)", 证 明 : 对 任意 的 正 整 数 ,A* 与 4 相似 . 


28. 设 J 了 是 n 阶 Jordan 块 且 主 对 角 元 素 为 Xo, 求证 : 和 J 了 乘法 可 交换 的 no 阶 和 矩阵 必 
为 了 的 多 项 式 . 


29. 设 有 分 块 对 角 阵 


A Br 
其 中 A; 和 B; 是 同 阶 方 阵 . 假定 gi(z) (i = 1,.… ,k) 是 矩阵 A; 的 化 零 多 项 式 ( 即 它 们 非 零 
且 gi(Ai) = O) 且 两 两 互 素 . 若 对 每 个 i, 存在 多 项 式 fi(z), 使 B; = f(Ai), 证 明 : 必 存 在 多 
项 式 f(z), 使 B= f(A4). 
*30. 设 n 阶 矩 阵 4 的 秩 等 于 n 一 1, B 是 同 阶 非 零 矩阵 且 A4B = BA = O, 求证 : 存在 
多 项 式 f(z), 使 B= f(A4). 


31. 设 4, B 分 别 是 m,n 阶 和 矩阵 , C' 是 m x n 矩阵. 求证 : 矩阵 方程 AX 一 久 如 =C 有 
唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 A 和 B 没有 公共 的 特征 值 . 


32. 设 4 是 一 个 n 阶 分 块 上 三 角 阵 
A= fe ) . 
OO 4 
假定 A1 和 A2 的 Jordan 标准 型 分 别 是 五 和 .J 且 它 们 都 是 Jordan 块 . 又 假如 4; 和 A。 
的 特征 值 不 同 , 求证 : 矩阵 4 的 Jordan 标准 型 就 是 


CA 
0O 凡 
*33. 设 有 n? 个 非 零 n 阶 和 矩阵 Aij (i,j = 1,… ,n) 适合 
AijAjk = Aik, AijAir = O(j#)). 
求证 : 存在 可 逆 阵 PP, 使 对 任意 的 i,j, P- 1Ai;;P = Bij, 其 中 Bi; 是 n 阶 基 础 矩阵 . 


34. 设 4 是 n 阶 和 矩阵, 若 tr 4A = 0, 求证 : 4 相似 于 一 个 主 对 角 元 素 全 等 于 零 的 矩阵 . 


*35. 设 C 是 n 阶 和 矩阵 , 求证 : 存在 n 阶 矩 阵 4, B, 使 AB 一 BA = C 的 充分 必要 条 件 
是 妇 忆 二 0. 


第 八 章 二 次 型 


§ 8.1 二 炊 型 的 化 简 与 矩阵 的 合同 
在 解析 几何 中 , 我 们 曾经 学 过 二 次 曲线 及 二 次 曲面 的 分 类 . 以 平面 二 次 曲线 为 
例 , 一 条 二 次 曲线 可 以 由 一 个 二 元 二 次 方程 给 出 : 
ar?+bry+cy +dri+eyt+f=0. (8.1.1) 


要 区 分 (8.1.1) 式 是 哪 一 种 曲线 (椭圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 或 其 退化 形式 ), 我 们 通常 

分 两 步 来 做 : 首先 将 坐标 轴 旋 转 一 个 角度 以 消去 zy 项 , 再 作 坐 标 轴 的 平移 以 消去 

一 次 项 . 这 里 的 关键 是 消去 zy 项 , 通常 的 坐标 变换 公式 为 
= ZX’cos0 — vy sing, 

(8.1.2) 


y= 7’ sing+t+y cos0. 


从 线性 空间 与 线性 变换 的 角度 来 看 , (8.1.2) 式 表示 平面 上 的 一 个 线性 变换 . 因此 
二 次 曲线 分 类 的 关键 是 给 出 一 个 线性 变换 , 使 (8.1.1) 式 中 的 二 次 项 只 含 平方 项 . 
这 种 情形 也 在 空间 二 次 曲面 的 分 类 时 出 现 . 类 似 的 问题 在 数学 的 其 他 分 支 、 物 理 、 
力学 中 也 会 遇 到 . 为 了 讨论 问题 的 方便 , 只 考虑 二 次 齐 次 多 项 式 . 


定义 8.1.1 设 了 是 数 域 区 上 的 n 元 二 次 齐 次 多 项 式 : 


2 
f(T1,T2,° ,Tn) = A171 十 2al27172 十 … 十 2aln7lDn 


十 G2272 十 … 十 2Q2nZT2zn 十 -… 十 GnnZ2， (8.1.3) 
称 了 为数 域 区 上 的 nn 元 二 次 型 , 简称 二 次 型 . 
这 里 非 平方 项 的 系数 采用 2a;; 主要 是 为 了 以 后 矩阵 表示 的 方便 . 
例 8.1.1 下 列 多 项 式 都 是 二 次 型 : 


1 
f(z,y) = 5 十 3zy + dy’, 
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f(z,Y,2) = 272 — y+ 42 一 27y 十 (V3 十 2)zz， 
f(z1, 72, T3, T4) = Rm? 十 V5z2 一 22z3. 
而 下 列 多 项 式 都 不 是 二 次 型 : 
f(z,Yy) = 7 +3rYy + 27+1, 
f(z,Yy,2) 三 22 一 内 一 2zy 十 2zz 十 3， 
f(z1,m25 P304) = x3 而 2 一 2z3 十 57124. 


我 们 现在 要 用 矩阵 为 工具 来 处 理 二 次 型 . 用 和 矩阵 的 乘法 我 们 可 以 把 (8.1.3) 式 
写成 矩阵 相 乘 的 形式 : 


f(z1, za ,Tn) = Am， (8.1.4) 
其 中 
Q11 Qi12 Q1n Z1 
Q21 Q22 Q2m TX2 
4= . ,P= 
Qnl dn2 “i** Qnn Tn 


在 矩阵 4 中 , ai = aji 对 一 切 i,j 成 立 , 也 就 是 说 矩阵 4 是 一 个 对 称 阵 . 由 此 可 
知 , 给 定 一 个 上 的 n 元 二 次 型 , 我 们 就 得 到 了 一 个 上 的 n 阶 对 称 阵 4 ( 称 为 
该 二 次 型 的 相伴 矩阵 或 系数 矩阵 ), 反 过 来 , 若 给 定数 域 K 上 的 n 阶 对 称 阵 4, 则 
由 (8.1.4) 式 , 我 们 可 以 得 到 一 个 区 上 二 次 型 , 称 为 对 称 阵 4 的 相伴 二 次 型 . 现 
在 的 问题 是 : 用 这 样 的 方法 得 到 的 矩阵 是 否 和 二 次 型 一 一 对 应 ?回答 这 一 点 并 不 
难 . 设 f = zw'Ax = zx’'Bz, 我 们 要 证 明 4 = B. 这 等 价 于 证 明 下 面 的 结论 : 设 4 
是 对 称 阵 , 若 a'Aa = 0 对 一 切 a 成 立 , 则 A = O. 令 a = ei 十 ej;, 其 中 ei,e; 
是 n 维 标准 单位 列 向 量 . 设 4 = (ai;) 是 n 阶 对 称 阵 , 则 oz = el/he; = 0 且 


于 (ei 十 e;) Ale; 十 e;) 一 一 e'Ae; 十 eAe; 焊 eAe; 十 eAe = Qij + Qji: 


因为 Qiij = Qji, 故 Qij 一 0, 于 是 A =0O; 这 表明 用 对 称 阵 来 表示 二 次 型 时 ， 表示 算 
阵 是 唯一 的 . 事实 上 , 如 果 我 们 不 限制 矩阵 是 对 称 阵 , 表示 矩阵 将 不 唯一 . 这 样 会 
给 用 矩阵 方法 研究 二 次 型 带 来 不 可 逾越 的 困难 . 


例 8.1.2 求 二 次 型 Flz, 四 = 一 zZ2 十 3zy 十 o2 的 矩阵 表示 . 
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人 


例 8.1.3 求 二 次 型 f(z1, 72,T3,T4) = 722 一 22 十 272 十 4z3 相伴 的 对 称 阵 . 
解 ” 所 求 的 对 称 阵 为 


f (x,y) 一 (2,2) | 


[IE 


1 
= 
4 
这 是 一 个 对 角 阵 . 显然 , 一 个 二 次 型 只 含 平方 项 当 且 仅 当 它 的 相伴 矩阵 是 一 个 对 角 
阵 . 
例 8.1.4 求 对 称 阵 
1 
sy” 
a. “1 0 
-2 0 2 
所 对 应 的 二 次 型 . 


解 ” 所 求 之 二 次 型 为 


f(z1, 72; 13) = 2? + Tir2— 1Y DVILINE .2. 


二 次 型 理论 的 基本 问题 是 要 寻找 一 个 线性 变换 把 它 变 成 只 含 平方 项 . 由 上 面 
我 们 知道 , 二 次 型 与 对 称 阵 一 一 对 应 , 而 线性 变换 可 以 用 矩阵 来 表示 . 自然 地 , 二 
次 型 的 变换 与 矩阵 有 着 密切 的 关系 . 现在 我 们 来 探讨 这 个 关系 . 

设 V 是 n 维 线性 空间 , 二 次 型 flzi,za……，,zn) 可 以 看 成 是 V 上 的 二 
次 函数 . 即 若 设 V 的 一 组 基 为 {ei1, eo,… ,en}, 向 量 z 在 这 组 基 下 的 坐标 
为 zi)z2…… ,zn, 则 了 便 是 向 量 zw 的 函数 . 现 假设 { 方 , 户 …… , 思 } 是 立 的 另 
一 组 基 , 向 量 z 在 { 户 , 户 …… ,万 } 下 的 坐标 为 mya…… ,yn. 记 C = (ci;) 是 从 
基 {ei,e2,… ,en} 到 基 { 岂 , 有,… , 天} 的 过 渡 和 矩阵 , 则 

T1 Cll C12 “和 Clm Yl 


T2 C21 C22 ”CC 2V2 


Tn Cnl Cn2 Cnn Yn 
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或 简 记 为 


其 中 vy 为 n 维 列 向 量 


将 上 式 代入 f (v1, x2, bd yn) i 7'Az, 得 
f(z1, TL2, re ,Wn) = yC" AC'w. 
显然 , C'AC 仍 是 一 个 对 称 阵 ， 故 yC'ACy 是 以 y 为 变 元 的 二 次 型 ， 记 
为 g (Yi, ya …， ,人 由 此 我 们 可 看 出 : 若 二 次 型 f(z1, T2,**- jn ) 所 对 应 的 对 
称 阵 为 A, 则 经 过 变量 代 换 之 后 得 到 的 二 次 型 g(y1, yo,… ,yn) 所 对 应 的 对 称 阵 
为 C'AC. 
定义 8.1.2 设 4A,B 是 数 域 必 上 的 邑 阶 矩阵 , 若 存 在 n 阶 非 异 阵 C, 使 
B=0C'AC, 
则 称 妃 与 4 是 合同 的 , 或 称 妃 与 A 具有 合同 关系 . 


不 难 证 明 , 合同 关系 是 一 个 等 价 关 系 , 即 

(1) 任 一 矩阵 4 与 自己 合同 , 因为 A = I'AT; 

(2) 若 BB 与 4 合同 , 则 4 与 B 合同 . 这 是 因为 车 B= CA4C, 则 4= 
(C0)-1BC-! = (C0C-1)BO-!; 

(3) 若 互 与 4 合同 ,万 与 殖 合 同 , 则 万 与 4 合同 . 事实 上 ,车 B=0'AC, 
D=H'BH, 则 D= H'C'ACH = (CH)A(CH). 

因为 一 个 二 次 型 经 变量 代 换 后 得 到 的 二 次 型 的 相伴 对 称 阵 与 原 二 次 型 的 
相伴 对 称 阵 是 合同 的 ,又 因为 只 含 平 方 项 的 二 次 型 其 相伴 对 称 阵 是 一 个 对 角 
阵 ( 见 例 8.1.3), 所 以 , 化 二 次 型 为 只 含 平方 项 等 价 于 对 对 称 阵 4 寻找 非 异 阵 C， 
使 C'AC 是 一 个 对 角 阵 . 这 一 情形 与 矩阵 相似 关系 颇 为 类 似 , 在 相似 关系 下 我 们 
希望 找到 一 个 非 异 阵 P, 使 P-1AP 成 为 简单 形式 的 矩阵 (如 Jordan 标准 型 ). 
现在 我 们 要 找 一 个 非 异 阵 C, 使 C'AC 为 对 角 阵 . 因此 二 次 型 化 简 的 问题 相当 于 
寻找 合同 关系 下 的 标准 型 . 我 们 能 找到 这 样 的 矩阵 C 吗 ? 

首先 我 们 来 考察 初等 变换 和 和 矩 阵 合 同 的 关系 . 


后 让 生 三: 次 -型 5 8 


引 理 8.1.1 对 称 阵 A 的 下 列 变换 都 是 合同 变换 : 

(1) 对 换 A 的 第 i 行 与 第 j 行 , 再 对 换 第 i 列 与 第 了 7 列 ; 

(2) 将 非 零 常数 大乘 以 A 的 第 i 行 , 再 将 尺 乘 以 第 ii 列 ; 

(3) 将 A 的 第 i 行 乘 以 k 加 到 第 7 行 上 ,再 将 第 i 列 来 以 加 到 第 7 列 上 . 

证 明 上 述 变换 相当 于 将 一 个 初等 矩阵 左 乘 以 4 后 再 将 这 个 初等 矩阵 的 转 
置 右 乘 之 , 因此 是 合同 变换 . 口 

引 理 8.1.2 设 4 是 数 域 区 上 的 非 堆 对称 阵 , 则 必 存 在 非 异 阵 C, 使 C'AC 
的 第 (1,1) 元 素 不 等 于 零 . 

证 明 若 al=0, 而 aii 冯 0, 则 将 A 的 第 一 行 与 第 i 行 对 换 , 再 将 第 一 列 与 
第 i 列 对 换 , 得 到 的 矩阵 的 第 (1, 1) 元 素 不 为 零 . 根据 上 述 引 理 , 这 样 得 到 的 矩阵 
和 原 矩 阵 合同 . 

若 所 有 的 oj = 0(i=1,2,… ,n). 设 aji; 关 0(i 大 站 ,将 4 的 第 7 行 加 到 第 i 
行 上 , 再 将 第 7 列 加 到 第 i 列 上 . 因为 4 是 对 称 阵 , aj; = ai 去 0, 于 是 第 (i,i) 元 
素 是 2a;; 且 不 为 零 . 再 用 前 面 的 办 法 使 第 (1, 1) 元 素 不 等 于 零 . 显然 我 们 得 到 的 
矩阵 和 原 和 矩阵 仍 合同 . 这 就 证 明了 结论 . 口 

定理 8.1.1 设 A 和 A 是 数 域 区 上 的 n 阶 对 称 阵 , 则 必 存 在 区 上 的 mn 阶 非 异 
阵 C, 使 C'AC 为 对 角 阵 . 

证 明 由 上 述 引 理 , 不 妨 设 4 = (ai;;) 中 uil 关 0. 车 aii 关 0, 则 可 将 第 
一 行 乘 以 -ani ait 加 到 第 i 行 上 , 再 将 第 一 列 乘 以 -aniait 加 到 第 i 列 上 . 由 
于 ail = ali, 故 得 到 的 矩阵 的 第 (1,i) 元 素 及 第 (i,1) 元 素 均等 于 零 . 由 引 理 8.1.1 
可 知 , 新 得 到 的 矩阵 与 4 是 合同 的 . 这 样 , 可 依次 把 4 的 第 一 行 与 第 一 列 除 aii 
外 的 元 素 都 消去 . 于 是 4 合同 于 下 列 矩 阵 : 


ail 0 0 .1:. 0 
0 bo2 bo3 eo bon, 
0 bs bass ::: ban 
0 bn2 bn3 Zn 


上 式 右 下 角 是 一 个 n 一 1 阶 对 称 阵 , 记 为 A1. 因此 可 归纳 地 假设 存在 非 异 的 nn 一 1 
阶 矩 阵 万 , 使 D'A1D 为 对 角 阵 , 于 是 


1 O al OO i be O 
O DI/\o A/\o D)/ \O D'AD 
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是 一 个 对 角 阵 . 显然 


因此 4 合同 于 一 对 角 阵 . 口 


司 题 8.1 


1. 证 明 : 秩 等 于 7 的 对 称 阵 等 于 7 个 秩 为 1 的 对 称 阵 之 和 |. 
2. 设 和 a, 和 iso，,… ,和 i 是 和 1, 和 A2,… ,和 n 的 一 个 排列 , 证 明 下 面 两 个 对 角 阵 合同 : 


diag{N, Ma, , Nn}, diag{ hs Nas s A }. 


3. 若 可 逆 阵 A 和 B 合同 , 求证 : 4-: 和 B-! 也 合同 . 
4. 设 矩 阵 Al 和 Bl1 合同 , A2 和 B2 合同 , 证 明 下 列 两 个 分 块 矩 阵 也 合同 : 


4 0O B!: 0O 
DO As/ \O BB/ 
5. 设 A 为 n 阶 复 对 称 阵 且 4 的 秩 为 7, 求证 : 4 必 可 分 解 为 A = T'T, 其 中 工 是 秩 为 7 


的 n 阶 窍 阵 . 
6. 设 A 是 n 阶 反对 称 阵 , 证 明 A 合同 于 下 列 形状 的 矩阵 : 


diag{S,…: ,S,0,.…- ,0}, 


sp s= (1 


外 知人 的 了 等 于 2r 则 有 "个 5 


7. 求证 : 实 反对 称 阵 的 行列 式 总 是 非 负 实数 . 
8. 元 素 全 是 整数 的 反对 称 阵 的 行列 式 是 某 个 整数 的 平方 . 


§ 8.2 二 次 型 的 化 简 


如 何 将 二 次 型 化 为 标准 型 ? 在 这 一 节 里 , 我 们 将 介绍 配方 法 和 初等 变换 法 这 
两 种 方法 . 
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配方 法 
配方 法 的 基础 是 运用 下 列 公式 : 
(Zi 十 Za 十 :十 Za) 一 7 十 23 十 … 十 2 
十 27172 十 27173 十 … :十 2C17n 
十 27273 十 … .十 272zZn 
十 sss 
二 27Tn_1Tn: 
我 们 通过 例子 来 介绍 配方 法 . 


例 8.2.1 将 下 列 二 次 型 化 成 对 角 型 : 
f(z1, T2, 73) = 2? + 27172 — 47173 一 3z2 一 6zaza + 72. 


解 ” 先 将 含有 zl 的 项 放 在 一 起 凑 成 完全 平方 再 减 去 必要 的 项 : 


f(zi,T2,73) = (zZ1 十 2zizz 一 47173) 一 3z2 一 6zaza 十 23 
= [@ 十 Za 一 27s)2 一 2Z2 一 473 十 4zazs] 一 3z2 — 67z273 十 3 
= (zl 十 Za 一 2z3) — 472 一 27z27s — 372. 
再 对 后 面 那些 项 配方 : 
1 1 
一 4z2 — 27273— 373 = 一 |@z; 十 二 zs) 一 5 友 ] 一 3z3 
1 时 下 
一 一 (2z2 十 373)" > 二 23. 
人 1 11 
f(z1, 72, 73) = (21 十 Za 一 273) 2 — (272 十 373)" = 3 
邻 
Yi = ZT1++ 2 一 273， 
1 
Y2 = 272 十 =Z3， 
2 
VY3 = TX3, 
或 
Y2 -= 0 2 2 2 》 
Y3 0 0 1 T3 
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因此 = 滩 - 阁 - 8 其 变换 矩阵 为 


| 1 9 
十 1 一 2 上 “一 所 直 
2 2 14 


注 在 用 配方 法 化 二 次 型 为 只 含 平方 项 的 过 程 中 , 必须 保证 变换 矩阵 C 是 非 
异 阵 . 如 果 我 们 按照 例 8.2.1 的 方法 , 将 含 zi 的 项 放 在 一 起 配 成 一 个 完全 平方 . 接 
下 来 将 含 zs 的 项 放 在 一 起 再 配方 , 如 此 不 断 做 下 去 . 最 后 得 到 的 变换 矩阵 C 是 
一 个 主 对 角 元 素 全 不 为 零 的 上 三 角 阵 , 因此 是 一 个 非 异 阵 . 有 时 我 们 用 看 似 简 单 的 
方法 得 到 的 结果 未 必 正 确 . 比如 用 观察 法 即 可 得 到 下 列 配方 : 

f = 2z1 十 273 十 2z3 一 2ziz2 十 2c17s 十 27273 
二 (zi T2)2 中 (zl 十 Z3)2 十 (zz 十 Z3)2. 
若 令 Yi = £1 一 Z2) Yo = Ti+ Ta Ys = Tz 十 Z3, 则 f= 信 十 级 十 钥 . 由 于 矩阵 
1 -1 0 


i150 1 
0 3 业 


不 是 非 异 阵 , 因此 上 述 配方 不 是 我 们 所 需要 的 结论 . 
如 果 已 知 的 二 次 型 中 没有 平方 项 , 我 们 可 以 采用 下 面 例子 中 的 方法 . 
例 8.2.2 将 二 次 型 
f(z1, T2, T3, 74) = 27172 一 T1T3 + T1T4 一 T273 + T2T4 一 27374 
解 ” 这 个 二 次 型 缺少 了 z? 项 , 因此 无 法 用 例 8.2.1 的 方法 配方 . 但 我 们 可 作 
如 下 变换 : 
Z1 三 幼 十 92， 
TL2 = YY 
Z3 = Ys, 


T4 = Y4: 
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代入 原 二 次 型 得 
f = 2y? — 2y2 — 2yiys + 2y1y4 一 2yaya. 


这 时 多 项 不 为 零 , 于 是 


f = (2y?— 2yiys + 2yYys) 一 292 — 2yaya 
1 1 1 i 1 
= ?|(w -as+7 一 了 名 一 去 3vsy4| — 2y2 — 2yaya 


1 1 下 L 
= 2(%— 了 名 十 394)” — 2y2 一 3 — Yay4a — 3Y4 


1 1 1 
= 2(w 一 3Y3 十 0) 一 2y2 元 3 (Ys 十 y4)?. 


令 
1 
2 = 3Y3 中 24， 
22 = V2， 
Z3 二 2Va3 二 2V4， 
Z4 = Ya: 
于 是 


1 
f =221 一 222 — 323, 


2 
其 中 对 的 系数 为 零 , 故 未 写 出 . 
为 求 变换 矩阵 C, 可 从 上 面 z 的 表示 式 中 解 出 Wi: 


1 
2 三 2 十 723 一 2， 
V2 = 22， 
Y3 = 3 — %4) 
Y4 = 4: 


1 
TXT1 三 1 十 22 十 2Z3 一 24， 


2 

1 
7T2 二 如 十 了 523 一 24， 
T3237— 24 


T4 = Z4. 


346 ”高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


于 是 
攻读 3 na 

1 
0 0 1 -1 
0 全 Wr 


二 、 初 等 变换 法 
用 配方 法 化 简 二 次 型 有 时 比较 麻烦 , 求 非 异 阵 C 也 比较 麻烦 . 我 们 常常 用 初 
等 变换 法 来 化 简 二 次 型 . 初等 变换 法 的 依据 是 引 理 8.1.1. 
下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 这 种 方法 . 
例 8.2.3 将 下 列 二 次 型 化 为 对 角 型 : 
f (vi; vara) = 2 一 3z2 — 27172 十 27173 一 6za73. 
解 ” 记 与 f 相伴 的 对 称 阵 为 4, 写 出 (A, 五 ) 并 作 变 换 : 
(1) 1 ' 1 0 0 
(A, 1;) = | i -310 | 一 
1 -3 01:001 


(1) 一 
fi 人 Cy 0 “TN O00 
| | 
0 -4 -211 本 书 让 汉 0 4 i 0 
1 1 
1 -3 010 01 1 -2 010 01 
本 一 
1 0 11+1 00 ,FL 011 00 
| 1 
0 -4 -2 1 101” 有 ca 让 |0 -4 -21 1 0 | 一 
1 1 
0 -2 -1'-1 0 1 [,\o -2 -1'-1 0 1 
一 
C2 
10 011 0 a 1 0 01:1 0 0 
0 -4--211 1 0| |o-4o01 1 0 
!' 3 1 ! 3 1 
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于 是 f 可 化 简 为 
y? — dy2. 
3 
1 0 0 1 = 
Gl ,A 和 | 三 1 
3 1 0 1 一 5 
,5 00 1 


这 种 方法 可 总 结 如 下 : 作 n x 2n 矩阵 (4, 五), 对 这 个 矩阵 实施 初等 行 变换 ， 
同时 施 以 同样 的 初等 列 变换 , 将 它 左 半边 化 为 对 角 阵 , 则 这 个 对 角 阵 就 是 已 化 简 的 
二 次 型 的 相伴 矩阵 , 右 半边 的 转 置 便 是 变换 矩阵 C. 

如 碰 到 第 (1, 1) 元 素 是 零 的 矩阵 , 可 先 设法 将 第 (1,1) 元 素 化 成 非 零 , 再 进行 
上 述 过 程 . 


例 8.2.4 将 二 次 型 f(z1, Z2) 2Z3) 一 27172 十 47173 47223 化 成 对 角 型 . 


解 ” 写 出 与 相伴 的 对 称 阵 4, 作 (4, 五) 并 将 它 的 第 二 行 加 到 第 一 行 上 , 再 
将 第 二 列 加 到 第 一 列 上 : 


0 1 21100 9. Wis DEL 
1 
(= 小 03 <u0 .0 sy an, sOvisg ug 
1 1 
2 -2 01001 0 10 107 07 对 


同 例 8.2.3 一 样 , 对 上 述 矩 阵 进行 初等 变换 得 到 


因此 f 化 简 为 
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司 明 8.2 


1. 用 配方 法 把 下 列 二 次 型 化 成 对 角 型 : 

(1) f(z1, £2, 73) = zl72 十 ZI1Z3 十 T273; 

(2) f(z1, 72, 73, 74) = TI + 3 — 27172 十 4rlza + 27273 一 2c274 + 273T4; 

(3) f(z,y, z) = 2y?2 一 z2 十 zy + rz 

2. 用 初等 变换 法 把 下 列 二 次 型 化 为 对 角 型 并 求 出 非 异 阵 C: 

(1) 7(ziyzayzsyza) 一 3(z 十 z3 +23 二 23) + 27172 十 2zlz4 二 2z203 一 27204 一 273zd; 
(2) 了 人 T2, Z3) 2 十 72 十 3z3 十 47172 十 27T17T3 十 272C3; 

(3) f(z1, za,zs) = ZI — 323 一 2c172 十 2717s 一 8273i 


(4) f(z1, z2, T3, 74) = T1T2 十 Z273 一 Z174 一 47274 十 67374. 


3. 设 和 矩阵 
0 0 
1 
0 0 0 
0 0 1L 
0 OQ 全 


有 一 个 特征 值 为 3, 求 a 的 值 且 求 可 逆 阵 C, 使 得 (AC)'(AC) 是 对 角 阵 . 


4. 证 明 下 列 分 块 对 称 阵 的 变换 是 合同 变换 : 

(1) 对 换 分 块 矩阵 4 的 第 i 行 块 与 第 7 行 块 , 再 对 换 第 i 列 块 与 第 7 列 块 ; 

(2) 将 非 异 阵 M 左 乘 以 4 的 第 i 行 块 , 再 将 矩阵 2M' 右 乘 以 第 纪 列 块 ; 

(3) 将 矩阵 2M 左 乘 以 4 的 第 i 行 块 加 到 第 7 行 块 上 , 再 将 矩阵 M7" 右 乘 以 第 i 列 块 加 到 
第 7 列 块 上 . 


$8.3 惯性 定理 


在 上 两 节 里 我 们 已 经 知道 如 何 将 一 个 数 域 上 的 二 次 型 化 为 标准 型 , 即 只 含 平 
方 项 的 二 次 型 . 在 这 一 节 里 , 我 们 将 主要 讨论 实数 域 与 复数 域 上 的 二 次 型 . 
一 、 实 二 次 型 
我 们 已 经 知道 , 任意 一 个 实 对 称 阵 4 必 合 同 于 一 个 对 角 阵 : 
C'4C = diag{di1, da ,dr; 0 ,0}, 


其 中 di 关 0(i = 1,… ,7). 注意 到 C 是 可 道 阵 , 所 以 r = r(C'4C) = r(4). 故 
秩 r 是 矩阵 合同 关系 下 的 一 个 不 变量 . 如 同 相似 标准 型 一 样 , 我 们 的 目的 是 要 找 


第 八 章 二 次 型 349 


出 实 对 称 阵 在 合同 关系 下 的 全 系 不 变量 , 即 找 出 一 组 足以 判断 两 个 实 对 称 阵 是 否 
合同 的 合同 不 变量 . 我 们 不 妨 设 实 对 称 阵 已 具有 下 列 对 角 阵 的 形状 : 


A = diag{di, d2, ,dr, 0,.… ,0}. 
由 引 理 8.1.1 不 难 知道 , 任意 调换 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 得 到 的 矩阵 仍 与 4 合同 . 


因此 我 们 可 把 零 放 在 一 起 , 把 正 项 与 负 项 放 在 一 起 , 即 可 设 di > 0,… ,d > 0; 
dp+1 <0,…,d; < 0. 4 所 代表 的 二 次 型 为 


(zizz ,Zn) = diz? 十 d27T2 十.… 十 drz2. (8.3.1) 


= Vdz ,Y= Vdprp; 
Ypt+1 = V -dprizp+1 se 一 Vdrzr; 
外 二 021 人 (一 7 十 1 5 
则 (8.3.1) 式 变 为 
f = 列 十 十 多 一 多 一 一 多 (8.3.2) 
这 一 事实 等 价 于 说 4 合同 于 下 列 对 角 阵 : 
diag{1…… ,1 一 1 ,—1;0,... ,0}, (8.3.3) 


其 中 有 p 个 1,g 个 一 1,n 一 7 个 零 . 
现在 我 们 要 证 明 (8.3.2) 式 中 的 数 p 及 g =r 一 p 是 两 个 合同 不 变量 . 
定理 8.3.1 设 f(z1,72,… ,zn) 是 一 个 见 元 实 二 次 型 , 且 f 可 化 为 两 个 标 


准 型 : 
CR ++ cp — Cpr — 6 
diz? + diz? — dkti2241 —*…— drz2, 
其 中 ci > 0, di; > 0, 则 必 有 p=. 
证 明 用 反 证 法 , 设 p > k. 由 前 面 的 说 明知 道 可 设 ci 及 di 均 为 1. 因此 


名 十 十 组 一 组 并 一 一斑 == 强 十 … 十 吕 一 221 一 … 一 2 (8.3.4) 


又 设 
T= By, Zz= Cz, 
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Tl 21 Z1 
TX2 VY2 22 
一 vy 一- ? 放生 
Tn Yn Zn 
于 是 z= 二 C0C-1By. 令 
Cll CI2 …” Cin 
.本 Cai 222 ”> 
C1B = , 
Cnl Cn2 … Cnn 


则 
Z1 = Cl1V1 十 C12Y2 十 … 十 Clnyn， 


22 = C21Y1 十 C22Y32 十 … 十 ConYn, 
Zn 一 Cn1Y!1 叶 Cn2Y2 二 CnnVyn: 
因为 p > , 齐 次 线性 方程 组 


cl11V1 十 cl2gy2 十 … :十 clinyn 三 0) 


VYp+1 二 0, 

Yn 二 0. 
必 有 非 零 解 (n 个 未 知 数 , n 一 (p 一 k) 个 方程 式 ). 令 其 中 一 个 非 零 解 为 yi = al， 
op = Up, Yp+1 二 0， 二 0. 把 这 组 解 代 入 (8.3.4) 式 左边 得 到 

0 十 … 十 0 > 0. 
但 这 时 z=.… = zi = 0, 故 (8.3.4) 式 右边 将 小 于 等 于 零 . 引出 了 矛盾. 同 理 可 
证 p < 大 也 不 可 能 . 口 
定理 8.3.1 通常 称 为 惯性 定理 . (8.3.2) 式 中 的 二 次 型 称 为 f 的 规范 标准 型 . 
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定义 8.3.1 设 flziza……,zZn) 是 一 个 实 二 次 型 , 若 它 能 化 为 形 如 (8.3.2) 
式 的 形状 , 则 称 7 是 该 二 次 型 的 秩 , D 是 它 的 正 惯性 指数 , g 二 7 一 p 是 它 的 负 惯 性 
指数 , s 二 p 一 g 称 为 f 的 符号 差 . 

显然, 若 已 知 秩 与 符号 差 s, 则 p = 3(r +s),g = 3(r -5)， 事实 上 
在 p,g,7,s 中 只 需 知道 其 中 两 个 数 , 其 余 两 个 数 也 就 知道 了 . 由 于 实 对 称 阵 与 实 二 
次 型 之 间 的 等 价 关 系 , 我 们 将 实 二 次 型 的 秩 、 惯 性 指数 及 符号 差 也 称 为 相应 的 实 
对 称 阵 的 秩 、 惯 性 指数 及 符号 差 . 

定理 8.3.2 秩 与 符号 差 (或 正 负 惯性 指数 ) 是 实 对 称 阵 在 合同 关系 下 的 全 系 
不 变量 . 

证 明 由 上 面 的 定理 知道 , 秩 7 与 符号 差 s 是 实 对 称 阵 合同 关系 的 不 变量 . 
反之 , 车 n 阶 实 对 称 阵 4A, B 的 秩 都 为 ", 符号 差 都 是 s, 则 它们 都 合同 于 

diag{1,…: 5 一 了 ,一 0，…… ,0}, 

其 中 有 p= 工作 十 司 个 工 w 三 3(r—3) 个 -1 及 n 一 7r 个 零 , 因此 4 与 B 合同 . 
对 正 负 惯性 指数 的 结论 也 同样 成 立 . 口 

< 一 人 复 二 次 型 

复 二 次 型 要 比 实 二 次 型 简单 得 多 . 因为 复 二 次 型 

(zlz2， ot 过) ee dizx? 于 d272 "中 drz2 
必 可 化 为 
码 寺 大 十 习 7 填 厌 ， 

其 中 Zi = Vdiz:i (i = 1 2 …， ;让 2 = Ty (j=7+1,.…: 村 有 所 以 复 对 称 阵 的 合同 
关系 只 有 一 个 全 系 不 变量 , 那 就 是 秩 7. 


怀 最 8.3 


1. 把 互相 合同 的 实 对 称 阵 作为 一 个 类 , 问 : n 阶 实 对 称 阵 共有 多 少 个 类 ? 

2. 设 A 是 m x n 实 矩 阵 且 r(4) =7, 作 n 元 二 次 型 f(z) = z'(A'A)z, 求证 : f 的 秩 等 
于 7. 

3. 举例 说 明 实 对 称 阵 4 和 它 的 伴随 阵 A* 未 必 合 同 . 
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4. 设 f 是 实 二 次 型 , 其 相伴 矩阵 为 4, 若 det A < 0, 证 明 : 必 存 在 一 组 实数 ul, a2,… ,an， 
使 f(ai, a2,- ,Qn) < 0. 

5. 设 有 nn 元 实 二 次 型 
(ziyza Tn) = (zi 一 aizo2) 2 十 (za 一 aaz3)2 十 .十 (Zn li 一 an lzn)2 十 (zn 一 anzl)2， 
其 中 ai 是 实数 , 问 : ai 适合 什么 条 件 时 , 太 的 正 惯 性 指数 恰 为 n? 

6. 设 实 二 次 型 f(z1, za Zn) = 二 人 好 十 … 十 碾 一 弓 41 一 … 一 叫 4s; 其 中 yi = Qiizi 十 
Qi2T2 十 …… 十 dinTn (@ 一 1,2, Rs 天 于 5)， 求证 : 天 的 正 惯 性 指数 p < k, 负 惯 性 指数 gq < 5. 

7. 证 明 : 一 个 秩 大 于 1 的 实 二 次 型 可 以 分 解 为 两 个 实 系数 的 一 次 多 项 式 之 积 的 充分 必要 条 
件 是 它 的 秩 等 于 2 且 符 号 差 等 于 零 . 

*8. 设 A 是 六 阶 实 可 道 阵 , B = 说 上 求 矩 阵 B 的 正 负 惯 性 指数 . 

提示 : 利用 分 块 初等 变换 , 见 § 8.2 习题 4. 


§ 8.4 正定 型 与 正定 矩 阵 


这 一 节 里 的 二 次 型 都 假定 是 实 二 次 型 . 

定义 8.4.1 设 f(z1,7z2,… ,Xn) 二 ww'Az 是 nn 元 实 二 次 型 . 

(1) 车 对 任意 n 维 非 零 列 向 量 aw 均 有 a'4a > 0, 则 称 f 是 正定 二 次 型 ( 简 
称 正定 型 ), 答 阵 4 称 为 正定 矩阵 (简称 正定 阵 ); 

(2) 若 对 任意 n 维 非 零 列 向 量 a 均 有 a4a < 0, 则 称 有 是 负 定 二 次 型 ( 简 
称 负 定型 ), 给 阵 4 称 为 负 定 答 阵 (简称 负 定 阵 ); 

(3) 若 对 任意 n 维 非 零 列 向 量 a 均 有 av'Aa > 0, 则 称 是 半 正 定 二 次 型 ( 简 
称 半 正定 型 ), 矩阵 A 称 为 半 正 定 和 矩阵 (简称 半 正 定 阵 ); 

(4) 若 对 任意 n 维 非 零 列 向 量 a 均 有 aAa < 0, 则 称 f 是 半 负 定 二 次 型 ( 简 
称 半 负 定型 ), 给 阵 4 称 为 半 负 定 短 阵 (简称 半 负 定 阵 ); 

(5) 若 存 在 a 使 a'Aa > 0; 又 存在 B, 使 B'AB < 0, 则 称 f 是 不 定型 . 

显然 

jz za Tn) = TI 十 2 十 … 十 D2 

是 正定 型 , 而 


f(T1,72,° ,Tn) = —7I— 72 
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是 负 定 型 . 事实 上 我 们 可 以 证 明 如 下 的 定理 . 

定理 8.4.1 实 二 次 型 f(z1, x2,… ,Zn) 是 正定 型 的 充分 必要 条 件 是 了 的 正 
惯性 指数 等 于 n; f(zT1, 7T2，,… ,Tn) 是 负 定 型 的 充分 必要 条 件 是 f 的 负 惯 性 指数 等 
于 mi jzi,zo… ,Tn) 是 半 正 定型 的 充分 必要 条 件 是 f 的 正 惯性 指数 等 于 了 的 
秩 7; (ZX1, 7X2，… ,Tn) 是 半 负 定型 的 充分 必要 条 件 是 f 的 负 惯 性 指数 等 于 了 的 
秩 7. 

证 明 若 f 的 正 惯性 指数 等 于 n, 则 广 可 化 为 下 列 标准 型 : 

一 多 十 中 十 十 吸 ， 

显然 是 正定 型 . 反之 , 若 f 是 正定 型 , 如 果 了 的 正 惯性 指数 p < n, 则 f 可 化 为 
如 下 标准 型 : 


f= 二 好 一 cpriy241 一 一 cn22， (8.4.1) 
其 中 Ci >0(7=p+1,.… ,n). 这 时 令 bi 一 三 妇 三 0, bp+1 一 。.。 二 过 , 丽 二 一- 
则 5b1,52,.… ,bn 不 全 为 零 . 假设 这 时 x = Cy, 其 中 
Tl 21 
YY2 VY2 
2 二 ) 2 一 ; 
Tn Yn 


C 是 非 异 阵 . 故 从 Vi 二 b; (i 三 四 组 ;又 ) 可 得 Ti = Qi (i sb ,1) 是 一 组 不 全 为 
” 零 的 实数 . 于 是 
f(ai, aa 区 < 0. 
这 与 f 是 正定 型 矛盾 , 其 余 结 论 的 证 明 类 似 . 口 
显然 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 8.4.2 ” 实 对 称 阵 A 是 正定 阵 当 且 仅 当 它 合同 于 单位 阵 下 ; A 是 负 定 阵 
当 且 仅 当 它 合同 于 一 万; A 是 半 正 定 阵 当 且 仅 当 A 合同 于 下 列 对 角 阵 : 


1 ON 
OO of 


A 是 半 负 定 阵 当 且 仅 当 A 合同 于 下 列 对 角 阵 : 


人 
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Ql QI2 ”QIK 
Q21 Q22 …” Q2K 

(k= 1,2,...,n) 
Qk1l Qk2 °°** Qkk 


称 为 A 的 顺序 主子 式 . 

定理 8.4.3 n 阶 实 对 称 阵 A 是 正定 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 的 n 个 顺序 主子 
式 全 大 于 零 . 

证 明 设 与 A 对 应 的 实 二 次 型 为 (zi Za 攻关 若 A= (ai;) 且 f 是 正 
定型 , 则 f 可 表示 为 


nn n 


f(z1, T2,* Tn) 二 六 ， Qij TiTj: 
1 


j=1 i 


则 对 任意 一 组 不 全 为 零 的 实数 cl cz) … ,cx, 有 
fr(c1, cz , Ck) = f(c1,c2,.… $C 0 ,0) 次 0， 

所 以 , fi 是 一 个 正定 二 次 型 . 它 的 相伴 矩阵 Aj 由 A 的 前 开行 及 前 天 列 组 成 ， 
因此 4x 是 一 个 正定 阵 . 4x 合同 于 I, 即 有 阶 单位 阵 . 也 就 是 说 存在 大 阶 非 异 
阵 B, 使 

B'A:B = 下. 
因此 

det(B’'AB) = (det B)’ det A; = 1, 

即 有 det A > 0. 这 证 明了 必要 性 . 

我 们 对 4 的 阶 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 充 分 性 . 当 n= 1 时 , A = (a), a > 0， 
因此 f = az? 是 正定 型 . 设 结论 对 一 1 成 立 , 现 要 证 明 对 n 阶 实 对 称 阵 4, 若 它 
的 n 个 顺序 主子 式 全 大 于 零 , 则 4 必 是 正定 阵 . 记 4,_1 是 A 的 n 一 1 阶 顺 序 
主子 式 所 在 的 矩阵 , 4 可 写 为 
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因为 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 , 4。l 的 顺序 主子 式 也 全 大 于 零 , 由 归纳 假设 ， 
4 1 是 正定 阵 . 于 是 4。; 合同 于 n 一 1 阶 单位 阵 , 即 存在 n 一 1 阶 非 异 阵 吾 , 使 


B'’A,_1B 一 0 


B 
© 1 
aoc {B® OV fans a\fa ON (ha way 
O 1 [a Qn OO 1 a'B Qnn 


这 是 一 个 实 对 称 阵 , 其 形式 为 


令 C 是 下 列 分 块 矩 阵 : 


则 


1 0 C1 
C'4C = : 

0 1 Cn 一 1 

0 Cm 一 1 Qnn 


用 第 三 类 初等 行 及 列 变换 可 将 上 述 矩 阵 化 为 对 角 阵 . 这 相当 于 对 C'4C 右 乘 一 个 
非 异 阵 Q 后 再 左 乘 Q' 得 到 一 个 对 角 阵 , 亦 即 Q'C'4CQ 等 于 


diag{1，…… ,1,c}. 
由 于 |4| > 0, 因此 c > 0. 这 就 证 明了 A 是 一 个 正定 阵 . 口 
例 8.4.1 试 求 t 的 取 值 范围 , 使 下 列 二 次 型 为 正定 型 : 
f(z1, 72, T3, 74) 一 2 十 472 十 473 十 372 + 2trliza 一 27173 + 47a2z3. 


解 ”这 个 二 次 型 的 相伴 矩阵 为 


| 
OVA ~ 
心 
WW OO OD 


A 的 顺序 主子 式 为 


1 过 


Ai|=1>0, |4>| = 
|Ail Aa = | 4 


一 4 一 妇 ， 
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1 ¢ -1l 
[As|=|t 4 2|=-4(t—1)(t+2), |As|=—12(t—1)(t+2). 
= 2 
要 使 A 正定 , 必须 
4—t2>0,—4(t—1)(t+2)>0. 


得 一 2 之 去 之 1. 


例 8.4.2 若 A 是 正定 阵 , 证 明 : 

(1) A 的 任 一 上 阶 主子 阵 , 即 由 A 的 第 条,io,… , 计 行 及 A 的 第 订 ,i2,:… ,i 
列 交点 上 元 素 组 成 的 天 阵 ， 必 是 正定 阵 ; 

(2) A 的 所 有 主子 式 全 大 于 零 , 特别 ,A 的 主 对 角 元 素 全 大 于 零 ; 

(3) A 中 绝对 值 最 大 的 元 素 仅 在 主 对 角 线 上 . 


证 明 (1) 设 4x 是 矩阵 4 的 第 天 个 顺序 主子 式 所 在 的 矩阵 , 则 4x 是 实 对 
称 阵 且 其 顺序 主子 式 都 大 于 零 , 因此 4x 是 正定 阵 . 

经 过 若干 次 行 对 换 以 及 相同 的 列 对 换 , 我 们 不 难 将 4 的 第 襟 ,i2，,… ,i 行 
及 站,i 刘 ,多 列 分 别 换 成 第 1,2,:… ,k 行 和 第 1,2,… ,k 列 . 利用 上 面 的 结论 
即 知 (1) 成 立 . 

(2) 是 (1) 的 推论 . 

(3) 用 反 证 法 . 假定 aij (i 关 7 是 4 的 绝对 值 最 大 的 元 素 . 根据 (1), 我 们 
只 需 证 明 第 i,j 行 与 第 i, ji 列 交点 上 元 素 组 成 的 矩阵 不 是 正定 阵 即 可 . 考虑 矩 
阵 (由 4 的 对 称 性 不 妨 设 i < 


人 a 
Qji ji 
注意 到 ai = ojii 且 |aij| > |aiil, laiz| > lajjl, 上 述 矩 阵 的 行列 式 值 ozai 一 o < 0. 


所 以 这 个 矩阵 一 定 不 是 正定 阵 . 口 


怀 是 8.4 


1. 判定 下 列 二 次 型 属于 哪 种 型 : 
(1) 5z? 十 8z2 + 5z3 十 4zlza 一 87173 十 47273; 
(2) 10z? + 8z172 + 24z173 十 2z3 一 287273 + z3. 
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2. 若 下 列 二 次 型 是 正定 型 , 求 和 的 取 值 范围 : 

(1) f(z1, x2, 73) = 52? 十 z2 + Xz3 十 4zi72 一 27173 — 27273; 

(2) f(z1; 72, 23) = 273 + 3 + 373 + 2ATiz2 + 27173. 

3. 设 A 是 n 阶 实 对称 阵 , 记 , 已 ,… ,Ps 是 4 的 nn 个 顺序 主子 式 , 证 明 : 4 是 负 定 阵 的 
充分 必要 条 件 是 

BP < BB > si, (—1)”P, >0. 

4. 证 明 : m 阶 实 对 称 阵 4 是 半 正 定 阵 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 正 实数 c, A 十 cI 都 是 
正定 阵 . 

5. 设 A 是 m 阶 正定 实 对 称 阵 , B 是 m x n 实 和 矩阵 . 求证 : B'AB 是 正定 阵 的 充分 必要 
条 件 是 r(B) = nn. 

6. 如 果实 二 次 型 f(z1, x2,… ,zn) 仅 在 Zi = za = :… = zn = 二 0 时 为 零 , 证 明 : f 必 是 正 
定型 或 负 定 型 . 

7. 证 明 : 实 对 称 阵 4 是 秩 为 7 的 半 正 定 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 秩 等 于 7 的 "xn 和 矩 
阵 B, 使 A = B'B. 特别 , 4 是 正定 阵 的 充分 必要 条 件 是 存在 n 阶 非 异 阵 B, 使 4 = B'B. 

8. 车 A 与 BB 是 同 阶 正定 阵 , 求证 4-: 与 A 十 B 都 是 正定 阵 . 

9. 证 明 : 车 4 是 可 逆 半 正定 阵 , 则 4 必 是 正定 阵 . 

10. 求证 : n 阶 实 对 称 阵 4 是 正定 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 前 n 一 1 个 顺序 主子 式 的 代 
数 余 子 式 以 及 第 n 个 顺序 主子 式 全 大 于 零 . 


*88.5 Hermite 型 


现在 我 们 来 考虑 复数 域 上 的 Hermite 型 ， 为 方便 起 见 , 我 们 把 n 个 变 元 
的 Hermite 型 看 成 是 复数 域 上 的 二 次 齐 次 函数 : 


高 】 和 % 
f(z1, T2,**- i) = 》 》 aymir;, (8.5.1) 
人 


其 中 a; = aj;. Hermite 型 虽然 系数 是 复数 且 变 元 zi; 是 复数 域 上 的 变 元 , 但 作为 
函数 它 的 值 却 总 是 实数 , 这 点 从 Hermite 型 的 定义 即 可 看 出 . 事实 上 ， 


nN nn nT n 
f= > > ij TiTi = > > QjiTiTi = f, 


j=1 i=1 i=1 j=1 
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因此 f 的 值 总 是 实数 . 当 Hermite 型 的 变 元 z; 取 实 变 元 且 ai;; 都 是 实数 时 , f 就 
是 实 二 次 型 . 因此 , Hermite 型 也 可 看 成 是 实 二 次 型 的 推广 . 事实 上 , Hermite 型 有 
许多 与 实 二 次 型 相同 的 性 质 . 

Hermite 型 (8.5.1) 可 写成 如 下 的 和 矩阵 相 乘 的 形式 : 


—/ 
f(z1, To > ,dy) 三 守 Az, 
Q11 Q12 Qin Tl 
Q21 422 Q2m 了 2 
4 = ;二 ; 
dnl Qn2 **£: Qnn Tn 


且 满 足 A = A, 这 样 的 矩阵 称 为 Hermite 和 矩阵， 与 实 二 次 型 类 似 , Hermite 型 
与 Hermite 和 矩阵 之 间 有 着 一 一 对 应 关系 , 即 给 定 一 个 n 变 元 的 Hermite 型 必 
相伴 有 一 个 n 阶 Hermite 矩阵 , 反之 给 定 一 个 n 阶 Hermite 矩阵, 必 有 一 个 nn 
元 Hermite 型 与 之 对 应 . 

设 z = Cy, 其 中 C 是 一 个 非 异 复 矩 阵 , 而 


则 
= (Cy)'4(Cy) = 了 CA4Ccy. 


矩阵 CAC 仍 是 一 个 Hermite 矩阵 . 
定义 8.5.1 设 A,B 是 两 个 Hermite 给 阵 , 若 存 在 非 异 复 给 阵 C, 使 


B=COAO, 
则 称 A 与 BB 是 复 相合 的 . 
容易 证 明 复 相合 是 一 个 等 价 关系 . 与 实 二 次 型 类 似 , Hermite 型 


QVY1Y1 + Q2y2V2 + :+ QnYynYn (8.5.2) 
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称 为 标准 型 . Hermite 型 的 基本 问题 是 如 何 把 一 个 Hermite 型 化 成 像 (8.5.2) 式 那 
样 的 标准 型 . 这 个 问题 等 价 于 寻找 非 异 阵 C, 使 C 4C 成 为 对 角 阵 . 类 似 实 对 称 
阵 , 我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 


定理 8.5.1 若 A 是 一 个 Hermite 天 阵 , 则 必 存 在 一 个 非 异 阵 C, 使 CAC 
是 一 个 对 角 阵 且 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 实数 . 


证 明 寻找 C 的 过 程 类 似 实 对 称 阵 的 情形 , 故 从 略 . 现 只 需 说 明 后 面 的 结论 . 
事实 上 , OG 4C 仍 是 Hermite 矩阵 , 因此 主 对 角 线 上 的 元 素 b; = B;, 必 是 实数 . 口 


类 似 实 二 次 型 , 我 们 可 以 证 明 Hermite 型 的 惯性 定理 . 


定理 8.5.2 设 f(z1,7z2o,… ,zn) 是 一 个 Hermite 型 , 则 它 总 可 以 化 为 如 下 标 
准 型 : 

VV YYp — Ypriyptl —*** — YrYyr, (8.5.3) 
且 若 f 又 可 化 为 另 一 个 标准 型 : 

而 三 十， 中 雹 二 二 坟 和 1 全 全 一 …… 汪 雇 看 
则 p=. 

我 们 称 (8.5.3) 式 中 的 7 为 f 的 秩 , p 为 f 的 正 惯性 指数 ,g = 一 p 为 f 的 负 
惯性 指数 , p 一 g 为 f 的 符号 差 . 同样 地 , 秩 与 符号 差 (或 正 负 惯性 指数 ) 是 Hermite 
和 矩阵 复 相 合 的 全 系 不 变量 . 上 述 这 些 结论 的 证 明 与 实 二 次 型 是 平行 的 , 我 们 略 去 其 
证 明 , 把 它们 留 给 读者 作为 练习 . 

由 于 Hermite 型 的 值 总 是 实数 , 故 可 定义 正定 型 、 负 定型 、 半 正定 型 、 半 负 
定型 及 不 定型 的 概念 . 相应 地 , 有 正定 Hermite 矩阵 、 负 定 Hermite 和 矩阵、 半 正 
定 Hermite 矩阵 、 半 负 定 Hermite 和 矩阵 的 概念 . 我 们 只 对 正定 型 及 正定 阵 叙述 其 
概念 及 判定 正定 Hermite 矩阵 的 定理 . 


定义 8.5.2 设 f(z1,7T2,… ,Zn) 是 Hermite 型 , 若 对 任 一 组 不 全 为 替 的 复 


数 Cl) C2) *"* ,Cn 均 有 
(clca,… yn) >0, 


则 称 f 是 正定 Hermite 型 , 它 对 应 的 答 阵 称 为 正定 Hermite 矩阵 . 


定理 8.5.3 n 阶 Hermite 矩阵 A 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 它 的 n 个 顺序 
主子 式 全 大 于 零 . 
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这 个 定理 的 证 明 类 似 于 实 对 称 阵 的 情形 , 故 从 略 . 


习 版 8.5 


1. 证 明定 理 8.5.2 及 定理 8.5.3. 
2. 设 A 是 正定 Hermite 和 矩阵, 则 4 = B B, 其 中 B 是 非 异 阵 . 


复 习 昨 :+、 


1. 证 明 下 列 关于 实 对 称 阵 4 的 命题 等 价 : 

(1) 4 是 正定 阵 ; 

(2) 存在 主 对 角 元 素 全 为 1 的 上 三 角 阵 B, 使 4 = B'DB, 其 中 DD 是 主 对 角 元 素 全 为 正 
的 对 角 阵 ; 

(3) 存在 主 对 角 元 素 全 为 正 的 上 三 角 阵 C, 使 4 = CC. 

注 : 正定 实 对 称 阵 4 的 上 述 分 解 (2) 和 (3) 都 是 存在 并 且 唯 一 的 , 即 满足 上 述 等 式 的 矩 
阵 B,C,D 是 存在 并 且 唯 一 的 , 分 解 (3) 通常 被 称 为 正定 实 对 称 阵 A 的 Cholesky 分 解 . 


2. 设 4 是 半 正 定 实 对 称 阵 , 证 明 : A 的 任 一 主子 阵 都 是 半 正 定 阵 . 
3. 证 明 : 实 对 称 阵 4 是 半 正 定 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 所 有 主子 式 都 大 于 等 于 零 . 举例 
说 明 4 的 所 有 顺序 主子 式 都 大 于 等 于 零 并 不 能 保证 4 是 半 正 定 阵 . 


4. 设 A 为 n 阶 实 对 称 阵 , 证 明 下 列 结论 : 

(1) 若 4 是 正定 阵 , 则 A* 也 是 正定 阵 ; 

(2) 若 4 是 半 正 定 阵 , 则 A* 也 是 半 正 定 阵 ; 

(3) 若 4 是 负 定 阵 , 则 当 n 是 偶数 时 , A* 为 负 定 阵 ; 当 n 是 奇数 时 , A* 为 正定 阵 . 

5. 设 f(z) = z'Az 是 实 二 次 型 , 假定 4 的 前 n 一 1 个 顺序 主子 式 已 ,…… , Pn-1 非 零 , 求 
证 : f 可 化 为 下 列 标准 型 


已 P 
PR +B + + BW 
和 


其 中 已, = |Al. 
6. 设 4 是 n 阶 实 对 称 阵 , 求证 : 若 A 是 严格 对 角 占 优 阵 且 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 正 ， 
则 A 是 正定 阵 . 
7. 设 4 是 n 阶 实 对 称 阵 , 求证 : 必 存 在 正 实数 k, 使 对 任 一 n 维 实 列 向 量 a, 总 有 


a Aa < ka’'a. 
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8. 设 实 二 次 型 f 和 9 的 系数 矩阵 分 别 是 4 和 A-!, 求证 : f 和 9 有 相同 的 正 负 惯性 指数 . 

9. 已 知 a 是 n 维 实 列 向 量 且 a'a = 1. 求 矩 阵 五 一 2aa' 的 正 负 惯性 指数 . 

*10. 设 瑟 = (zz)nxn 是 风 阶 矩阵 变量 ,/( 瑟 ) = tr( 瑟 2?) 是 关于 未 定 元 zij (1L<27 <m) 
的 二 次 型 , 试 求 f 的 正 负 惯性 指数 . 

11. 设 4 为 n 阶 实 对 称 阵 , C 为 n x m 实 矩 阵 , 证 明 : C'4C 的 正 惯 性 指数 小 于 等 于 A 
的 正 惯性 指数 ; CAC 的 负 惯 性 指数 小 于 等 于 A 的 负 惯性 指数 . 

12. 实 二 次 型 (aiy 全 是 实数 ) 


k 
f(z1, z2, a En) 一 》 (aiazi 中 :二 ainzn)2， 


1 一 1】 


求证 : j 太 的 秩 等 于 下 列 和 矩阵 的 秩 : 


Q1l1 Q12 Qin 
Q21 Q22 Q2n 
Qk1l Qk2 1 Qkn 


13. 设 4 = (aij)nxn 是 正定 实 对 称 阵 , 求证 : 


Qll QI2 ”an Zl 

Q21 Q22 :°°* Q2n 2 
g(zZlyC2)…， ;Zn) 三 : 

dnl Qn2 Qnn Tn 

TX1 ZX2 Tn 0 


是 负 定 型 . 
14. 证 明 下 列 实 二 次 型 是 正定 型 : 


n 

2 
DT?+ > TiTj. 
i=1 


1<i<j<n 


15. 化 下 列 实 二 次 型 为 标准 型 : 


1 
f(z1, T2,:*: | = 》 (zi 一 5?， 3 一 元 (21 十 Z2 十 … 十 Zn). 


i=1 
16. 化 下 列 实 二 次 型 为 标准 型 : 


f(z1, To2， 村 光 , T2n) = T122n 十 T272n-1 十 … 十 TnTntl. 
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17. 化 下 列 实 二 次 型 为 标准 型 : 
f(T1,T2,:* ,Tn) = T1172 + T2273 + Tn_1lTn. 


. 判断 下 列 实 二 次 型 是 什么 型 : 
3 十 Si 
i=1 二 
. 证 明 下 列 实 二 次 型 为 半 正 定型 : 
册 汪 大 = (a). 
i=1 1 


20. 求证 : n 阶 实 对 称 阵 A = (aij) 是 正定 阵 , 其 中 


2 
Oo 


pp 
OO 


Qii 一 ?十 了 . 
21. 设 A = (aij)nxn 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , Ps_1 是 4 的 第 nn 一 1 个 顺序 主子 式 , 求证 : 
det A < annPn_1. 


22. 若 实 对 称 阵 4 是 正定 阵 , 证 明 : 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 之 积 不 小 于 det 4. 


23. 设 4A, B, A -- B 都 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 求证 : B-! 一 4-:! 也 是 正定 阵 . 

提示 : 利用 复习 题 二 第 22 题 . 

24. 设 4A, B, A 一 B 都 是 nn 阶 正定 实 对 称 阵 , 问 42 一 B? 是 否 为 正定 阵 ? 若 成 立 , 请 证 之 ; 
若 不 成 立 , 请 举 出 反例 . 

25. 设 A 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 ,S 是 m 阶 实 反 对 称 阵 , 求证 : 


det(4 十 S) > 0， 


26. 设 4 是 非 异 实 对 称 阵 , S 是 同 阶 实 反对 称 阵 , 4S = 5SA, 求证 : 4 + 3 为 非 异 阵 . 


27. 设 4 是 n 阶 实 对 称 阵 , 若 存在 n 阶 实 和 矩阵 B, 使 A4B + B'A 是 正定 阵 , 求证 : 4 为 
非 异 阵 . 

28. 设 4 是 正定 实 对 称 阵 , 8’ = (01,… ,bn), bi (i 二 1,… ,n), c 都 是 实数 .求证 : 函 
数 f(z) = z'Az 十 2B'zw 十 c 有 极 小 值 c- B'4-10. 

29. 设 元 实 二 次 型 f(z1, 22,… ,zn) 的 秩 等 于 万 符号 差 等 于 s, 求证 : 在 n 维 实 列 向 量 
空间 V 中 存在 维 数 等 于 3(n 一 |s|) 的 子 空间 U, 使 得 对 任 一 a eV, f(a) = 0 

*30. 设 A= (aij), B=(bij) 是 n 阶 正定 阵 , 求证 : 矩阵 C = (aijbij) 也 是 正定 阵 . 
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§ 9.1 内 积 空间 的 概念 


在 解析 几何 中 , 我 们 已 经 知道 , R? 中 任 一 向 量 可 定义 其 “长 度 ”, 空间 中 任意 
两 点 之 间 可 定义 其 距离 . 向 量 v = (zl,zz,zs) 的 长 度 为 


lwll = V zi 十 z2 十 Z3. 


两 点 (Zi T2, 73)) (VY1, Yy2, Yy3) 之 间 的 距离 为 
(zl — Y1)? 十 (za — Y2)? + (Za — Ya)?, 


即 这 两 点 所 代表 的 向 量 之 差 的 长 度 .我 们 现在 要 把 “长 度 "、“ 距 离 ” 的 概念 推 
广 到 一 般 的 实 线性 空间 与 复线 性 空间 上 去 . 距离 可 看 成 是 长 度 的 派生 概念 , 而 
长 度 又 可 看 成 是 内 积 的 派生 概念 . 我 们 已 经 知道 在 R3 中 , 内 积 是 这 样 定 义 的 : 
若 4 二 (Zz1,T2,23), 2 二 (加 yp) 则 与 v 的 内 积 (或 点 积 ) 为 


UV = TY 十 T2Y2 + Tays, (9.1.1) 


从 而 w 的 长 度 为 


lull = (we wi. 
从 (9.1.1) 式 我 们 可 看 出 了 Ra 中 的 内 积 有 下 列 性 质 . 
Rs 中 向 量 内 积 的 性 质 


(I)u:v=v.:; 

(2) (w+w) :v0 =u vv; 

(3) (cu) :vw = cu 9); 

(4) wu:w>0, 且 ww=0 当 且 仅 当 w = 0, 
其 中 ww 是 R3 中 的 任意 向 量 , c 是 任 一 实数 . 


根据 上 述 4 条 性 质 , 我 们 类 似 地 定义 一 般 线性 空间 上 的 内 积 . 
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定义 9.1.1 设 V 是 实数 域 上 的 线性 空间 , 若 存在 某 种 规则 , 使 对 WV 中 任意 
一 组 有 序 向 量 {a, B}, 都 唯一 地 对 应 一 个 实数 , 记 为 (a, B), 且 适 合 如 下 规则 : 

(1) (8, a) = (a, A); 

(2) (a +B,7Y) = (a,7Y) + (8B,7Y); 

(3) (ca,B) = c(a,B), c 为 任 一 实数 ; 

(4) (aa) > 0 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 0， 
则 称 在 VV 上 定义 了 一 个 内 积 . 实数 (a, B) 称 为 a 与 B 的 内 积 . 线性 空间 V 称 为 
实 内 积 空间 . 有 限 维 实 内 积 空间 称 为 Euclid 空间 , 简称 为 欧 氏 空间 . 


对 复数 域 上 的 线性 空间 , 我 们 也 可 以 定义 内 积 . 


定义 9.1.2 设 V 是 复数 域 上 的 线性 空间 , 若 存在 某 种 规则 , 使 对 V 中 任意 
一 组 有 序 向 量 {a, B}, 都 唯一 地 对 应 一 个 复数 , 记 为 (a, B), 且 适 合 如 下 规则 : 

(1) (8, a) = (a, BP); 

(2) (a +B,7) = (a,7) + (8,7Y); 

(3) (ca, 8B) = c(a,B), c 为 任 一 复数 ; 

(4) (aa) > 0 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 0， 
则 称 在 V 上 定义 了 一 个 内 积 . 复数 (a, B) 称 为 a 与 B 的 内 积 . 线性 空间 V 称 为 
复 内 积 空间 . 有 限 维 复 内 积 空间 称 为 西 空间 . 

注 实 内 积 空 间 的 定义 与 复 内 积 空间 的 定义 是 相 容 的 . 事实 上 , 对 一 个 实数 a， 
5 == a. 故 定义 9.1.1 中 的 (1) 与 定义 9.1.2 中 的 (1) 是 一 致 的 . 因此 , 我 们 经 常 将 
这 两 种 空间 统称 为 内 积 空 间 , 在 某 些 定理 的 叙述 及 证 明 中 也 不 区 别 它们 , 而 统一 作 
为 复 内 积 空间 来 处 理 . 但 是 , 需要 注意 的 是 对 复 内 积 空间 , 定义 9.1.2 中 的 (1), (3) 
意味 着 : 

(a, cB) = 5a, B). 

例 9.1.1 设 有 R,, 是 n 维 实 列 向 量 空间 , @& = (zl za ,Xn)', B= (Yi, Yo, 

… Yn) 定义 
(a, DB) = Ziyi + TZ2Y2 十 :十 Znyn， 

则 我 们 定义 了 一 个 内 积 , 这 个 内 积 称 为 了 。 中 的 标准 内 积 . 


例 9.1.2 设 C, 是 nn 维 复 列 向 量 空 间 , @& = (zza ,za B= (人 ,02， 
“fn), 定义 
(Q,B) = ZI 页 + ZoY + Tnyn, 
则 在 此 定义 下 Cn 成 为 一 个 西 空间 , 上 述 内 积 称 为 C。 的 标准 内 积 . 
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注 对 n 维 实 或 复 行 向 量 空间 , 我 们 也 可 同样 定义 标准 内 积 . 

例 9.1.3 设 V = R? 为 二 维 实行 向 量 空间 ， 若 C 一 (viy m2) B = (Wi y2), 定 
浆 

(a,B) = zi — TZ2Y1 一 Tlgya 十 472y2， 
容易 验证 定义 9.1.1 中 的 (1), (2), (3) 都 成 立 . 当 B = a 时 , 上 式 为 
(a@,a) = 7? — 22172 十 472 = (1 — 22)? + 322. 

(4) 也 成 立 . 因此 , RR? 在 此 内 积 下 成 为 二 维 欧 氏 空 间 . 

例 9.1.4 设 人 是 [ao 避 区 间 上 连续 函数 全 体 构 成 的 实 线性 空间 , 设 f(t), g(t) E 
V, 定义 

(1,9) = | f(t)g(t)at, 

则 不 难 验证 这 是 一 个 内 积 , 于 是 V 成 为 内 积 空间 . 这 是 一 个 无 限 维 实 内 积 空间 . 

例 9.1.5 设 V 是 nn 维 实 列 向 量 空间 , G 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 对 a,B EV， 
定义 

(a,8) = a'Gp, 
我 们 来 证 明 V 在 上 式 的 定义 下 成 为 欧 氏 空间 . 定义 9.1.1 中 的 (2), (3) 显然 成 立 . 
对 (1), 注意 到 /GB 是 实数 , 其 转 置 仍 是 它 自己 , 而 G 是 对 称 阵 ; 故 
(a,8) = a'GB = (a'GB) = B'G'a = PB'Ga = (8,a). 

又 从 G 是 正定 阵 即 可 知道 (4) 成 立 . 

当 G = 五 为 单位 阵 时 , V 上 内 积 就 是 例 9.1.1 中 的 标准 内 积 . 对 实 列 向 量 空 
间 , 标准 内 积 可 用 和 矩阵 乘法 表示 


(a,B) = ob. 
对 实行 向 量 空间 , 标准 内 积 也 可 表示 为 
(a,B) = ap.. 


对 n 维 复 列 向 量 空间 U, 若 有 正定 Hermite 矩阵 五 , 也 可 定义 UV 上 内 积 : 
(a&, B) Se ac 五 5. 
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当 五 = I 时 就 是 例 9.1.2 中 的 标准 内 积 . 当 U 是 复 列 向 量 空间 时 , 标准 内 积 可 
表示 为 
(a,8) = a'B. 
当 U 是 复 行 向 量 空间 时 , 标准 内 积 可 表示 为 
(a,8) = oa. 
有 了 内 积 的 概念 , 我 们 便 可 定义 向 量 的 长 度 (或 称 范 数 ) 了 . 


定义 9.1.3 设 V 是 内 积 空间 ( 实 或 复 ), a 是 VV 中 的 向 量 , 定义 a 的 长 
度 (或 范 数 ) 为 


lall = (a, a)», 
即 实数 (a, a) 的 算术 根 . 


注意 , 当 了 是 复 内 积 空间 时 ， 由 于 规则 (1)，(a,a) 总 是 实数 ， 从 长 度 
的 定义 知 , jlal| = 0 当 且 仅 当 a = 0. 当 V = 了"” 且 内 积 为 标准 内 积 时 ， 


若 CE 一 (Z1)7Z2) 2 则 


all= V zx 十 2 十 十 Z2. (9.1.2) 


利用 范 数 可 定义 内 积 空间 中 两 个 向 量 的 距离 . 设 a,B eV, 定义 a 与 B 的 距离 为 


d(a;8)= la- Bl. 


显然 da B) = d(B, a). 


定理 9.1.1 设 V 是 实 或 复 的 内 积 空 间 , Qa,B EV,c 是 任 一 常数 (实数 或 复 
数 ), 则 

(1) lleall = ldlllall; 

(2) |(a, B)| < llall el 

(3) la+ BI < llall + 1a. 


证 明 (1) llcal? = (ca,ca) 三 ca 性 ea 故 lleall = alllall. 
(2) 车 a=0, 则 (0,B) = (0++0,B) = 2(0,B), 故 (0,B) = 0. 因此 (2) 成 立 . 
若 aw 关 0, 令 
(B, a) 


v=B- a 
lal? 
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则 (vw,a) = 0, 且 
加 (B, a) (B, a) 
本 _ (8,a) 
i 2 者 时 |(a, BP 
由 此 即 可 得 (2). 
(3) 我 们 有 
la+Bl? = (a+B,a+p) 
= lal?+(a,B)+(B,a) + Bl 
= al +l + (a,B)+ (a, 8B). 
由 (2) 得 
l(a, 8)| < llallllall, los B)| < llalllial. 
故 
la+Bl < Jal +12 +2lalllel = (all + 8))?. Oo 
定义 9.1.4 当 Y 是 实 内 积 空间 时 , 定义 非 零 向 量 Qa,B 的 夹 角 0 之 余弦 为 
(a., 8) 
0 一 一 一 一 一. ;1 
50 = Jalal 人 
当 VV 是 复 内 积 空间 时 , 定义 非 零 向 量 ,BB 的 夹 角 0 之 余弦 为 
|(a, B)| 
0 = . 
allal 


内 积 空间 中 两 个 向 量 Qa, B 若 适合 (a,B) = 0, 则 称 a 与 B 垂直 或 正 交 , 我 们 用 记 
号 ww 上 DB 来 表示 . 显然 , 零 向 量 和 任何 向 量 都 正 交 ; 若 a 与 B 正 交 , 则 BB 与 a 也 
正 交 ; 两 个 非 零 向 量 a, G 正 交 时 夹 角 为 90?. 

定理 9.1.1 中 的 (2) 通常 称 为 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , (3) 通常 称 为 三 角 不 
等 式 . 读者 注意 在 (9.1.3) 式 中 要 使 9 有 意义 , 必须 保证 cos96 < 1. 而 这 就 是 
定理 9.1.1 中 的 (2). 在 定理 9.1.1 (3) 的 证 明 中 我 们 可 看 出 : 车 a 与 8 正 交 ， 
则 (a, 68) = (6,a) = 0, 因此 


la+Bl? = lal? + al. (9.1.4) 
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上 式 通常 称 为 久 股 定理 , 它 是 平面 几何 中 色 股 定理 的 推广 . 
设 V 是 实 n 维 行 向 量 空间 , 内 积 取 标准 内 积 , 从 定理 9.1.1 的 (2) 立即 可 得 到 
下 列 Cauchy 不 等 式 : 
(zi 十 Toy 十 十 Znyn)? 芝 (如 十 2 十 … 十 22)( 久 十 奶 十 … 十 她 )- 
设 V 是 [ac 上 连续 函数 全 体 构 成 的 实 线性 空间 , 内 积 如 例 9.1.4, 则 从 定理 9.1.1 
的 (2) 可 得 下 列 Schwarz 不 等 式 : 
b 


(| jg(tdt) ”< | f(t)?dt | g(t)?dt. 
为 是 9.1 


1. 设 是 内 积 空间 , 车 B e V, 且 对 一 切 a EV 总 有 (B,a) = 0, 求证 : B = 0. 另 一 方 
面 , 车 (a,B) = 0 对 一 切 we 成 立 , 求证 : B = 0. 


2. 设 V 是 nn 维 内 积 空 间 , {fel,ez,…… ,en} 是 V 的 一 组 基 , 若 
(@, ei) = (B, ei), i= 1,2,.… ,n, 
求证 : a = 6. 
3. 车 ( ，)1,( ，)z 是 V 上 的 两 个 内 积 , 证 明 : 
(a,8) = (a, 8)1 + (oa,D)> 


定义 了 V 上 的 另 一 个 内 积 . 


4. 设 有 R" 是 n 维 行 向 量 空间 , (a, B) 是 RR* 上 的 标准 内 积 , {e1, e2,-… ,en} 是 R” 的 标准 
基 , 求证 : 对 任意 的 ae R”, 有 


Qa = (ael)el 十 (aez)ez 十 … 十 (aen)en. 


5. 证 明 : 在 R? 中 (内 积 为 标准 内 积 ) 存在 一 个 非 零 线性 变换 p, 使 p(a) 上 a 对 一 
切 a E R? 成 立 . 但 是 在 C? (内 积 也 为 标准 内 积 ) 中 这 样 的 非 零 线性 变换 不 存在 . 


6. 证 明 : 在 内 积 空间 中 平行 四 边 形 两 对 角 线 平方 和 等 于 四 边 平方 和 , 即 
la+BlP +la- Bl =2lalP +2lal. 
7. 设 Y 是 实数 域 上 全 体 多 项 式 构成 的 实 线性 空间 , 设 


jz) 一 ao 十 az 十 十 an7 9g(TZ) 一 po 十 DZ 十 :… 十 bmnZ”， 
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定义 
QiD7 
CO rE 
2 了 
证 明 : (f,g) 定义 了 Y 上 的 内 积 . 
8. 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , {ei1, ez,:… ,en} 是 Y 的 一 组 基 , cl cz … ,cn 是 n 个 实数 , 求 
证 : 存在 唯一 的 向 量 a e V, 使 对 任意 的 i 


(aei) = ci， 


§ 9.2 ”内 积 的 表示 和 正 交 基 


这 一 节 我 们 将 只 考虑 有 限 维 内 积 空间 . 我 们 要 讨论 的 第 一 个 问题 是 : 给 定 内 
积 空间 的 一 组 基 以 后 , 如 何 用 坐标 向 量 来 表示 向 量 的 内 积 . 具体 来 说 , 设 了 是 
欧 氏 空间 ( 西 空间 ), {v1,v2,… ,vn} 是 V 的 一 组 基 . 如 果 (wi,v;) = gij (i,j = 
1 2，…… ,mh Ge 一 Qaioi 十 aaVz 十 … 十 anon B= 01901 十 bzv2 十 … 十 bnvn, 问 : (a, BB) 
等 于 什么 ? 

用 向 量 内 积 的 性 质 , 很 容易 给 出 这 个 问题 的 答案 . 当 Y 是 欧 氏 空间 时 ， 


(@,B)= (av > bv;) = 》 aigib; 
i=1 j=1 ti 
我 们 把 上 述 结 论 写成 矩阵 形式 : 
9 92 … gin) /bi 
i 
nl dn Grn) \bn 
其 中 矩阵 
911 92 “°° qin (V1,901) (V1,V2) … (v1, Vn) 
Go | 9 gan (v2,01) (v2,02) … (v2, Vn) | 


gnl Yn2 ……” qnn (vn, v1) (vn, V2) es (Vn, Un) 
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称 为 基 向 量 {v1,v2,… ,vn} 的 Gram ( 格 列 姆 ) 矩阵 或 内 积 空间 V 在 给 定 基 下 的 


度量 矩阵 . 
于 是 , 我 们 得 到 了 内 积 在 给 定 基 下 的 表示 : 


(a,B) = x'GYy, (9.2.1) 


其 中 xz,y 分 别 是 向 量 a, 6B 在 给 定 基 下 的 坐标 向 量 . 

再 来 看 矩阵 G. 因为 (wi,v;) = (wv;,Vi), 所 以 G 是 实 对 称 阵 . 又 因为 对 任意 
的 非 零 向 量 a, 总 有 (a,a) > 0, 所 以 2'Gzw > 0 对 一 切 n 维 非 零 实 列 向 量 z 成 
立 . 这 表明 G 是 一 个 正定 阵 . 反之 , 给 定 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 利用 (9.2.1) 式 , 我 们 
也 不 难 定义 了 上 的 内 积 (参见 例 9.1.5). 由 此 我 们 可 以 看 出 , 若 给 定 了 nn 维 欧 氏 空 
间 的 一 组 基 , 则 欧 氏 空间 上 的 内 积 和 n 阶 正定 实 对 称 阵 之 间 存 在 着 一 个 一 一 对 应 . 

设 V 是 酉 空间 , 我 们 类 似 可 证 若 wa = aivi 十 azv2 十 … 十 anvn, B = bivi 十 
bzv2 十 … 十 bnvn, 令 


(v1,51) (vi,v2) ££ (v1, vn) 


a (v2, v1) (v2, v2) me (v2, vn) 
(un Vi) (Vnyv2) 1 (Vn, Vn) 
则 
(a,8) = z'HYy, (9.2.2) 


其 中 xz,y 分 别 是 a,B 的 坐标 向 量 , 了 及 是 一 个 正定 Hermite 矩阵 . 

从 (9.2.1) 式 和 (9.2.2) 式 , 我 们 自然 地 会 提出 这 样 一 个 问题 : 在 V 中 是 否 存 
在 这 样 一 组 基 , 它 的 Gram 矩阵 是 单位 阵 五 ?如果 存在 , 那么 在 这 组 基 下 的 内 积 
表示 将 特别 简单 . 首先 , 我 们 看 看 如 果 G = I (或 互 = 五 ), 基 向 量 要 满足 什么 条 
件 ? 显然 , G (或 吾 ) 等 于 五 的 充分 必要 条 件 是 : 


(vi,2;) = 0(i#7), (vi, vi) = 1. 


定义 9.2.1 设 {el,e2,… ,en} 是 n 维 内 积 空间 VV 的 一 组 基 . 若 e; 上 ej 对 
一 切 i 关 j 成 立 , 则 称 这 组 基 是 V 的 一 组 正 交 基 . 又 若 Y 的 一 组 正 交 基 中 每 个 向 
量 的 长 度 等 于 1, 则 称 这 组 正 交 基 为 标准 正 交 基 . 


显然 在 标准 正 交 基 下 , 度量 矩阵 就 是 单位 阵 , 那么 在 任意 的 有 限 维 内 积 空间 
中 , 标准 正 交 基 一 定 存在 吗 ? 很 容易 验证 , n 维 列 ( 行 ) 向 量 空间 在 标准 内 积 下 , 它 
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的 标准 基 ( 即 标准 单位 向 量 组 成 的 基 ) 是 标准 正 交 基 . 在 证 明 一 般 的 内 积 空间 标准 
正 交 基 的 存在 性 之 前 , 我 们 先 证 明正 交 向 量 组 的 两 个 重要 性 质 . 


引 理 9.2.1 ”内 积 空间 Y 中 的 任何 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 必 线 性 无 关 . 
证 明 设 vi,v2,… ,vm 是 V 中 两 两 正 交 的 非 零 向 量 . 车 
jiV1 十 [ov2 十 …: 十 Kmnom 三 0， 
则 对 任 一 1<i<m, 有 
(Kivi + kav t+ kmvm, vi) = 0. 
但 vw; 上 wi(i 关 让, 故 由 上 式 可 得 
ki(vi, vi;) = 0. 
由 于 vw; 关 0, 故 ==0. 口 


引 理 9.2.2 若 向 量 oa 和 向 量 GD ,有 中 每 个 向 量 正 交 ， 则 CC 和 由 向 
量 DG ,Bk 生成 的 子 空间 中 每 个 向 量 正 交 . 


证 明 设 B=bBi+boBo 十 … 十 brBk, 则 
k 
(B,a) = (b1B1 十 加 Ba t+ bpBr, oa) = > bi(Bi, a) =0. 
让 1 


故 结论 成 立 . 口 
推论 9.2.1 nn 维 内 积 空间 中 任意 一 个 正 交 非 零 向 量 组 的 向 量 个 数 不 超 过 n. 


车 a 是 一 个 非 零 向 量 , 则 ae 是 一 个 长 度 等 于 1 的 向 量 , 这 个 过 程 称 为 
单位 化 ， 因此 要 证 明 存 在 标准 正 交 基 , 我 们 只 须 先 证 明 存 在 正 交 基 , 然后 将 正 交 
基 单 位 化 即 可 .我 们 从 一 组 线性 无 关 的 向 量 出 发 , 设法 构造 出 一 组 正 交 向 量 来 
设 wa ,am 是 VV 中 m 个 线性 无 关 的 向 量 . 我 们 采用 数学 归纳 法 ， 当 只 有 
一 个 向 量 时 , 令 Wi = wi. 假定 v1, v2,.… ,vi 已 经 构造 好 , 是 一 组 两 两 正 交 的 非 零 


向 量 . 我 们 用 待定 系数 法 求 vr1. 设 


Vk+1 = Uk41 二 Q1V1 十 Q2V2 十 … :十 QUOK. 
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两 边 和 vw; (7 < k) 作 内 积 , 便 得 到 
0= (Veriy 0) = (Upt1 D7) 十 好 (6 三) 
于 是 


Pp _ (Ukrt1, 7) 
? (oj 2;) 


下 面 我 们 给 出 定理 及 其 证 明 . 
定理 9.2.1 设 V 是 内 积 空间 , wi,WU2,… ,Um 是 V 中 mm 个 线性 无 关 的 向 
量 ， 则 在 V 中 存在 mm 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 D1, V2 * , Vm, 使 D1, V2 ,Um 张 
成 的 VV 的 子 空间 恰好 为 由 Wi, U2,… ,Um 张 成 的 六 的 子 空间 , 即 V1, v2,…… ,Um 
是 该 子 空间 的 一 组 正 交 基 . 
证 明 设 w = ww1, 其 余 w 可 用 数学 归纳 法 定义 如 下 : 假定 vi 已 定义 
好 (1 <k<m), 这 时 vi(1 < i <k) 两 两 正 交 非 零 且 wi;(1 < i < 上) 缘 属 于 
由 2L1 2 ,Uk 张 成 的 子 空间 . 令 
(Wt1, D7) 
Wn ~ ke vj. 
1 lvll 
注意 vk+1 天 0， 否则 Uk+1 将 是 D1, V2 Uk 的 线性 组 合 ， 从 而 也 是 Ul, U2 ,Uk 
的 线性 组 合 , 此 与 wi, ua … ,um 线性 无 关 矛 盾 . 又 对 任意 的 1<i<k, 有 


大 
Wk Vj 
(Vk+1) Vi) = (Wk+1, Vi) i (vj, Vi) 
3 


j=1 


= (uk Vi) 一 (ukH ui) = 0. 


因此 v1,v2,… ,uk+l 两 两 正 交 . 又 因为 vi (1 < i <k) 皆 属 于 由 wi wz,… ,wn 张 
成 的 子 空间 , 故 由 wk+l 的 定义 知 , w (1 < i < 十 1) 错 属 于 由 wi ua ,Wpy Wp1 
张 成 的 子 空间 . 这 就 证 明了 结论 . 口 


上 述 正 交 化 过 程 通常 称 为 Gram-Schmidt ( 格 列 姆 - 施 密 特 ) 方法 . 
推论 9.2.2 任 一 有 限 维 内 积 空 间 均 有 标准 正 交 基 . 
例 9.2.1 设 V 是 三 维 实行 向 量 空间 , 内 积 为 标准 内 积 . 又 已 知 3 个 线性 无 


关 的 向 量 : 
21 一 (3, 0， 4)， Wy = (一 上 0， 7); U3 二 (2, 9; 11); 


用 Gram-Schmidt 方法 求 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 
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解 令 1 (3, 0, 4)， 
(0 
(—1,0,7) 25 
_ (2:3+0+11:4) 
(2.( 人 和 二 0+11.3) 
25 


v2 (3,0,4) = (=4, 0, 3), 


(3, 0, 4) 


| 


v3 


(—4, 0, 3) 
= (0, 和 0)， 


再 令 
和 人 六 3(3, 0,4), 
1 


wa = 5(-40,3), 


ws = (0,1,0), 
则 {ww1,2w2,2w3} 是 站 的 一 组 标准 正 交 基 . 
下 面 我 们 要 讨论 子 空间 的 正 交 问题 . 
定义 9.2.2 设 U 是 内 积 空间 V 的 子 空间 . 令 
U+={veV|(v,U)=0}), 
这 里 (v,U) = 0 表示 对 一 切 Ww EU, 均 有 (wu) = 0. 容易 验证 Ut 是 VV 的 子 空 
间 , 称 为 U 的 正 交 补 空间 . 


定理 9.2.2 设 V 是 nn 维 内 积 空 间 ,U 是 人 V 的 子 空间 , 则 

(DD Vs SU.; 

(2) U 上 的 任 一 组 标准 正 交 基 均 可 扩张 为 V 上 的 标准 正 交 基 : 

证 明 (1) 车 zeEUNU-+; 则 (zw,z)=0, 因 此 z=0, 即 UNU+t=0. 另 
一 方面 , 由 推论 9.2.2 可 知 , 存在 UV 的 一 组 标准 正 交 基 {el, ez,… ,em}. 对 任意 
的 veV, 令 


v= (v, eljel 相 (v, e2)e2 二 sms 填 (v, Em)erm, 


则 we U. 又 令 


WwW=V—, 
则 对 任 一 ei(t = 1,2,.. , 770)， 有 


(w,ei) = (v,ei)— (u,ei) = (v,ei) — (v,e;) = 0. 
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因此 we U+, 而 v= 十 w, 这 就 证 明了 V=UV@UL+. 

(2) 设 {e1,e2,… ,em} 是 UV 上 任 一 组 标准 正 交 基 , {em+1,… ,en} 是 Ut+ 上 
任 一 组 标准 正 交 基 , 则 显然 {ei, ez,… ,en} 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 口 

定义 9.2.3 设 V 是 n 维 内 积 空间 , Vi(i==1,2,-… ,kk) 是 V 的 子 空间 . 如 果 
对 任意 的 a E Vi 和 任意 的 BE Vi(ij 关 让 均 有 (a,B) = 0, 则 称 子 空间 VW 和 
正 交 . 若 VV= 二 太 十 2 十 … 十 且 WV 两 两 正 交 , 则 称 V 是 VW(i==1,2,… ,kk) 的 
正 交 和 , 记 为 

V= 太 让 访 上 17: 上访: 
引 理 9.2.3 正 交 和 必 为 直 和 上 且 任 一 大 和 其 余子 空间 的 和 正 交 。， 
证 明 对 任意 的 vi € Vi 和 5 wj (vj; € VV)， 
I#i 
(ww > ©) = (v0;) =0, 
I#i I#1 

因此 后 一 个 结论 成 立 . 任 取 we VV nN 仿 ), 则 由 上 述 论证 可 得 (ww) = 0， 
故 v=0, 从 而 Vn 之 Vi) = 0， 即 正 交 和 必 为 直 和 | 因此 正 交 和 通常 也 称 为 正 交 


直 和 . 口 

定义 9.2.4 设 V= 计 1 上衣 上 … 上 上诉 , 定义 VV 上 的 线性 变换 EB, (i = 
1,2,… ,上 ) 如 下 : 若 名 二 1 十 一 十 胡 十 … 十 Vk (Vi € 克 ), 令 妞 :(v) = vi. 容易 验 
证 Bi; 是 VV 上 的 线性 变换 且 EB? = EE;, EE;=0(iz7j), Bi+E+..…+E= 1y. 
线性 变换 妃 ; 称 为 V 到 Vi 的 正 交 投影 (简称 投影 )， 


命题 9.2.1 设 U 是 内 积 空间 Y 的 子 空间 ,V=U1Ut. 万 是 V 到 UU 的 
正 交 投影 , 则 对 任意 的 a,B eV, 都 有 
(E(@),B) = (a, E(BA)). 
证 明 设 a = ul + wi, B = v2 + w,, 其 中 U1, U2 & 可; WwW1, 2 EU-, 
则 E(a) = ua, E(B) = wz, 所 以 
(E(a),B) = (Wi, wz Ww2) = (Vi, V2) + (U1, WwW2) = (wi, Ww2), 
(a, E(B)) = (wi + tw1, U2) = (aa Wu2) 区 (1w1, 2) 三 (Wi U2). 
由 此 即 得 结论 . 口 
下 面 的 结论 是 “和 斜 边 大 于 直角 边 ”这 一 几何 命题 在 内 积 空间 中 的 推广 . 
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命题 9.2.2 (Bessel ( 贝 塞 尔 ) 不 等 式 ) 设 wyva…… ,Vm 是 内 积 空间 V 中 的 
正 交 非 零 向 量 组 , Yy 是 VV 中 任 一 向 量 , 则 


mm 


|(2， vk)|> 2 
< lo 
之 jos S| 


等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 8 属于 由 {v1,v2,:…… ,vm} 张 成 的 子 空间 . 
证 明 令 


"i 
则 z 属于 由 {v1,v2,… ,vm} 张 成 的 子 空间 U. 容易 验证 
(y— 2,vk)=0 
对 一 切 丰 = 1,2,… ,m 成 立 , 因此 (yy 一 x, 2) = 0. 由 勾 股 定理 得 : 
lyll? = ly — zl + llzll’, 


故 
lzl? < llyll. 


又 由 v01,v2,… ,vm 两 两 正 交 不 难 算出 
lz = > |(y, vx)|? 


vll? 


若 y 属于 由 {v1,v2,… ,vm} 张 成 的 子 空间 , 则 y = z, 故 等 号 成 立 . 反之 , 若 等 号 
成 立 , 则 ly 一 z=0, 故 y= zz, 即 y 属于 由 {wi,v2,… ,Vm} 张 成 的 子 空间 . 口 


Bessel 不 等 式 在 数学 分 析 中 有 重要 的 应 用 . 


习 题 9.2 


1 用 Gram-Schmidt 方法 求 由 下 列 向 量 张 成 的 子 空间 的 标准 正 交 基 : 
(1) v1 = (1,1,1),v2 = (1,1,0),vs = (1,0,0); 

(2) v1 = (1, 2,2, 一 1),v2 = (1,1,—5,3), v3 = (3, 2,8, 一 7); 

(3) vi = (1,1,—1,—2);, v2 = (5, 8, —2, —3), v3 = (3, 9, 3, 8). 


2. 设 V 是 内 积 空间 , UV 是 V 的 子 空间 , 车 U 可 以 由 向 量 组 {wi, ww2,… ,um} 生成 , 求证 : 


U~={veéV|(v,wu)=0,1i=1,2,.…,m}. 
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3. 设 U, U1,U2 是 有 限 维 内 积 空间 V 的 子 空间 , 求证 : 
= 古 

(2) (Vi + U2)+ = UL NU:; 

(3) (Vi N Us)+ =UL + Uz:; 

(4) V+=0, 0+=V. 

4. 设 5 是 n 维 欧 氏 空间 VV 的 子 集 , 证 明 : 

(1) 5S+ = {aeV|(a,5S) = 0} 是 V 的 子 空间 ; 

(2) (S+)+ 等 于 由 5 生成 的 子 空间 . 


5. 设 线性 子 空间 U 为 下 列 线性 方程 组 的 解 空间 : 


271 十 XT2 十 373 一 Xa 二 0, 
371 十 272 — 274 = 0, 
3z1 十 zz 十 9zs 一 24 王 0， 


试 求 U+ 适合 的 线性 方程 组 
*6. 令 V 是 区 间 [-1,1] 上 由 次 数 不 超 过 n 的 实 系数 多 项 式 构成 的 实 线性 空间 , V 上 的 内 
积 为 
0,9) = | fe)g(e)de, 
证 明 : V 是 n 十 1 维 欧 氏 空间 , 且 下 列 多 项 式 ( 称 为 Legendre ( 勒 让 德 ) 多 项 式 ) 


d* 


1 
nt I) (k= 1,2,... ,n) 


P(x)=1, P(r)= 


组 成 V 的 一 组 正 交 基 . 


7. 设 V 为 n 维 欧 氏 空 间 ,， {ei1,e2,… ,en} 和 {及 , 到;…, 抽 } 分 别 是 V 的 两 组 基 . 
设 基 {el,e2,… ,en} 的 Gram 和 矩阵 为 G, 基 {有 ,把 ,… ,fn} 的 Gram 矩阵 为 五 从 
基 {el,e2,… ,en} 到 基 {五 , 2,… , fn} 的 过 渡 矩 阵 为 C. 求证 : 互 = C'GC. 特别 地 ， 
若 CIGC = I 则 {五 , 天,… ,fn} 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 


*8. 设 v1,v2,… ,vm 是 欧 氏 空间 V 中 的 m 个 向 量 , 矩阵 


(viv1) (vi,v2) 1 (V1, vm) 
G(v1, v2,..* ,Vm) = (en poe 1 (oy 
(vm, 1) (Vm, v2) e's (Bad) 


称 为 v1,v2,-… ,vm 的 Gram 和 扼 阵 . 证 明 : 若 用 Gram-Schmidt 方法 将 线性 无 关 向 量 组 {v1, wv。， 
,om} 变 成 正 交 向 量 组 {wi, wz2,… ,um}, 则 这 两 组 向 量 的 Gram 和 矩阵 的 行列 式 值 不 变 , 即 


|G(vi, v2 ,vm)| = [Gu aa ,um)| = all la em)?. 


第 九 章 内 积 空间 377 


9. 证 明 : 向 量 v1, v2,… ,vm 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 Gram 矩阵 为 非 异 阵 . 
10. 证 明 下 列 不 等 式 : 
0 < |G(vi, zz， ,vm)| 和 oa om 


后 一 个 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 wi 两 两 正 交 或 者 某 个 w = 0. 
11. 设 A4 = (ai;) 是 风 阶 实 矩 阵 , 证 明 下 列 Hadamard (阿达 玛 ) 不 等 式 : 


14? < I 


i=1 j=1 


$9.3 伴 随 


在 这 一 节 里 我 们 将 考察 内 积 空间 中 的 线性 变换 , 内 积 空间 中 的 线性 变换 常常 
被 称 为 线性 算 子 . 

现 设 V 是 n 维 内 积 空间 (不 妨 设 之 为 酉 空间 ), 取 Y 的 一 组 标准 正 交 
基 {e1, e2,… ,en}. 假定 p 是 了 上 的 线性 变换 且 它 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 是 


Q11 QI2 ‘°° Qn 

Q21 022 :Qon 
4 一 

Qnl Qn2 **: Qnn 


又 设 @ = aiel 十 azez 十 …: 十 aneu B= biei+bes 二 +… 十 bnen. 记 工 二 
(a1, a2, 3 (at 2 三 (bi, b2， es ,bn)’ 分 别 是 a,B 的 坐标 向 量 ， 则 


(2(a),B) = (Az)T= z AT=z(AY). (9.3.1) 


记 和 矩阵 A 在 V 上 定义 的 线性 变换 为 四 , 即 对 任意 的 B = biel bzed .+b en, 
定义 多 (B) = ciei + czez 十 … 十 cnen, 其 中 


Ci = Giibi + G2ib2 + + Gnibn (i = 1,2,:.. ,n), 
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即 W%(B) 的 坐标 向 量 


C1 Ql1 G21 i Onl bi 
C2 二 这 G12 QU22 … ln2 b2 
Cn Cln on A Gnn bn, 


于 是 (9.3.1) 式 表 明 
(2(a),B) = (a, w(B)) 
对 一 切 a,B eV 成 立 . 
读者 很 容易 验证 上 述 结论 对 欧 氏 空间 也 成 立 . 
定义 9.3.1 设 % 是 内 积 空间 WV 上 的 线性 算 子 , 若 存 在 V 上 的 线性 算 子 p*， 
使 等 式 
(Pta),B) = (a, 2 (GD)) 
对 一 切 a,B EV 成 立 , 则 称 po* 是 p 的 伴随 算 子 , 简称 为 p 的 伴随 . 


定理 9.3.1 设 V 是 n 维 内 积 空间 , gp 是 了 上 的 线性 变换 , 则 存在 上 唯 
一 的 线性 变换 gp*, 使 对 一 切 oe,B EV, 成 立 
(p(a),8) = (a, p”(B)). (9.3.2) 
证 明 只 须 证 明 唯 一 性 . 若 et 是 V 上 的 线性 变换 且 
(2(a),B6) = (aetD)) 
对 一 切 a,B 成 立 , 则 (a, el(B)) = (aep*(B)) 对 一 切 w EV 成立, 即 (ay Pi(B) 一 
gp*(B)) = 0 对 一 切 am 成 立 , 特别 , 对 a = gt(B) 一 pg*(B) 也 成 立 . 由 内 积 定 义 即 
知 pt(B) 一 gp*(B) =0, 即 pt(B) = gp*(B). 而 B 是 任意 的 , 故 有 pt = %*. 口 
定理 9.3.1 表明 , 对 有 限 维 内 积 空 间 V 上 的 任 一 线性 算 子 , 它 的 伴随 必 存 在 且 
唯一 . 从 本 节 开 始 的 分 析 我 们 还 知道 , 线性 算 子 和 它 的 伴随 在 同一 组 标准 正 交 基 下 
的 表示 和 矩阵 有 下 面 的 关系 . 
定理 9.3.2 设 V 是 n 维 内 积 空间 , {ei1,e2,… ,en} 是 V 的 一 组 标准 正 交 
基 . 若 了 上 的 线性 算 子 yp 在 这 组 基 下 的 表示 短 阵 为 4 = (aij), 则 如 果 WV 是 西 空 
间 , 那么 p* 在 同一 组 基 下 的 表示 给 阵 为 及 二 (zj)， 即 A 的 共 示 转 置 ; 如 果 六 
是 欧 氏 空间 , 那么 gp* 的 表示 敌阵 为 A', 即 4 的 转 置 . 


第 九 章 内 积 空间 379 


证 明 由 伴随 的 唯一 性 知道 本 节 一 开始 由 丈 定义 的 线性 变换 小 就 是 P 的 
伴随 , 而 侯 的 表示 和 矩阵 就 是 到. 口 
伴随 算 子 有 下 列 性 质 . 


定理 9.3.3 设 了 是 有 限 维 内 积 空间 , 若 yp 及 仍 是 VV 上 的 线性 变换 ,c 为 党 
数 ， 则 


证 明 ”由 矩阵 和 线性 变换 的 对 应 关系 及 矩阵 共 思 转 置 的 性 质 即 得 . 口 
关于 伴随 的 不 变 子 空间 和 特征 值 有 下 面 的 结果 . 


命题 9.3.1 设 V 是 n 维 内 积 空间 , p 是 WV 上 的 线性 算 子 . 
(1) 若 U 是 yp 的 不 变 子 空间 , 则 Ut 是 gp* 的 不 变 子 空间 ; 
(2) 若 p 的 全 体 特征 值 为 入 1, 和 2,… ,An, 则 gp* 的 全 体 特 征 值 为 入 ,和 2, ,入 


证 明 (1) 设 ae U, Be UL, 因为 
(ao"(9)) = (2(a),B) = 0， 


所 以 U* 是 p* 的 不 变 子 空间 . 
(2) 取 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 记 A 是 yp 的 表示 和 矩阵 , 则 无 论 V 是 酉 空间 还 
是 欧 氏 空间 , 2* 的 表示 矩阵 总 可 写 为 下 .由 假设 


An — A| = (A—A)(A— MN) (MC— Nh), 


则 容易 验证 
2A, 有 |=Q=)Q= Bj = Dy) 


故 结论 成 立 . 口 


司 星 9.3 


1. 设 V 是 二 维 复 行 向 量 空间 , 内 积 为 标准 内 积 . 设 {e1, e2} 为 V 的 标准 基 . 若 


ple1) = (1,—2), ple2) -> (i, —1), 
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求 p 及 gp* 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 . 又 车 z = (z1, 272), 求 p*(z). 

2. 设 V 是 有 限 维 内 积 空间 , w 是 V 上 的 线性 算 子 , N 是 yp 的 核 , 求证 : p* 的 像 空 间 等 
于 的 正 交 补 N+. 

3. 设 p 是 有 限 维 内 积 空间 V 上 的 线性 算 子 , 若 yp 为 线性 自 同 构 , 求证 : w* 是 线性 自 同 构 
有 (p= (p71)". 

4. 设 a,B 是 n 维 酉 空间 Y 中 的 两 个 向 量 , 令 yp 是 V 上 的 变换 且 对 任意 的 E V， 
p(T) = (Zz,Q)B, 证 明 yp 是 V 上 的 线性 变换 并 求 p*. 车 a,B 是 两 个 正 交 单 位 向 量 , 将 它们 扩 
展 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 : 

el1= aQ,e2 = ,es,..: ,en. 
求 在 这 组 基 下 yp 和 gp* 的 表示 和 矩阵. 

5. 设 V 是 由 n 阶 实 矩 阵 全 体 组 成 的 实 线 性 空间 , 定义 上 上 的 内 积 如 下 : 车 4 = (aij)， 

B= (bi;), 则 
(4,B)=tr(A’B)= > > oisbis, 


j=1 i=1 


求证 : V 是 n? 维 欧 氏 空间 . 上 述 内 积 称 为 V 上 的 Frobenius 内 积 . 
又 若 工 是 一 个 n 阶 实 方 阵 , 定义 Y 上 的 线性 变换 


o2( 4) = 了 4， 


试 求 gp 的 伴随 . 

6. 车 向 量 zw 既是 线性 算 子 yp 的 属于 特征 值 Xi 的 特征 向 量 , 又 是 yp* 的 属于 特征 值 Az 的 
特征 向 量 , 证 明 : Xi = 和 2. 

7. 设 p 是 酉 空间 V 上 的 线性 算 子 , 2 的 极 小 多 项 式 为 g(z), 证 明 : gp* 的 极 小 多 项 式 
为 7(z), 这 里 7(z) 的 系数 等 于 g(z) 系数 的 共 罗 . 


§ 9.4 内 积 空间 的 同 构 , 正 交 变换 和 酉 变换 


在 第 四 章 中 , 我 们 曾经 讨论 过 抽象 的 nn 维 线性 空间 和 n 维 列 向 量 空间 (或 行 向 
量 空间 ) 的 同 构 . 我 们 知道 若 在 V 中 取 定 一 组 基 , 将 V 中 向 量 映 射 到 它 在 这 组 基 
下 坐标 向 量 的 映射 是 一 个 线性 同 构 . 现在 设 V 是 n 维 欧 氏 空 间 , {v1, v2,:… ,vn} 
是 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 又 设 RR 是 n 维 实 列 向 量 空间 , R, 的 内 积 取 为 标准 
内 积 . 令 p 为 V 一 R, 的 线性 映射 , 它 将 V 中 向 量 z 变 为 其 坐标 向 量 ， 即 
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若 z = 27101 十 Za02 十 … 十 ZnVn 则 p(z) = (ziz2 ,Zn) 我 们 已 经 知道 p 
是 同 构 . 此 外 若 令 y = 凡 Vi 十 yavz 十 … 十 Ynvn; 则 
(Pp(2), p(Y)) = Zi01 十 Z2ya t+ + Tnyn = (2,Y). 

因此 映射 p 是 一 个 保持 内 积 的 同 构 . 因为 向 量 的 长 度 、 向 量 之 间 的 距离 都 是 由 内 
积 决 定 的 , 故 yp 保持 向 量 的 长 度 和 向 量 间 的 距离 . 当 Y 是 西 空间 时 , 类 似 的 结论 
也 成 立 . 于 是 我 们 可 以 把 对 抽象 内 积 空间 的 研究 归结 为 对 及 。 或 Ci, 的 研究 . 

定义 9.4.1 设 V 与 U 是 域 区 上 的 内 积 空间 , 区 是 实数 域 或 复数 域 , p 
是 V 一 UV 的 线性 映射 . 若 对 任意 的 z,y EV ,有 

(pz), p(y)) = (2, Y), 

则 称 gp 是 V 一 U 的 保持 内 积 的 线性 映射 . 又 若 gp 作为 线性 映射 是 同 构 , 则 称 wo 
是 内 积 空间 V 到 U 上 的 保 积 同 构 . 

注 (1) 在 不 引起 误解 的 情况 下 , 我 们 常 把 内 积 空间 的 保 积 同 构 就 称 为 同 构 . 

(2) 保持 内 积 的 线性 映射 一 定 是 单 映 射 , 这 是 因为 |e(z)l = el, 从 em)ll = 


0 得 到 lz|| = 0, 故 z = 0. 
(3) 容易 证 明 保 持 内 积 的 同 构 关 系 是 一 个 等 价 关系 , 读者 可 自己 证 明之 . 


我 们 上 面 已 经 提 到 , 若 线性 映射 yp 保持 内 积 , 则 yp 必 保 持 向 量 的 长 度 . 现在 
的 问题 是 如 果 已 知 线性 映射 2 保持 向 量 的 长 度 或 向 量 之 间 的 距离 , 它 是 否 一 定 是 
保 积 映射 ? 

命题 9.4.1 若 p 是 内 积 空 间 Y 到 内 积 空间 UU 的 保持 范 数 的 线性 映射 , 则 p 
保持 内 积 . 

证 明 向 量 的 范 数 可 以 用 内 积 表示 , 反 过 来 内 积 也 可 以 用 范 数 来 表示 . 设 z,y 
是 Y 中 的 任意 两 个 向 量 , 则 

lz+yl = (z+y,2+y) = (2,2)+ (yy) + (2,Yy) + (y, 7), 


lz -y= (zy,z—y)= (2,72)+(y,Yy) — (x,y) ~ (y, 7), 


lz +yl olz— y= 2(¢,y)+2(z,y). (9.4.1) 
另 一 方面 ， 


|z+iy = (z+iy,z+iy) = (zz) + (y,y) +i(y, 2) — i(z,y), 
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|z— iy = (2 —iy,z—iy)= (2,2) + (y,y) — i(y, 7)+i(z,y), 
故 
lz +iyl = lz — iy? = -2i(z,y) +2i(z,y). (9.4.2) 


由 (9.4.1) 式 和 (9.4.2) 式 得 
(v9) = ty ile y+ le ti le -iy (043) 


由 此 即 可 得 到 结论 . 口 
注 我 们 仅 对 复 空 间 进行 了 讨论 , 事实 上 对 实 空间 , 可 得 下 列 等 式 : 


(2) = 3 + yl ile — yl (8.4 


因此 对 实 空间 结论 也 正确 . 由 于 保持 内 积 与 保持 范 数 的 等 价 性 , 保持 内 积 的 同 构 也 
称 为 保 范 同 构 或 保 距 同 构 . 

定理 9.4.1 设 V 与 UV 都 是 nn 维 内 积 空间 ( 同 为 实 空间 或 同 为 复 空 间 ), 若 pp 
是 VV 一 U 的 线性 映射 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(1) 9p 保持 内 积 ; 

(2) P 是 保 积 同 构 ; 

(3) p 将 VV 的 任 一 组 标准 正 交 基 变 成 U 的 一 组 标准 正 交 基 ; 

(4) p 将 V 的 菜 一 组 标准 正 交 基 变 成 U 的 一 组 标准 正 交 基 . 

证 明 (1) 全 (2): yp 保持 内 积 , 因此 yp 为 单 映 射 . 由 维 数 公式 可 得 

dim Imw = dimV = 7. 


因此 Im yp = UV, 即 yp 是 映 上 的 , 故 为 同 构 . 
(2) 全 (3): 设 {ei1,e2,… ,en} 是 V 的 任意 一 组 标准 正 交 基 . 由 于 yp 保持 内 
积 , 故 对 i 关 j, 有 
(pl(ei), 2(ej)) = (ez €;) = 全 0， 
用 
(P(ei), plei)) = (ei,ei)=1. 
这 表明 {plei), ple2), Se ,P(en)} 是 U 的 标准 正 交 基 . 
(3) 一 (4): 显然 . 
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(4) 过 (]): 设 {el,ez,… ,en} 是 V 的 标准 正 交 基 且 {yp(ei),p(e2),…， 
gp(en)} 是 U 的 标准 正 交 基 . 假定 


n n 
型 一 > Qiei, Vv = 》 biei, 
=1 i=1 


则 


= 2_ uiplei), Pp(v) = 2 bip(ei), 


(Pp(u), p(v)) 二 3 ) nel ei)) 


一 十 aopo :sae 大 anbn 
(w, 2). 口 


推论 9.4.1 两 个 有 限 维 内 积 空间 V 与 U ( 同 为 实 空间 或 同 为 复 空间 ) 同 构 
的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 维 数 . 


证 明 只 需 证 明 充 分 性 . 设 {ei, 2; i ;en 是 V 的 标准 正 交 基 ， {fi; fo2, i 
所} 是 U 的 标准 正 交 基 , 令 2 是 V 一 U 的 线性 映射 : 
Plei) = fi 
则 g 将 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 , 由 定理 可 知 yp 是 保 积 同 构 . 口 
现在 我 们 来 讨论 同一 个 内 积 空 间 上 的 保 积 自 同 构 及 其 表示 矩阵 . 


定义 9.4.2 设 V 是 欧 氏 空间 , 若 p 是 Y 上 保持 内 积 的 线性 变换 , 则 称 p 
为 V 上 的 正 交 变换 或 正 交 算 子 . 若 U 是 西 空间 , 则 DJ 上 保持 内 积 的 线性 变换 称 
为 西 变换 或 西 算 子 . 


显然 正 交 变换 及 本 变换 都 是 可 道 线性 变换 . 由 定理 9.4.1, 正 交 变换 可 定义 为 
把 欧 氏 空间 中 一 组 标准 正 交 基 变 成 标准 正 交 基 的 线性 变换 . 酉 变换 也 类 似 . 

定理 9.4.2 设 yp 是 欧 氏 空间 或 酉 空间 上 的 线性 变换 , 则 tp 是 正 交 变换 或 西 
变换 的 充分 必要 条 件 是 p 非 异 , 且 
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证 明 设 p 是 欧 氏 空间 让 上 的 正 交 变换 , 则 对 Y 中 的 任意 向 量 aw, 3, 有 
(P(a),B) = (P(a),Pp( (BP))) = (a, p(B)). 

此 即 OP* es pl. 

反 过 来 , 若 gp* = gp-1, 则 

(p(a), p(B)) = (ap(9)) = (a, BP). 

9% 保持 内 积 , 故 p 是 正 交 变换 . 

对 本 变换 可 类 似 证 明 . 口 

如 果 在 内 积 空间 V 中 取 定 一 组 标准 正 交 基 , 那么 正 交 ( 酉 ) 变换 的 表示 矩阵 
有 什么 特点 呢 ? 

定义 9.4.3 设 4 是 见 阶 实 方 阵 , 若 A' = A-!, 则 称 A 是 正 交 纶 阵 . 又 
若 C 是 n 阶 复方 阵 且 GO = COC-1, 则 称 C 是 西 矩 阵 . 

定理 9.4.3 设 yp 是 欧 氏 空间 ( 西 空间 ) V 上 的 正 交 变换 ( 西 变 换 ), 则 在 VV 
的 任 一 组 标准 正 交 基 下 , yp 的 表示 适 阵 是 正 交 矩阵 ( 西 阵 ). 

证 明 由 上 述 定 理 , 当 gp 是 正 交 变换 时 , 车 yp 在 V 的 一 组 标准 正 交 基 下 的 表 
示 和 矩阵 为 4, 则 %* 在 同一 组 基 下 的 表示 矩阵 为 A', 由 p* = p-1 得 A’'= 4-1， 
A 是 正 交 和 矩阵 . 同 理 , 当 yp 是 西 变换 时 , wp 在 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 4 应 适 
合 玖 =4-l 即 4 是 酉 矩阵 . 口 

注 上 述 定理 的 逆 命 题 也 是 正确 的 , 即 若 线性 变换 yp 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 
表示 矩阵 为 正 交 ( 西 ) 矩阵, 则 gp 是 正 交 ( 西 ) 变换 . 这 由 线性 变换 与 其 表示 和 矩阵 
的 关系 即 得 . 

由 正 交 和 矩 阵 与 西 和 矩阵 的 定义 可 知 正 交 和 矩阵 适合 条 件 44' = A'A = 五 ; 本 和 矩 
阵 适合 条 件 A A = AA = 工 . 

定理 9.4.4 设 4=(oi) 是 n 阶 实 算 阵 , 则 A 是 正 交 短 阵 的 充分 必要 条 件 
是 : 

Qi1Qj1 十 Qi20j2 十 … 十 QinQjn = 0, i 


2 2 2 和 
ail 十 0i2 十 … 十 ain 三 十， 


QliQ1j + Q2iQ2; 十 :十 aniamj 一 07 天 小 
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G+ a + "+ an = 1 
也 就 是 说 , A 为 正 交 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 它 的 n 个 行 向 量 是 n 维 实行 向 量 空间 
组 成 的 欧 氏 空间 ( 取 标 准 内 积 ) 的 标准 正 交 基 ; 或 它 的 nh 个 列 向 量 是 n 维 实 列 向 
量 空间 组 成 的 欧 氏 空间 ( 取 标 准 内 积 ) 的 标准 正 交 基 . 
证 明 由 44'= 五 即 可 得 到 第 一 个 结论 , 由 4'4 = I 得 到 第 二 个 结论 . 口 
同 理 我 们 可 证 明 下 述 定理 . 
定理 9.4.5 设 4=(ai) 是 见 阶 复 和 矩阵 , 则 A 是 酉 给 阵 的 充分 必要 条 件 是 : 


Qil0j11 十 ai25j2 十 …… 十 ainain 二 01 天 小 


|eaa|2 十 |asz|2 十 … 十 |aam2 = 1, 


01i017 + a2i02; 十 … 十 aniamj 二 01 天 小 
[aa 十 lazi|? 十 5 过 |anil2 = 
也 就 是 说 , 和 为 西 算 阵 的 充分 必要 条 件 是 它 的 n 个 行 向 量 是 n 维 复 行 向 量 空间 组 
成 的 西 空间 ( 取 标 准 内 积 ) 的 标准 正 交 基 ; 或 它 的 n 个 列 向 量 是 nn 维 复 列 向 量 空 
间 组 成 的 西 空间 ( 取 标准 内 积 ) 的 标准 正 交 基 ， 


定理 9.4.6 若 n 阶 实 短 阵 4 是 正 交 矩阵 ， 则 
(1) 4 的 行列 式 值 等 于 1 或 一 1; 
(2) A 的 特征 值 的 绝对 值 ( 模 长 ) 等 于 1. 
证 明 (1) 由 44' = 五 , 取 行 列 式 即 得 结论 . 
(2) 设 入 是 4 的 特征 值 , z 是 属于 入 的 特征 向 量 , 则 4z = Xz, 于 是 丈 4' = 
和 元. 所 以 
TA’'Azx = MM\x. 
即 
Tz = AA( 元 'z). 
因此 和 AA=1, 即 |A|=1. 口 
定理 9.4.7 若 即 阶 复 矩阵 4 是 西 算 阵 , 则 
(1) 4 的 行列 式 值 的 模 长 等 于 1; 
(2) 4 的 特征 值 的 绝对 值 ( 模 长 ) 等 于 1. 
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证 明 同上 定理 . 口 


例 9.4.1 (1) 单位 阵 是 正 交 矩阵 也 是 酉 矩阵 ; 
(2) 对 角 阵 是 正 交 天 阵 的 充分 必要 条 件 是 主 对 角 线 上 的 元 素 为 1 或 一 1. 


例 9.4.2 (1) 下 列 给 阵 是 正 交 矩阵 : 
cosO 一 Sinb0 
sing cos@ / 


4 十 3i 4i 人 
5 -4i 4-3i 一 2 一 6i 
6 十 2i 一 2 一 6i 1 


(2) 下 列 失 阵 为 西 答 阵 : 


下 面 我 们 证 明 甜 阵 分 解 理 论 中 的 一 个 重要 定理 , 称 为 矩阵 的 QR 分 解 . 
定理 9.4.8 设 A 和 A 是 nn 阶 实 ( 复 ) 矩阵 , 则 A 可 分 解 为 
A=QR, 


其 中 @ 是 正 交 ( 西 ) 矩阵 , 尽 是 一 个 上 三 角 阵 且 主 对 角 线 上 的 元 素 均 大 于 等 于 零 ， 
并 且 若 4 是 非 异 阵 , 则 这 样 的 分 解 必 唯一 . 


证 明 设 A 是 n 阶 实 矩阵 , A = (wi,wz,… ,un) 是 4 的 列 分 块 . 考虑 n 
维 实 列 向 量 空间 及 并 取 其 标准 内 积 , 我 们 先 通过 类 似 于 Gram-Schmidt 方法 的 
正 交 化 过 程 , 把 {wi, wz,… , un} 变 成 一 组 两 两 正 交 的 向 量 {rw1,2w2,… ,tn}, 并 
且 wn 或 者 是 零 向 量 或 者 是 单位 向 量 . 

我 们 用 数学 归纳 法 来 定义 上 述 向 量 wi (k = 1,2,… ,n). 假设 ti ,wk_1 
已 经 定义 好 , 现 来 定义 wk. 令 

k—1 
Vk = Wk 一 >》 (uk Wj)Ww;j. 


j=1 


车 vi = 0, 则 令 wi = 0; 若 vi 产 0, 则 令 wi = Fer 容易 验证 {tw1, 2102,… ,twn} 
是 一 组 两 两 正 交 的 向 量 , wi 或 者 是 零 向 量 或 者 是 单位 向 量 , 并 且 满 足 : 
大 一 1 
Wk = >》 (ukyaoj)ao 凶 导 ||wk|laok， k = ds 2 vu (9.4.5) 


j=1 
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由 (9.4.5) 式 可 得 


A = (ut Un) 三 (it ,Wn) RR, (9.4.6) 


其 中 如是 一 个 上 三 角 阵 且 主 对 角 线 上 的 元 素 依次 为 will, lwzll …… ,oa 均 大 于 
等 于 零 , 并 且 由 (9.4.5) 式 知 , 如 果 wk = 0, 则 RR 的 第 上 行 元 素 全 为 零 . 
假设 wi, ,wi,,… ,wi, 是 其 中 的 非 零 向 量 全 体 , 由 定理 9.2.2 可 将 它们 扩张 
为 及 。 的 一 组 标准 正 交 基 {Ww1,W2,… ,Wn}, 其 中 页; = 由 和 了 二 和 ,i2)… i. 
令 Q = (感念 2 , 安 n)， 由 定理 9.4.4 知 Q@ 是 正 交 矩阵 . 注意 到 若 wi = 0， 
则 玉 的 第 上 行 元 素 全 为 零 , 此 时 用 他 kx 代替 wi 仍然 可 使 (9.4.6) 式 成 立 , 因此 
A= (wid ,Un) = (Wi Wa, , Wn) R= QR, 


从 而 得 到 了 4 的 QR 分 解 . 
复 矩 阵 情形 的 证 明 完 全 类 似 . 至 于 非 异 阵 QR 分 解 的 唯一 性 , 我 们 作为 习题 
留 给 读者 自己 证 明 . 口 


例 9.4.3 求 下 列 给 阵 的 QR 分 解 : 


1 
A=|1 
0 


:SO 
SD 一 cn 


解 ” 采 用 与 定理 9.4.8 证 明 中 相同 的 记号 , 经 过 计算 可 得 : 
v1 = v= (1,1,0), wi = 人 1,0)’; 


1 
v2 = U2— V2wi = (1,—1,1), w= 声 山 二 1)’; 
vs = Ws— 3V2wi — 2V3w2 = (0,0,0), ws = (0,0,0)’, 


从 而 有 
V2 V2 3V2 
V3 2V3 | . 
0 


= (U1, U2, U3) = (1Ww1, Ww2, Ww3) 0 
0 0 
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用 这 = (-b1 代替 ws 可 得 4 的 QR 分 解 为 

A 

Ve a 2 V2 V2 3V2 

py rr ee i Na 

1 了 0 0 0 
0 EE 
3 6 

怀 蜂 9.4 


1. 证 明 : 正 交 ( 丁 ) 变换 的 积 仍 是 正 交 ( 酉 ) 变换 , 正 交 ( 酉 ) 变换 的 逆 也 是 正 交 ( 西 ) 变换 . 
正 交 ( 西 ) 算 阵 的 积 仍 是 正 交 ( 酉 ) 矩阵 , 正 交 ( 酉 ) 矩阵 的 逆 仍 是 正 交 ( 丁 ) 矩阵 


2. 证 明 二 阶 正 交 扼 阵 具有 下 列 形状 : 
cosb 一 sin0 cos0 sinb 
sing cos |/ \sing 一 cosg 全 
3. 证 明 : 上 三 角 (或 下 三 角 ) 正 交 和 拖 阵 必 是 对 角 阵 且 主 对 角 线 上 的 元 素 为 1 或 -1. 利用 此 
结论 证 明定 理 9.4.8 中 非 异 阵 4 的 QR 分 解 必 唯 一 . 


4. 求 下 列 矩 阵 的 QRR 分 解 : 


110 2 1 纺 六 和 
ee 人 1 Wli 10 -=2 
1 ; 2 3 
和 ON 1 人 |] nm 了 
4 7 1 

Diehl Ws ee 


5. (1) 设 e 是 欧 氏 空间 V 中 长 度 为 1 的 向 量 , 定义 线性 变换 
p(T)= 2—2(e,T)e, 


证 明 : yp 是 正 交 变换 且 det p = 一 1 (上 述 gp 称 为 镜像 变换 ); 
(2) 若 & 是 n 维 欧 氏 空间 Y 中 的 正 交 变换 且 1 是 它 的 特征 值 , 属于 1 的 特征 子 空间 Vi 的 
维 数 等 于 n 一 1, 证 明 : 必 存 在 V 中 的 单位 向 量 e, 使 


é(7) = 7£ — 2(e, 7z)e. 


6. n 阶 实 方 阵 M = I 一 2vv', 其 中 wv 是 n 维 实 列 向 量 且 适 合 wu = 1, 称 NM 为 镜像 阵 . 
求证 : 欧 氏 空间 中 任 一 镜像 变换 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 是 镜像 阵 . 反之 , 若 一 个 线性 
变换 gp 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 矩阵 为 镜像 阵 , 则 gp 是 镜像 变换 . 
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7， 设 u,v 是 欧 氏 空间 Y 中 两 个 长 度 相 等 的 不 同 向 量 , 求证 : 必 存 在 镜像 变换 wp， 
使 p(w) = vw. 

*8. 证 明 : n 维 欧 氏 空间 的 任 一 正 交 变换 均 可 表示 为 不 超过 n 个 镜像 变换 之 积 . 

注 : 上 述 结论 称 为 Cartan-Dieudonné ( 嘉 当 - 迪 厄 多 内 ) 定理 . 

9. 设 A, B 是 n 阶 正 交 和 矩 阵 且 det 4 = 1, det B = 一 1, 求证 : det(A 十 B)=0. 

10. 设 Zz1, TY2,… ,Zk 及 WY1,Y2，"… ,Yk 是 欧 氏 空间 ( 西 空间 ) 中 两 组 向 量 . 证 明 : 存在 正 
交 ( 酉 ) 变换 wp, 使 

p(Ti) = Yi 1 一 1 水 

成 立 的 充分 必要 条 件 是 这 两 组 向 量 的 Gram 和 矩阵 相等 . 


§ 9.5 自 伴 随 算 子 


在 下 面 的 几 节 里 我 们 将 讨论 与 相似 标准 型 类 似 的 问题 : 一 个 内 积 空 间 上 的 线 
性 变换 适合 什么 条 件 , 它 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 有 比较 简单 的 形状 ? 设 n 
维 内 积 空 间 V 上 的 线性 变换 y 在 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 为 4, 在 男 一 组 
标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 为 B, 两 组 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 为 PP, 我 们 首先 要 问 : P 
是 一 个 什么 样 的 矩阵 ? 

引 理 9.5.1 欧 氏 空间 中 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 甜 阵 是 正 交 矩阵 , 西 空间 
中 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 甜 阵 是 西天 阵 . 

证 明 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , {fel,ez…… ,en} 和 { 万 , 户 ……, 轧 } 是 V 的 两 
组 标准 正 交 基 且 


fi = ie 十 Go2les t+ Anien, 
f2 = al2e1 十 azze2 t+ Qn2en, 


fs = CQlnel 十 CQ2ne2 + + Qnnen.: 


因为 (fi; fi) 坊 故 
al 十 a2 十 … 十 ani 一 1 (9.5.1) 


Q1iQ17 让 Q2i1Q27 te QniQdni 一 0. (9.5.2) 
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定理 9.4.4 和 (9.5.1) 式 、(9.5.2) 式 表 明 过 渡 矩 阵 


Qill Q12 …' Qn 

Q21 0Q22 … 0Q2n 
P= 

Qnl Qn2 ££: Qnn 


是 正 交 矩阵. 同 理 可 证 明 酉 空间 中 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 矩 阵 是 酉 矩阵 . 口 
根据 引 理 我 们 知道 , 当 V 是 欧 氏 空间 时 ， 
B=P AP=P'AP; 


当 V 是 本 空间 时 , 有 
B= P-!1AP=P AP. 
定义 9.5.1 设 A,B 是 n 阶 实 适 阵 , 若 存在 正 交 适 阵 P, 使 B= P'AP 
成 立 , 则 称 妃 和 A 正 交 相似 ， 设 A, 旭 是 n 阶 复 和 矩阵, 若 存 在 酉 和 矩阵 忆 ， 
使 忆 二 AP, 则 称 刀 和 A 西 相似 . 


和 和 矩阵 的 相似 关系 一 样 , 我 们 不 难 证 明正 交 ( 丁 ) 相似 关系 是 等 价 关 系 , 即 : 

(1) n 阶 和 矩阵 4 和 自己 正 交 ( 酉 ) 相似 ; 

(2) 若 BB 和 A 正 交 ( 丁 ) 相似 , 则 A 和 B 也 正 交 ( 丁 ) 相似 ; 

(3) 若 互 和 4 正 交 ( 酉 ) 相似 , C 和 B 正 交 ( 丁 ) 相似 , 则 C 和 A 和 也 正 
交 ( 酉 ) 相似 . 

我 们 的 问题 是 寻找 一 类 和 矩阵 的 正 交 ( 酉 ) 相似 标准 型 . 显而易见 , 正 交 ( 丁 ) 相 
似 比 普通 的 相似 要 求 更 高 , 因此 对 一 般 的 矩阵 寻求 它们 的 正 交 ( 丁 ) 相似 标准 型 将 
是 很 困难 的 . 在 这 一 节 里 我 们 将 把 注意 力 限制 在 一 类 特殊 的 矩阵 一 一 Hermite 甜 
阵 和 实 对 称 阵 上 . 

定义 9.5.2 设 p 是 内 积 空间 V 上 的 线性 变换 , gp* 是 p 的 伴随 , 若 p* = wp， 
则 称 gp 是 自 伴随 算 子 . 在 了 是 欧 氏 空间 的 情形 , yp 称 为 对 称 算 子 或 对 称 变 换 ， 
在 V 是 西 空间 的 情形 , op 称 为 Hermite 算 子 或 Hermite 变换 . 


例 9.5.1 设 V 是 n 维 内 积 空 间 , W 是 V 的 子 空间 ,V=W@W. 令 叫 
是 V 到 WW 上 的 正 交 投影 , 由 命题 9.2.1 知道 百 是 自 伴 随 算 子 . 

若 V 是 n 维 欧 氏 空间 , {e1, ez,… ,en} 是 一 组 标准 正 交 基 , 设 wp 在 这 组 基 下 
的 表示 和 矩阵 为 4, 则 wp* 在 同一 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 A'. 若 po* = p, 则 4' = 4. 
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也 就 是 说 欧 氏 空间 上 的 自 伴随 算 子 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 矩阵 都 是 实 对 
称 阵 . 同 理 可 证 明 西 空间 上 的 自 伴随 算 子 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 都 
是 Hermite 甜 阵 . 反之 亦 容易 看 出 , 若 V 是 欧 氏 空间 , 线性 变换 yp 在 某 组 标准 正 
交 基 下 的 表示 矩阵 是 实 对 称 阵 , 则 .9p* = %. 对 酉 空间 也 有 类 似 结论 . 

定理 9.5.1 设 V 是 n 维 西 空间 ,wp 是 了 上 的 自 伴随 算 子 , 则 yp 的 特征 值 全 
是 实数 且 属 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 互相 正 交 . 

证 明 设 入 是 9% 的 特征 值 , z 是 属于 和 的 特征 向 量 , 则 


入 (Z,Z) = (ziZ)=(P(Z))Z) = (72, (2)) 
= (z,Pp(z)) = (2, Mr) = Mz, 2). 
因为 (zx, xz) 关 0, 故 入 = 入 入 是 实数 . 又 若 设 jy 是 wp 的 另 一 个 特征 值 , y 是 属于 j 
的 特征 向 量 , 注意 到 和 ,jy 都 是 实数 , 我 们 有 
Mz,Yy) = (X,Yy) = (Pp(7),Yy) = (2, p(y)) 
(x, p(y)) = (2, 1Yy) = H(z,Y). 


由 于 隶 关 入 因此 (zx,y)=0, 即 zw1y. 口 


推论 9.5.1 Hermite 矩阵 的 特征 值 全 是 实数 , 实 对 称 阵 的 特征 值 也 全 是 实 
数 . 这 两 种 答 阵 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 互相 正 交 ， 


证 明 Hermite 矩阵 的 结论 是 定理 的 显然 推论 , 而 实 对 称 阵 也 是 Hermite 拢 
阵 , 因此 结论 成 立 . 口 

定理 9.5.2 设 V 是 n 维 内 积 空间 , gp 是 WV 上 的 自 伴随 算 子 , 则 存在 V 的 一 
组 标准 正 交 基 , 使 得 p 在 这 组 基 下 的 表示 给 阵 为 实 对 角 阵 , 且 这 组 基 恰 为 pp 的 n 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

证 明 首先 我 们 需要 说 明 的 是 若 V 是 欧 氏 空间 , 由 于 自 伴随 算 子 yp 的 特征 
值 是 实数 , 因此 有 实 的 特征 向 量 . 不 妨 设 ww 是 yp 的 特征 向 量 , 令 w = -二 , 则 内 


| 
是 %p 的 长 度 等 于 1 的 特征 向 量 . 我 们 对 维 数 n 用 归纳 法 . 
若 dimV = 1, 结论 已 成 立 . 设 对 小 于 n 维 的 内 积 空间 结论 成 立 . 令 WW 为 v1 
张 成 的 子 空间 , W+ 为 W 的 正 交 补 空间 , 则 W 是 yp 的 不 变 子 空间 且 


V=We@WwW+, dmW+=n—1. 
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由 命题 9.3.1 可 知 W+ 是 pw* = gp 的 不 变 子 空间 .将 p 限制 在 W+ 上 仍 
是 自 伴 随 算 子 . 由 归纳 假设 , 存在 W+ 的 一 组 标准 正 交 基 {v2,… ,vn}, 在 
这 组 基 下 yp 的 表示 和 矩阵 为 实 对 角 阵 , 且 {v2,… ,vn} 是 其 特征 向 量 . 因此 ， 
{v1, v2,… ,vn} 构成 了 T 的 一 组 标准 正 交 基 , yp 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 实 对 角 
阵 , 且 {v1,v2,… ,vn} 为 p 的 特征 向 量 . 口 


推论 9.5.2 设 A 是 n 阶 Hermite 给 阵 , 则 存在 西 矩 阵 PP, 使 得 五 .4 已 为 
实 对 角 阵 , 即 Hermite 敌阵 西 相似 于 实 对 角 阵 . 又 若 4 是 n 阶 实 对 称 阵 , 则 存在 
正 交 算 阵 PP, 使 得 P'AP 为 对 角 阵 , 即 实 对 称 阵 正 交 相 似 于 对 角 阵 . 上 述 正 交 拓 
阵 或 酉 珑 阵 已 的 n 个 列 向 量 恰 为 矩阵 和 A 的 ni 个 两 两 正 交 且 长 度 等 于 1 的 特征 
向 量 . 

证 明 由 定理 即 知 Hermite 矩阵 酉 相似 于 实 对 角 阵 , 实 对 称 阵 正 交 相似 于 对 
角 阵 . 从 § 6.2 知道 PP 的 列 向 量 都 是 4 的 特征 向 量 , 而 因为 P 是 正 交 ( 酉 ) 阵 ， 
故 这 些 列 向 量 两 两 正 交 且 长 度 等 于 1. 口 

上 述 对 角 阵 称 为 Hermite ( 实 对 称 ) 矩阵 4 的 酉 ( 正 交 ) 相似 标准 型 . 对 角 阵 
主 对 角 线 上 的 元 素 就 是 4 的 特征 值 . 

现在 的 问题 是 实 对 称 阵 或 Hermite 和 矩阵 正 交 相似 或 西 相似 的 全 系 不 变量 是 什 
么 呢 ? 


定理 9.5.3 实 对 称 (Hermite) 给 阵 的 特征 值 是 实 对 称 (Hermite) 矩阵 正 
交 ( 西 ) 相似 的 全 系 不 变量 . 


证 明 只 证 明 实 的 情形 . 显然 正 交 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 值 : 另 一 方面 , 由 
上 面 的 结论 知道 只 需 对 对 角 阵 证 明 若 它们 的 特征 值 相同 必 正 交 相 似 即 可 . 设 


B= diag{ 和 Ai, X2，…: , An}, D= diag{Ai ,和 Xi … “ A 


其 中 TAX ,和 i,} 是 {和 ,和 2,… ,和 n} 的 一 个 排列 . 由 于 任 一 排列 可 通过 若 
干 个 对 换 来 实现 , 因此 只 要 证 明 对 B 的 第 (i,i) 元 素 和 第 (;,j) 元 素 对 换 后 得 
到 的 矩阵 与 B 正 交 相 似 即 可 ， 设 忆 ; 是 第 一 类 初等 矩阵 , 则 已; 是 正 交 矩阵 
且 P= Pi 因此 PiBP; 和 B 正 交 相 似 . 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结论 . 口 

实 对 称 阵 的 正 交 相 似 理论 在 实 二 次 型 理论 中 有 重要 的 应 用 . 从 几何 的 角度 看 
问题 , 以 三 维 欧 氏 空间 为 例 , 就 是 要 在 不 改变 度量 的 条 件 下 将 二 次 曲面 的 方程 化 为 
标准 型 . 这 也 是 解析 几何 中 所 谓 的 主轴 问题 
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定理 9.5.4 设 flz) =z'4z 是 n 变 元 实 二 次 型 , Ni,Xa…… ,Mn 是 矩阵 4 
的 特征 值 , 则 f 经 正 交 变换 可 以 化 为 下 列 标准 型 : 
A + A 十 … 十 和 ny2. 


因此 , f 的 正 惯 性 指数 等 于 4 的 正 特 征 值 的 个 数 ， 负 惯性 指数 等 于 4 的 负 特 征 值 
的 个 数 . f 的 秩 等 于 A 的 非 零 特征 值 的 个 数 . 

证 明正 交 相 似 既是 相似 又 是 合同 , 因此 由 推论 9.5.2 即 得 . 口 

推论 9.5.3 设 Flz)=z'4z 是 nn 变 元 实 二 次 型 , 则 f 是 正定 型 当 且 仅 当 算 
阵 4 的 特征 值 全 是 正 数 , f 是 负 定型 当 且 仅 当 给 阵 4 的 特征 值 全 是 负数 , f 是 半 
正定 型 当 且 仅 当 A 和 的 特征 值 全 非 负 , 了 是 半 负 定型 当 且 仅 当 A 的 特征 值 全 非 正 . 


下 面 我 们 通过 具体 例子 来 说 明 对 实 对 称 阵 4, 如 何 求 正 交 矩阵 PP, 使 P'AP 
是 对 角 阵 . 我 们 的 方法 和 8 6.2 类 似 , 只 是 增加 了 特征 向 量 的 标准 正 交 化 过 程 . 


例 9.5.2 ， 求 正 交 矩阵 PP, 使 P'AP 为 对 角 阵 , 其 中 


二 - 雹 "" 吉 
A=|2 4 2 
多 汤 44 
解 ” 先 求 特征 值 


XI-A|l=| -2 和 -4 -2 |=(A-8)(A—2). 
-2 -2 入 -4 


因此 , 4 的 特征 值 为 入 = 8, M2 = 和 As = 2 当 入 = 8 时 , 求解 齐 次 线性 方程 
组 (AT 一 A)z = 0, 得 到 基础 解 系 (只 有 一 个 向 量 ): 
m1 = (1,1,1). 
当 入 = 2 时 , 求解 齐 次 线性 方程 组 (和 IT 一 4)z = 0, 得 到 基础 解 系 (有 两 个 向 量 ): 
72 = (—1,1,0), ms = (—1,0, 1).. 


由 于 实 对 称 阵 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 , 因此 只 要 对 上 面 两 个 向 量 正 交 
化 , 用 Gram-Schmidt 方法 将 m2, m3 正 交 化 得 到 


外 = (L106 = (5-5 1): 
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再 将 1,é2,&3 化 为 单位 向 量 得 到 


1 1 1 1 1 1 his 
= 王 一 到, -天 ,0)'， 3 》 让 
vl ( 了 3 3) v2 ( 5 5 ) v3 ( wo V6 6) 
令 
a 
V3 V2 v6 
入 ) 1 1 中 
一 71, 72, 7173) 三 | -天 一 i 
1; C02, U3 V3 V3 V6 
TT 
V3 V6 
于 是 
8 0 0 
OO 
0 0 2 


注 上 述 方法 也 适用 于 Hermite 矩阵, 即 对 Hermite 矩阵 4, 求 丁 和 抑 阵 己 ， 
使 五 4 为 对 角 阵 . 

例 9.5.3 设 4 是 三 阶 实 对 称 阵 ,4 的 特征 值 为 0,3,3. 已 知 属 于 特征 值 0 
的 特征 向 量 为 v1 = (1,1,1)', 又 向 量 va = (一 1,1,0)' 是 属于 特征 值 3 的 特征 向 量 ， 
求 和 矩阵 A. 


解 设 4 属于 特征 值 3 的 另 一 特征 向 量 vs = (zi zo,zs)” 和 v1, v2 都 正 交 ， 
则 
Zi 十 Z2 十 Za 三 有， 
一 Z1 十 Zo2 一 (0， 


求 出 一 个 非 零 解 v3 = (1,1 一 2)'. 因为 v1, vz, vs 已 经 两 两 正 交 , 故 只 须 将 v1, v2, v3 
标准 化 , 得 到 


则 
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1 1 
P= (été,83) = "i ,B=|0 3 0|， 
1 2 0 0 3 
VB 
2 -1 一 | 
A=PBP=|-1 2 -1 
—1] —1 2 


例 9.5.4 设 A 和 是 n 阶 实 对 称 阵 且 43 = 五, 证明: A = 工 . 
证 明 设 A 的 特征 值 为 入 , 则 和 3 = 1， 因为 入 是 实数 , 故 入 = 1, 这 就 是 


说 4 的 特征 值 全 是 1. 由 推论 9.5.2, 存在 正 交 和 矩阵 PP, 使 得 P'4 = 五. 于 
是 A= PI,P'’= 1,. D0 


司 蜂 9.5 
1. 对 下 列 实 对 称 阵 4, 找 正 交 和 抢 阵 P, 使 P'AP 为 对 角 阵 : 
3 罗 :=9 Si 请 
(4=|2 5 -4|; (2) A=|-1 5 -3|; 
= 二 双关 3 -3 ,3 
i :| 
| EE 了 
a 8 矶 <= 0 0 4 0 
| 3 


2. 求 丁 矩阵 已 , 使 五 AP 为 对 角 阵 : 
3 2+2i 3 2-i 
A= . 一 . 
9 Ea 1 ) ei St 7 ) 


3. 设 有 实 对 称 阵 


一 1 1 1 Q 


己 知 4 有 一 个 单 特征 值 -3, 求 a 的 值 并 求 正 交 矩阵 PP, 使 P'AP 是 对 角 阵 . 


396 高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


4. 设 三 阶 实 对 称 阵 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 3, 向 量 al = (一 1,2, 一 1)', aa = (0, 一 1,1) 是 
线性 方程 组 4z = 0 的 两 个 解 . 

(1) 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 

(2) 求 正 交 和 矩阵 Q 和 对 角 阵 D, 使 Q'4Q = 也. 


5. 已 知 曲面 z? + ay 十 z2 十 2bzy 十 2zz 十 2yz 一 4 可 以 经 过 正 交 变换 


化 为 椭圆 柱 面 v? + 4w? = 4, 求 a,b 之 值 和 正 交 矩 阵 古 . 
6. 证 明 : 两 个 自 伴 随 算 子 之 和 仍 为 自 伴随 算 子 , 两 个 自 伴随 算 子 之 积 仍 是 自 伴 随 算 子 的 充 
分 必要 条 件 是 它们 可 以 交换 . 
7. 若 p, 是 自 伴 随 算 子 , 求证 : 
PY +YP, (py — Pp) 


也 是 自 伴随 算 子 . 


8. 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , G 是 了 关于 基 {ei,e2,… ,en} 的 度量 矩阵 . 求 在 这 组 基 下 用 
和 矩阵 A 给 出 的 线性 变换 yp 是 自 伴随 算 子 的 充分 必要 条 件 . 


9. 设 p 入 是 mn 维 内 积 空间 Y 上 的 两 个 自 伴随 算 子 , 证 明 : V 有 一 组 由 gp 和 驴 的 公共 
特征 向 量 构成 的 标准 正 交 基 的 充分 必要 条 件 是 pw = wp. 


10. 设 {Ai(i = 1,2,… ,m)} 是 m 个 实 对 称 阵 且 两 两 乘法 可 交换 . 求证 : 存在 正 交 和 拢 
阵 P, 使 P'AiP (i = 1,2,… ,m) 都 是 对 角 阵 . 


$9.6 复 正规 算 子 


我 们 现在 来 讨论 这 样 一 个 问题 : 如 果 n 维 酉 空间 V 上 的 线性 变换 p 在 一 组 标 
准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 是 对 角 阵 , 则 yp 必须 满足 些 什 么 条 件 ? 设 {ei, e2,… , en} 
是 V 的 标准 正 交 基 , % 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 


A = diag{ci, c2,::: ya 


则 
plei) 二 CiEi (i = 2 i ,n 
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即 Pp 以 Ci (i 二 1,2,.…: ,n) 为 特征 值 . {ei; e2,*…- "en} 恰 为 Pp 的 特征 向 量 . 及 
记 gp* 为 p 的 伴随 , 则 yp* 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 


A = diag{c1, 52,... ,cn}. 


AA=AA, pyp’ = orp， 
定义 9.6.1 设 yp 是 内 积 空 间 WV 上 的 线性 变换 , gp* 是 其 伴随 , 若 pp* = p*gp， 
则 称 p 是 VV 上 的 正规 算 子 , 为 了 不 引起 混淆 , 我 们 也 称 西 空间 ( 欧 氏 空间 ) VV 上 
的 正规 算 子 bp 为 复 正规 算 子 ( 实 正规 算 子 ). 一 个 复 和 矩阵 A 若 送 合 A A = AA， 
则 称 其 为 复 正规 矩阵 . 若 A 是 实 珑 阵 且 A'A = AA', 则 称 其 为 实 正规 矩阵 . 


注 (1) 容易 验证 西 算 子 ( 西 和 矩阵 )、Hermite 算 子 (Hermite 矩阵 ) 都 是 复 正 
规 算 子 (和 矩阵). 正 交 变换 (和 矩阵)、 对 称 变换 (和 矩阵 ) 都 是 实 正规 算 子 (和 矩阵 ). 我 们 
将 在 下 一 节 中 详细 讨论 实 正规 算 子 和 实 正规 矩阵 . 

(2) 容易 证 明 复 ( 实 ) 正规 算 子 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 矩阵 都 是 复 ( 实 ) 
正规 矩阵 . 反之 , 选 定 一 组 标准 正 交 基 , 一 个 复 ( 实 ) 正规 矩阵 就 代表 了 一 个 复 ( 实 ) 
正规 算 子 . 因此 复 ( 实 ) 矩阵 的 正规 性 在 西 ( 正 交 ) 相似 下 是 不 变 的 . 

从 上 面 的 论证 我 们 看 出 : 一 个 复 矩 阵 如 果 西 相似 于 对 角 阵 , 它 一 定 是 复 正 规矩 
阵 . 那么 复 正 规矩 阵 是 否 必 酉 相似 于 对 角 阵 呢 ? 

我 们 先 证 明 复 正规 矩阵 (正规 算 子 ) 的 特征 值 和 特征 向 量 的 一 些 重要 性 质 . 


引 理 9.6.1 设 p 是 内 积 空间 V 上 的 正规 算 子 , 则 对 任意 的 EV, 成 立 
lp(W) = ly" (ol. 
证 明 由 yp 的 正规 性 , 有 


lp(o) (Pp(aQ), Pa)) = (a;p’ po)) 
(a, PP’ (0)) 三 (Pa p* (a)) 


lp"*(o)l. 口 


命题 9.6.1 设 VV 是 n 维 西 空间 , p 是 V 上 的 正规 算 子 . 

(1) 向 量 ww 是 yp 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 的 充分 必要 条 件 为 4 是 gp* 属于 
特征 值 入 的 特征 向 量 ; 

(2) 属于 wp 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 必 正 交 ， 


| 


| 
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证 明 (1) 若 入 是 任 一 数 , 则 (MT 一 gp)* = XT 一 yp*, 且 
AI-p)HIT- 9p)= NT- wT- 9), 
即 AT 一 9 也 是 正规 算 子 . 于 是 由 引 理 9.6.1， 
[QIT- 9p)(o)| = 10T- wv )(o) 


对 一 切 wey 成 立 , 故 (XI 一 p)(w) = 0 当 且 仅 当 (XT 一 2*)(w) = 0 成 立 . 
(2) 设 p(w) = Xu, p(v)= pv 且 入 #4, 则 


Mw;v) = (N,v) = (Pu) = (2 (0)) = (u,v) = Ku, WU) 


因为 和 关 44 故 (w,v) = 0. 口 

引 理 9.6.2 设 了 是 见 维 西 空间 , p 是 VV 上 的 线性 变换 ,又 {el,e2,… ,en} 
是 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 设 yp 在 这 组 基 下 的 表示 给 阵 4 是 一 个 上 三 角 阵 , 则 p 
是 正规 算 子 的 充分 必要 条 件 是 AA 为 对 角 阵 . 

证 明 若 4 是 对 角 阵 , 则 4A 有 A = 有 A, 故 pp* = prp, 即 wp 是 正规 算 子 . 
是 plei) 二 Q11@1: 由 上 面 的 命题 可 知 p*(ei) = Qi1€1. 另 一 方面 ， 有 

2"(el) = Teit T1222 十 "十 Ginen: 
因此 a = 0 对 一 切 j > 1 成 立 . 又 因为 A 是 上 三 角 阵 , 所 以 
pl(e2) 一 Q22€2. 

故 又 有 p* (ez) 一 Q22e2 及 Q27 一 0(7 江 人 2) 不 断 这 样 做 下 去 即 得 A 是 对 角 阵 . 图 | 

定理 9.6.1 (Schur ( 舒 尔 ) 定理 ) 设 V 是 nn 维 西 空间 , p 是 Y 上 的 线性 算 
子 , 则 存在 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 使 p 在 这 组 基 下 的 表示 给 阵 为 上 三 角 阵 . 

证 明 对 VV 的 维 数 n 用 数学 归纳 法 . 当即 = 1 时 结论 显然 正确 . 设 对 n 一 1 
维 西 空间 结论 成 立 . 由 于 Y 是 复线 性 空间 , 因此 总 存在 gp* 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 
即 有 

2 (e) 二 和 e. 


设 W 是 e 张 成 的 一 维 子 空间 的 正 交 补 空间 . 由 命题 9.3.1 知 W 是 (p*)*=g 的 
不 变 子 空间 . 将 gp 限制 在 W 上 得 到 W 上 的 一 个 线性 变换 . 而 dimW =n 一 1， 


第 九 章 内 积 空间 399 


由 归纳 假设 存在 W 的 一 组 标准 正 交 基 {ei,e2,… ,en_1}, 使 六 在 W 上 的 限制 
在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 上 三 角 阵 , 令 en = ef 则 {eez,: yew} 成 为 VV 的 
一 组 标准 正 交 基 , wp 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 上 三 角 阵 . 口 
推论 9.6.1 (Schur 定理 ) 任 一 邑 阶 复 矩 阵 均 酉 相似 于 一 个 上 三 角 阵 . 
利用 上 面 两 个 命题 , 我 们 立即 得 到 下 列 定理 . 


定理 9.6.2 设 V 是 n 维 西 空间 , yp 是 VV 上 的 正规 算 子 , 则 WV 有 一 组 标准 
正 交 基 , 在 这 组 标准 正 交 基 下 , gp 的 表示 短 阵 是 对 角 阵 ,， 且 这 组 基 向 量 恰 为 p 的 nn 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

定理 9.6.3 复 矩 阵 4 西 相似 于 对 角 阵 的 充分 必要 条 件 是 A 为 复 正 规矩 阵 . 

显而易见 , 复 正 规矩 阵 的 特征 值 就 是 复 正 规矩 阵 西 相似 关系 的 全 系 不 变量 , 即 
两 个 复 正 规矩 阵 西 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 具有 相同 的 特征 值 . 

由 推论 6.2.3 我 们 知道 , 对 一 个 可 对 角 化 线性 变换 , 它 的 所 有 特征 子 空间 的 直 
和 就 是 全 空间 V. 对 复 正规 算 子 我 们 也 有 类 似 的 结论 . 

命题 9.6.2 设 是 由 维 西 空间 Y 上 的 线性 算 子 ,其 所 有 不 同 的 特征 值 
为 A1, X2)…， ,Ak, 则 [ea 是 正规 算 子 的 充分 必要 条 件 是 

V=Vili 人 WL...……1W, (9.6.1) 

其 中 (i==1,2,.… ,kk) 是 属于 特征 值 Xi 的 特征 子 空间 . 

证 明 设 yp 是 正规 算 子 , 则 它 是 个 可 对 角 化 的 线性 变换 , 所 以 

V=V@W9O..……@V. 

又 从 命题 9.6.1 知道 , 若 i 关 7j 则 Vi 上 Vi, 所 以 (9.6.1) 式 成 立 . 

反之 , 若 (9.6.1) 式 成 立 , 在 每 个 V; 中 取 一 组 标准 正 交 基 , 所 有 这 些 基 向 量 组 
成 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 因为 每 个 Vi 是 yp 的 不 变 子 空间 且 yp 限制 在 Vi 上 是 数 
量变 换 , 即 p(a) = 和 ia 对 一 切 a € Vi 成 立 , 故 p 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩阵 是 对 角 
阵 , 因此 yp 是 正规 算 子 . 口 

由 于 西 和 矩阵 是 正规 矩阵 , 因此 有 下 列 结 论 . 

定理 9.6.4 住 一 nn 阶 西 给 阵 必 西 相似 于 下 列 对 角 阵 : 

diag{c1, (Goan NE 

其 中 ci 为 模 长 等 于 1 的 复数 . 
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证 明 由 定理 9.6.3 知 丁 矩阵 西 相似 于 diag{ci, cz,…… ,cn}. 由 于 与 西 和 矩阵 西 
相似 的 抢 阵 仍 是 本 矩阵 , 故 diag{ci1, ca: … ,cn} 是 本 矩阵, 因此 |ci| = 二 口 


怀 昨 9.6 


1. 构造 一 个 二 阶 和 矩阵 , 它 可 对 角 化 但 不 正 交 相似 于 对 角 阵 . 
2. 设 复 矩阵 4 是 斜 Hermite 矩阵, 即 即 = -4. 证 明 : 4 必 西 相似 于 对 角 阵 


diag{fclca…… ,cn}, 


其 中 ci 是 纯 虚 数 . 
3. 求 酉 矩阵 PP, 使 上 4AP 是 对 角 阵 , 其 中 


4. 设 4 是 复 正 规矩 阵 , 求证 : A 是 Hermite 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 值 全 是 实数 . 
5. 设 4 是 复 正 规矩 阵 , 求证 : A 是 西 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 值 全 是 模 长 等 于 1 
的 复数 . 
6. 设 4 是 复 正 规矩 阵 , 如 果 4 又 是 寡 零 阵 , 即 存在 正 整数 k, 使 A* = O, 证 明 : 4 = O. 
7. 设 2 是 nn 维 酉 空间 V 上 非 零 正规 算 子 且 不 可 逆 , 求证 : V = Im ww | Ker %. 
*8. 设 和 ,和 2,… ,和 An 是 妈 阶 复 矩 阵 4 = (ai;) 的 特征 值 , 求证 : 
Dr < 二 lay) 


等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 为 复 正 规矩 阵 . 
提示 : 利用 推论 9.6.1. 


*§9.7 实 正 规矩 阵 


由 上 一 节 我 们 知道 , 实 和 矩阵 4 称 为 正规 矩阵 若 44' = A'A. 实 正规 矩阵 的 
正 交 相似 标准 型 比 复 正 规矩 阵 的 西 相似 标准 型 要 复杂 一 些 , 这 是 因为 任 一 复 矩 阵 
总 有 特征 值 与 非 零 特 征 向 量 , 而 实 正规 矩阵 可 能 没有 实 特 征 值 及 实 特征 向 量 . 为 了 
求 得 实 正规 矩阵 的 正 交 相似 标准 型 , 我 们 采用 “几何 ”方法 . 


第 九 章 内 积 空间 401 


首先 利用 欧 氏 空间 V 上 的 正规 算 子 yp 的 极 小 多 项 式 的 不 可 约 分 解 将 V 分 解 
成 为 若干 个 不 变 子 空间 的 正 交 直 和 , 这 时 要 求 p 限制 在 每 个 不 变 子 空 间 上 的 极 小 
多 项 式 不 超过 二 次 . 这 样 , 就 把 问题 的 研究 归结 为 极 小 多 项 式 次 数 不 超 过 二 次 的 正 
规 算 子 . 因为 极 小 多 项 式 为 一 次 的 线性 变换 就 是 数量 变换 , 因此 接 下 去 就 对 极 小 多 
项 式 为 二 次 不 可 约 多 项 式 的 正规 算 子 进行 讨论 . 这 样 就 可 以 得 到 实 正 规矩 阵 的 正 
交 相 似 标准 型 . 

引 理 9.7.1 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , f(z) 是 一 个 实 多 项 式 , 若 Op 是 人 上 的 
正规 算 子 , 则 f(gp) 也 是 V 上 的 正规 工 子 . 


证 明 设 
jz) 三 ao 十 ai 十 .十 am2Z7m， 


则 
JP)=ao7 十 aip 十 十 ampm， 


jp =aoT+ap’ 十 十 an) = f(p’), 
由 pp* = p*p, 不 难 验证 
f(p)f(p)’ = jp)FP). 口 


引 理 9.7.2 设 p 是 欧 氏 空间 V 上 的 正规 算 子 ，(z),g(z) 是 互 素 的 实 多 项 
式 . 假定 wu € Ker Fep),uweEeKerg(P), 则 


(wu,v) = 0. 
证 明 因为 f(z),g(7z) 互 素 , 故 存在 实 多 项 式 s(z),t(z), 使 
jz)s(Z) 十 9(Z)tZ) = 1. 


于 是 
f(p)s(p) 十 9(P)tP) 三 工 


因此 w= g(yp)t(p)(w), 
(2) = (g(P)t(P) WW, v) = (tp)(u); gp)" (vo)). 


由 上 面 的 引 理 g(p) 是 正规 算 子 且 g(yp)(v) = 0, 由 引 理 9.6.1 可 得 g(p)*(w) = 0， 
因此 (w,v) = 0. 口 
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定理 9.7.1 设 V 是 n 维 欧 氏 空 间 , p 是 VV 上 的 正规 算 子 . 令 g(z) 是 o 
的 极 小 多 项 式 , 且 gi(Z),… ,gk(7Z) 为 g(z) 的 所 有 互 不 相同 的 首 一 不 可 约 因 子 ， 
则 deg gi(zX) 2 且 

g(7) = gi(z) .gx(z). (9.7.1) 

又 若 Wi = Kergi(P), 则 

(1) Wi 1 Wi (i #2); 

(OV=W LL W,; 

(3) Wi(i== 1,…,k) 是 gp 的 不 变 子 空间 , 且 若 gp; 表示 yp 在 Wi 上 的 限制 ， 
则 gi(Z) 是 pi 的 极 小 多 项 式 且 wp; 是 Wi; 上 的 正规 算 子 . 


证 明 设 yp 在 V 的 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 为 正规 矩阵 4. 将 4 看 成 
复 和 矩阵, 则 4 本 相似 于 对 角 阵 . 因此 4 的 极 小 多 项 式 g(x) 无 重 根 . g(z) 是 实 系 
数 多 项 式 , 其 不 可 约 因子 或 为 一 次 式 , 或 为 二 次 式 , 故 (9.7.1) 式 成 立 . 

令 f(z) = g(z)/gi(z), 则 及 (z),… ,大 (z) 互 素 . 由 § 5.3 习题 7 知 , 存在 实 
系数 多 项 式 hi;(z) (i = 1 ,上 ), 使 


ht 
对 任意 的 we T， 
v= [fi(p)h(p) 十 … 二 fi(P)ha(p)|(v). (9.7.2) 


注意 到 gi;(yp)fi(w) = g(y) = 0, 故 对 任 一 i, fi(p)hi(p)(v) € Kergi(e) = Wi. 
当 i 关 7 时 , 9i(z) 与 gj(z) 互 素 , 由 引 理 9.7.2 得 到 Wi; 上 Wj;. 由 (9.7.2) 式 可 知 


V=W+:…+ WW. 
但 Wi 两 两 正 交 , 故 
V=WLl:…1W. 


若 weE Wi, 则 
gi(P)P(u) = pgi(p)(u) = 0, 
因此 yp(w) € Wi, 即 Wi 是 p 的 不 变 子 空间 . 又 从 gi(p)(w) = 0 对 一 切 we Wi 
成 立 且 gi(z) 不 可 约 知道 , p; 的 极 小 多 项 式 为 gi(z). 
最 后 因为 pp* = gp*yp, 所 以 对 任意 的 a e Wi， 


gi(P)P’ (a) = rogi(p)(a) = 0. 
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这 说 明 Wi 也 是 wp* 的 不 变 子 空间 .容易 验证 gp? 等 于 gp* 在 Wi; 上 的 限制 , 于 
是 pi 是 fi 上 的 正规 算 子 . 口 

接 下 去 我 们 要 讨论 极 小 多 项 式 是 二 次 不 可 约 多 项 式 的 实 正规 算 子 的 表示 和 矩阵 ， 
先 对 比较 简单 的 情形 即 极 小 多 项 式 为 zz +1 的 正规 算 子 进行 讨论 , 再 过 渡 到 一 般 
情形 . 

引 理 9.7.3 设 V 是 nn 维 欧 氏 空 间 , yp 是 V 上 的 正规 算 子 且 gp 适合 多 项 
式 g(Z)=Z2 十 1. 设 vEV,w= gp(v), 则 

Pp” (v) 三 一 VU, Pp" (wu) 一 人; 

vll= ol vw. 

证 明 由 p(w) =%2(o) = 一 ww 得 


0 


p(w) — ul + lp(w) + ol 
lp = 2(¢(0),) + el + pl +2(p(u),v) + lvll?. 


因为 p 是 正规 算 子 , 由 引 理 9.6.1 知 p(w = eol p(w = pC. 
故 


lp* (oN +2(p°(v), 0) + ul + lp ~ 2(p° (wu), 0) + lol 
lp*(v) + ul + lip’(w) — wll. 


© 
| 


于 是 p*(v) = 一 ww p*(u)=v. 又 
(2,4) = (2 (hu = (vp(W) = (u,v) = —(v,&), 
因此 (v,w) = 0,v 上 wu. 最 后 
[vl = (oo = (up(0)) = (u,v) = lull OO 


引 理 9.7.4 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , p 是 WV 上 的 正规 算 子 且 gp 适合 多 项 
式 g(Z) = (Z 一 Q)? 十 中 ,其 中 a,b 都 是 实数 且 b 关 0. 设 veEV,w=b 1(p 一 aTl)(v)， 
则 lull = |v), wv, 且 


Pp(v) = av+t bu, pu) = 一 po 十 au; 


Pp’(vV) = av—bu, p*(u)= Do 十 at. 
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证 明 令 幼 = 的 (Pp 一 a7), 则 劝 适 合 多 项 式 z2 十 1 且 必 一 W(w). 又 只 * = 
zj1(2* 一 aT), 外 是 V 上 的 正规 算 子 . 由 引 理 9.7.3 即 可 得 到 所 需 结论 . 口 


定理 9.7.2 设 p 是 n 维 欧 氏 空间 V 上 的 正规 算 子 , yp 的 极 小 多 项 式 
为 g(z) = (Zz 一 a)? 十 可 ,其 中 a,b 是 实数 且 b 关 0, 则 存在 s, 使 g(7)” 是 gp 的 特 
征 多 项 式 且 存在 VV 的 s 个 二 维 子 空 间 三，…… ,Vs, 使 


V=V1:.……1V. 
每 个 Vi 有 标准 正 交 基 {ti,vi}, 且 
PUi) = Qui — bvi, pVi) = bi avi. (9.7.3) 


证 明 对 V 的 维 数 nn 进行 归纳 . 当 n = 0 时 , 结论 是 平凡 的 . 当 n=1 时 , 任 
取 V 中 的 非 零 向 量 w 设 p(v) = cv, 其 中 c 是 实数 , 则 c 是 yp 的 特征 值 . 因此 c 
必须 适合 gp 的 极 小 多 项 式 g(z), 但 g(c) = (ce 一 a)? 十 局 > 0, 这 个 矛盾 说 明 n=1 
的 情形 不 可 能 发 生 . 设 维 数 小 于 n 时 结论 已 成 立 , 现 证 明 n 维 欧 氏 空间 的 情形 . 

任 取 V 中 长 度 等 于 1 的 向 量 v1, 令 wi = po-1(P 一 a 了 (v1), 则 wi,wi 是 两 个 
长 度 等 于 1 的 正 交 向 量 . 令 到 是 由 v1,wi 张 成 的 子 空间 , 则 


PW) = QuUi — bw, Pp(V1) = bu 十 QUli 


Pp (U1) = avi tbo, Pp*(v1) = 一 ball + av1. 


因此 Vi 是 和 gp* 的 不 变 子 空间 . 令 W = 他, 则 由 命题 9.3.1 知 W 是 9 
和 gp* 的 不 变 子 空间 . 因为 dim W = n 一 2, 由 归纳 假设 存在 s 一 1 个 二 维 子 空 
间 VW,… , VV, 使 

W= 人 人 WL 上.…|, 


且 每 个 WW (i = 2,.… ,s) 有 标准 正 交 基 {wi, vi} 满足 (9.7.3) 式 . 因此 
六 = 六 工 碎 二 LVs, 
且 % 在 标准 正 交 基 {wi, v1, wz,v2,… ,us us} 下 的 表示 矩阵 为 分 块 对 角 阵 : 
A= diag{Ai, A2,.…. ,A,}, 


其 中 
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显然 4 的 特征 多 项 式 为 g(x):. 口 
将 上 面 的 讨论 综合 起 来 , 就 可 得 到 这 一 节 的 主要 结论 . 
定理 9.7.3 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , pp 是 VV 上 的 正规 算 子 , 则 存在 一 组 标准 
正 交 基 , 使 p 在 这 组 基 下 的 表示 撼 阵 为 下 列 分 块 对 角 阵 : 
diag{ A1,.… Ar, C2r+1, ,Ch (9.7.4) 


其 中 cj (j 二 27 十 1,… ,n) 是 实数 ， A; 为 形 如 


的 二 阶 实 算 阵 . 
证 明 由 定理 9.7.1 可 知 
V=WLli WL:… LW, 


其 中 Wi; = Ker g;(p), 9gi(z) 是 次 数 不 超 过 2 的 多 项 式 , 并 且 p 在 W; 上 的 限制 yp; 
是 W; 上 的 正规 算 子 , 其 极 小 多 项 式 是 gi(z). 对 每 个 Wi, 若 gi(z) 是 二 次 多 项 式 ， 
则 由 定理 9.7.2 知 Wi; 可 分 解 为 若干 个 二 维 子 空间 的 正 交 直 和 . 若 ,gi(z) 三 工 一 ci 
则 gi; 一 ciT=0, 即 pi= ciT. 由 此 即 可 得 到 所 需 结论 . 口 

注 (9.7.4) 式 就 是 实 正规 矩阵 的 正 交 相似 标准 型 . 在 不 计 对 角 线 上 块 的 次 序 
的 意义 下 , 实 正规 矩阵 的 正 交 相 似 标准 型 是 唯一 确定 的 . 因此 , 实 正规 矩阵 的 特征 
值 是 正 交 相似 关系 的 全 系 不 变量 . 

利用 实 正规 矩阵 的 正 交 相 似 标准 型 , 我 们 立即 可 得 到 正 交 和 矩阵 的 正 交 相似 标 
准 型 . 

定理 9.7.4 设 A 是 n 阶 正 交 和 矩 阵 , 则 A 正 交 相似 于 下 列 分 块 对 角 阵 : 

diag{ Ai,.…: , Ar; 1,.…: J I ,—1}, 


其 中 
党 [ eh a 


一 Sin0 cosb; 
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证 明 由 于 正 交 和 矩阵 是 正规 矩阵 , 由 定理 知道 4 必 正 交 相 似 于 
diag{ Ai, or en 


又 由 正 交 矩阵 的 性 质 知 |c;| = 1 (i = 27 十 1,…: ,nn). 另 一 方面 , 设 


和 二 a bi 
= i 》 
则 oz 十 妈 王 1 故 可 设 a; = cosb bi = sin0i. 口 
设 4 是 n 阶 实 方 阵 , 若 4 适合 下 列 条 件 : 


A’=-A, 


则 称 4 是 实 反对 称 阵 或 实 斜 对 称 阵 . 由 于 44' = 一 A? = A'A, 故 实 反 对 称 阵 是 
正规 矩阵 . 若 PP 是 正 交 矩阵 , 则 


(P'4P)' = P'4'P = -P'4P. 


因此 , 反对 称 性 在 正 交 相似 下 保持 不 变 . 下 面 是 实 反 对 称 阵 的 正 交 相似 标准 型 定 
理 . 


定理 9.7.5 设 4 是 实 反对 称 阵 , 则 4 正 交 相似 于 下 列 分 块 对 角 阵 : 
diag{ Bi,:…: , B,; 0,:…. ,0}, 


其 中 


证 明 设 A 正 交 相似 于 
diag{ Bi,.…. , Br; cor+H ,cn 上 
由 B' = 一 B 即 得 c = 0(i= 2r 十 1,… ,n). 再 由 Bi = 一 B; 知道 , B; 必 具 有 定 
理 所 需 之 形状 . 口 


推论 9.7.1 实 反 对 称 阵 的 秩 必 是 偶数 , 且 其 实 特征 值 必 为 0, 上 庶 特 征 值 为 纯 
虚数 . 
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怀 昨 9.7 


1. 设 p 是 n 维 欧 氏 空间 上 的 正规 算 子 且 其 极 小 多 项 式 为 g(z) = (zx 一 a)? 十 如 ,5b 关 0, 证 
明 : yp 是 上 的 自 同 构 且 
p= (0 二 六)2 
2. 设 p 是 n 维 欧 氏 空 间 上 的 正规 算 子 , 罗 是 了 上 某 一 线性 算 子 , 若 pw = W%p, 证 明 : 
PP=Yp". 
3. 设 4, B 是 两 个 实 正规 矩阵 且 4B = BA, 求证 : 存在 正 交 和 矩阵 P, 使 P'AP 与 PBP 
同时 为 正 交 相似 标准 型 . 


4. 设 p 是 n 维 欧 氏 空 间 V 上 的 正 交 变换 , 若 det p = 1, 则 称 p 是 一 个 旋转 ; 车 det p = 
一 1, 则 称 gp 是 一 个 反射 . 求证 : 

(1) 奇数 维 空间 的 旋转 必 有 保持 不 动 的 非 零 向 量 , 即 存在 weE V, v #0, p(v) =%; 

(2) 反射 必 有 反 向 的 非 零 向 量 , 即 存在 wE V, v0, p(u) = 一 v. 


5. 证 明 : n 阶 实 方 阵 必 正 交 相似 于 下 列 分 块 上 三 角 阵 : 
41 


其 中 ci (i = 1,… ,k) 是 实数 ; Ai (i 三 1: ,7) 是 二 阶 实 和 矩阵 , 其 特征 值 为 ui 土方 V 二 工 
6. 设 A, B 是 方 阵 且 分 块 矩 阵 
> 如 
OB 


是 实 正规 矩阵 , 求证 : C = O 且 4, B 也 是 正规 矩阵 
7. 利用 第 5 题 和 第 6 题 证 明 实 正规 矩阵 的 正 交 相似 标准 型 定理 . 


+ S 9.8 谱 


设 V 是 n 维 本 空间, e 是 了 上 的 正规 算 子 ,e 全体 不 同 的 特征 值 设 
为 Xi,X?… ,入 ， 由 命题 9.6.2 我 们 知道 , 存在 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 使 得 p 
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在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 对 角 阵 

A = diag{A\1,.… ,和 1; A2, ， ,和 2;……， ;AR ;入 k}. 
假定 特征 值 Ni 的 重 数 等 于 ri, 则 在 分 解 式 

V=WilL Wl:…L1 WwW 

中 , Wi 是 yp 的 特征 子 空间 且 维 数 等 于 mi. 若 记 DD; 为 如 下 对 角 阵 

D:; = diag{0,.…: ,0;.…. Te TD 
即 主 对 角 元 有 7 个 1, 其 余 都 是 0 的 对 角 阵 , 则 

A =ADi+ ND2 + .+ MD 


诸 D; 适合 条 件 D? = D;, D;D; = O(i#j), Dit+ Ds+:…:+ DD: = 1,. 

对 实 对 称 阵 也 有 类 似 的 结论 . 如 果 把 上 面 的 结论 “翻译 ”成 几何 语言 就 是 下 面 
的 谱 分 解 定理 . 我 们 将 给 出 一 个 用 “几何 ”方法 的 证 明 . 

定理 9.8.1 设 V 是 有 限 维 内 积 空间 , gp 是 了 上 的 线性 算 子 , 当 VV 是 西 空间 
时 gp 为 正规 算 子 ; 当 Y 是 欧 氏 空间 时 yp 为 自 伴随 算 子 . 和 Al, 和 2,:… ,入 是 p 全 体 
不 同 的 特征 值 , Wi; 为 p 属于 Ni 的 特征 子 空间 , 则 WV 是 Wi (i == 1,2,… ,kk) 的 正 
交 直 和 . 这 时 车 设 轧 ; 是 V 到 WW 上 的 正 交 投影 , 则 gp 有 下 列 分 解 式 : 


Pp = NB 十 NB + + ME. (9.8.1) 
证 明 由 命题 9.6.2 知道 
V=WliW Ll. 1 W. 
又 因为 E; 是 V Wi; 的 正 交 投影 , 故 
T= E+ E+:::+tE,, 
注意 pB; = 和 Bi, 于 是 


pEi+wpE2 十 :十 9 有 
入 1 五 1 十 X? 五 ? 十 .… + kB:. 口 


0 


谱 分 解 定理 有 许多 重要 的 应 用 , 我 们 下 面 择 要 介绍 其 应 用 ， 
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1 
引 理 9.8.1 车 f(z)= I] (2 — Ni), 则 E; = fi(9). 
i AN — A 
证 明 当 i 关 j 了 时 EE; = 0, 故 
2 一 XE 2E, 于 内 X2E,. 


同 理 不 难 证 明 
”= 和 五; 十 X2 五 ?十 … 十 和 ENk 


对 一 切 正 整数 ”成 立 . 若 设 
f(z) = ao + aiz 十 … 十 anzn， 
则 
f(p) = aoT+aip 十 … 十 an 


天 天 k 
= ao(> E)+ aa(> 和 Bi) 十 … 十 an(2, XE:) 


大 
一 2_ 0)E:. 


由 fj(N;)=1, 方 (Ni)=0( 关 人 即 得 方 (Pp) = E;. 口 
推论 9.8.1 设 p 是 西 空间 V 上 的 线性 算 子 , 则 op 是 正规 算 子 的 充分 必要 
条 件 是 存在 复 系数 多 项 式 Flz), 使 p* = f (wp). 


证 明 若 存 在 复 系数 多 项 式 f(z), 使 p* = f(yp); 则 pgp* = wp*p, 即 p 是 正 
规 算 子 . 若 p 是 正规 算 子 , 由 定理 9.8.1 知 p 存在 谱 分 解 : 


廊 二 加 及 十 入 卫士 司 :站 加 本 
注意 到 到 是 自 伴随 算 子 , 故 

p* = 和 再 十 X2 厂 2 十 …. 十 和 
采用 与 引 理 9.8.1 相同 的 记号 , 令 f(z) - 立 大 f(z), 则 


天 
fp) = DN(p) = NE = .OD 


I=1 j=1 
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定义 9.8.1 设 yp 是 内 积 空间 V 上 的 自 伴随 算 子 , 若 对 任意 的 非 零 向 
量 aeT 总 有 (ela),a) > 0 ((p(a),a) > 0), 则 称 gp 为 正定 ( 半 正 定 ) 自 伴随 
算 子 . 
容易 证 明 wp 是 正定 自 伴随 算 子 当 且 仅 当 y 在 V 的 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 
矩阵 是 正定 Hermite 和 矩阵 ( 西 空间 时 ) 或 正定 实 对 称 阵 ( 欧 氏 空间 时 ); % 是 半 正 定 
自 伴 随 算 子 当 且 仅 当 w% 在 VV 的 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 是 半 正 定 Hermite 
和 矩阵 ( 西 空 间 时 ) 或 半 正 定 实 对 称 阵 ( 欧 氏 空间 时 ). 
虽然 下 面 一 个 定理 用 标准 型 很 容易 证 明 , 但 是 用 谱 分 解 来 证 明 亦 不 失 为 一 个 
好 方法 . 
定理 9.8.2 设 p 是 西 空间 WV 上 的 正规 算 子 . 若 wp 的 特征 值 全 是 实数 , 则 op 
是 自 伴随 算 子 ; 若 yp 的 特征 值 全 是 非 负 实数 , 则 % 是 半 正 定 自 伴随 算 子 ; 若 p 的 
特征 值 全 是 正 实数 , 则 gp 是 正定 自 伴 随 算 子 ; 若 yp 的 特征 值 的 模 长 等 于 1, 则 p 
是 西 算 子 . 
证 明 设 p 的 谱 分 解 为 
op 三 和 Al 五; 十 X2 五 2 十 :十 和 五 司 
则 
(a = 和 AE + NE; + + MBE:. | 
车 yp 的 特征 值 全 是 实数 , 则 gp* = gp, 即 p 是 自 伴随 算 子 . 若 入 全 是 非 负 实数 , 任 
取 非 零 向 量 a eV, 有 


五 1(a) 十 五 2(Q) + :+ Ex:(a), 
入 五 (ar) 二 和 X2 五 2(a) 十 =; 和 斗 ME (A), 


Q 
| 


| 


pla) 
从 而 
(p(@),a) = NE + NIE + + ME > 0. 
同 理 , 若 特征 值 全 是 正 实 数 , 则 yp 是 正定 自 伴 随 算 子 . 最 后 若 | 和 ;| = 1, 则 
pp” = ANBE+AMNBE + +AMB: 
= AE + | E+ + | Er 
= E+E+:…+E 
= 了 
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即 yp 是 酉 算 子 . 口 
下 面 的 定理 也 可 以 用 代数 方法 证 明 , 但 是 唯一 性 的 证 明 会 比较 困难 , 而 用 谱 分 
解 定理 证 明 则 比较 容易 . 


定理 9.8.3 设 V 是 有 限 维 内 积 空间 , gp 是 了 上 的 半 正 定 自 伴随 算 子 , 则 存 
在 V 上 唯一 的 半 正 定 自 伴 随 算 子 多 , 使 ?= 9. 


证 明 设 yp 的 谱 分 解 式 为 
p= AI 五 ; 十 ?五 ? 十 .十 rE.. 

令 qd; = VN (i= 1,2,.… ,k), 则 
p=dB+dE2+..+ dE 


适合 %2 = pp 且 线 也 是 半 正 定 自 伴随 算 子 . 
现 设 9 是 了 上 的 半 正 定 自 伴随 算 子 且 0? = yp, 我 们 要 证 明 8 = 令 


0=bF+bP + + brF | 
是 9 的 谱 分 解 , 其 中 五 是 正 交 投影 算 子 且 b; 为 非 负 实数 . 由 2 = wp 得 
p =F + + + Fh,. 


故 b 是 gp 的 特征 值 而 b; 互 不 相同 , 因此 7 = k, b; = di; (这 里 允许 差 一 个 次 序 ). 
注意 到 E;(V) 及 五 (V) 都 是 yp 的 关于 特征 值 入; 的 特征 子 空间 , 因此 F = Bi, 这 
就 证 明了 0 = 水 . 口 


推论 9.8.2 设 4 是 半 正 定 实 对 称 (Hermite) 给 阵 , 则 必 存 在 唯一 的 半 正定 
实 对 称 (Hermite) 纶 阵 B, 使 A = B?. 


定理 9.8.4 设 VV 是 nn 维 西 空间 ( 欧 氏 空间 ), p 是 VV 上 的 任 一 线性 算 子 , 则 
存在 V 上 的 西 算 子 ( 正 交 算 子 ) w 以 及 VV 上 的 半 正 定 自 伴随 算 子 功 , 使 p = wp， 
其 中 切 是 唯一 的 , 并 且 若 p 是 非 异 线性 算 子 , 则 ww 也 唯一 . 


证 明 若 已 有 p = wu 其 中 w 为 西 算 子 , W% 为 半 正 定 自 伴随 算 子 , 则 
P= Vw" Wo， 


PP = pw ww = pr. 
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由 定义 容易 验证 p*yp 是 半 正 定 自 伴 随 算 子 , 故 由 定理 9.8.3 知 , % 被 p 唯一 确定 . 
现 来 证 明 存 在 性 . 令 多 是 上 面 定理 中 的 侈 且 使 W2 = *p. 若 p 是 非 异 线 
性 变换 , 则 多 也 是 非 异 的 . 事实 上 , 这 时 


(op(o)) = (ou)=(PeP(o)o)=(2(o) 2(o)) (9.8.2) 


对 一 切 veEy 成 立 . 显然 从 gp 非 异 即 可 推出 沙 也 非 异 . 这 时 可 令 w = Pu- 只 
需 证 明 w 是 酉 算 子 ( 正 交 算 子 ) 即 可 . 注意 到 
(pp 
wro=W pp = wp! =I. 
因此 w 是 西 算 子 ( 正 交 算 子 ). 

若 op 不 是 非 异 线性 变换 , 现 来 定义 w. 设 玉 = Imw%, W+ 是 其 正 交 补 空间 . 

定义 WW = Im 儿 一 Img 的 映射 n 如 下 : 若 WwW(uw) e W, 则 

nV(W)) = p(u). 
这 时 我 们 必须 验证 m 定义 的 合理 性 . 即 若 W%(w) = 沙 (v), 必须 p(w) = p(wv). 
由 (9.8.2) 式 可 知 对 任意 的 a €V, |w(a) 上 = wp(a), 因此 ww(w 一 v)=0 当 且 
仅 当 p(w 一 v) = 0. 这 表明 9 是 一 个 合理 定义 的 映射 . 又 9 显然 是 线性 的 . 

再 定义 W+ 一 (Im yp)+ 的 映射 上: 由 (9.8.2) 式 可 知 yp 与 水 的 核 空 间 相同 ， 
故 像 空 间 的 维 数 相等 . 于 是 W+ 与 (Im gp)+ 的 维 数 相同 , 故 必 存 在 一 个 保持 内 积 
的 同 构 , 这 个 同 构 记 为 上 . 由 于 六 = W@W-+, 因此 V 中 任 一 向 量 w 均 可 唯一 地 
表示 为 


v=wW 二 Ww 
其 中 weEW,w’ EeW+. 令 
w(v) = 7(w) +é(w"), 
不 难看 出 w 是 V 上 的 线性 变换 且 若 设 w = 区 (ww), 则 
(ww(o)) = (nw) +é(w), nw) + é(w")) 
= (Pp(u) +é(w), Pp(u) + é(w')) 
= (Pp(u),p(u)) + (€(w'), E(w")) 
> (ww), wp(u)) 中 (w,, 1w’) 
= (w,w) + (w’,w’) 


= (VY): 
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因此 w 是 西 算 子 ( 正 交 算 子 ). 显然 这 时 wp = wp. 口 


我 们 称 yp = wu 是 一 个 极 分 解 . yp 也 可 作 这 样 的 分 解 : gp = Wiwi, 这 里 wl 
为 西 算 子 ( 正 交 算 子 ), Wi 为 半 正 定 自 伴 随 算 子 . 这 个 式 子 也 称 为 极 分 解 . 证 明 只 
需 先 对 gp* 作 如 上 述 定理 之 极 分 解 , 再 求 p* 的 伴随 即 yp 就 可 以 了 . 


推论 9.8.3 设 4 是 兄 阶 实 答 阵 , 则 存在 史 阶 正 交 和 矩阵 @ 以 及 n 阶 半 正 定 
实 对 称 阵 5S, 使 A 二 QS. 又 设 妞 是 见 阶 复 矩 阵 , 则 存在 兄 阶 西 给 阵 TUJ 以 及 也 
阶 半 正 定 Hermite 敌阵 瑟 , 使 BB 二 UH. 上 述 分 解 式 当 A, B 为 非 异 阵 时 被 唯一 
确定 . 

实 ( 复 ) 矩阵 的 极 分 解 也 称 为 O05 分解 (UH 分 解 ). 矩阵 极 分 解 的 另 一 形式 读 
者 不 难 自 己 写 出 . 从 定理 9.8.4 的 证 明 过 程 很 容易 得 到 非 异 阵 极 分 解 的 计算 方法 ， 
我 们 将 通过 下 面 的 例子 进行 曾 述 . 对 于 奇异 阵 的 极 分 解 , 若 将 定理 9.8.4 的 证 明 过 
程 转 化 为 计算 方法 则 过 于 繁琐 , 因此 我 们 将 通过 § 9.9 节 和 矩阵 的 奇异 值 分 解 来 求 相 
应 的 极 分 解 . 


例 9.8.1 求 下 列 非 异 阵 的 极 分 解 : 


TO .7 汪汪 
pe i 
5 几 了 2 
解 ”经 计算 可 得 
150 125 125 
4'4=|125 150 125 
125 125 150 
采用 与 例 9.5.2 相同 的 计算 方法 可 得 正 交 和 矩阵 
ee 
V2 V6 V3 
i 
辽 2 6 Wael 
2 1 
0 ER 
6 V3 
使 得 P'A’AP = diag{25,25, 400}. 令 
5 0 0 10 海 上 
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则 8S 为 正定 阵 且 4'4 = 5S2. 再 令 


3 
10 地 0 5 

Q=AS'!=| 5 10 5 57 垢 OW" 若 2 将 汪汪 
一 二 物 站 -2 


THO 


则 4 = QS 即 为 所 求 的 极 分 解 . 
习 昨 9.8 


1. 设 p 是 n 维 西 空间 V 上 的 线性 算 子 , 证 明 : yp 正规 的 充分 必要 条 件 是 ||e(u)l| = 
ip*(v) 川 对 一 切 w EV 成 立 . 

2. 设 y 是 nn 维 西 空间 V 上 的 线性 算 子 , 证 明 : gp 正规 的 充分 必要 条 件 是 若 v 是 pp 属于 
特征 值 A 的 特征 向 量 , 则 vw 也 是 sp* 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 . 

3. 设 p 是 n 维 西 空间 V 上 的 线性 算 子 , 证 明 : yp 正规 的 充分 必要 条 件 是 p = Pi 十 ip>， 
其 中 pi, pa 为 自 伴随 算 子 且 lps = p2971. 

4. 设 % 是 nn 维 西 空间 V 上 的 线性 算 子 , 证 明 : gp 正规 的 充分 必要 条 件 是 = wwp, 其 
中 是 半 正 定 自 伴随 算 子 , w 为 西 算 子 且 w 与 W 可 交换 . 


5. 证 明 : 谱 分 解 定理 之 道 也 成 立 , 即 如果 wp 是 西 空间 上 的 线性 算 子 且 存在 一 组 线性 算 
子 {Ei, Ez2,… ,Er}, 适合 Bi + Ez+.::+ E. = I1, EE; = 0( #7)), E= E= E, 
车 p= 和 Bi 十 入 Bz 十 … 十 和 Bk, 则 2 是 正规 算 子 . 


6. 求 下 列 非 异 阵 的 极 分 解 : 


» 内 
11 -5 i 湾 
| of @)|o o 1|. 
4 20 0 


*S9.9 奇异 值 分 解 


定义 9.9.1 设 A 和 A 是 mxn 实 答 阵 , 如 果 存 在 非 负 实数 og 以 及 n 维 非 零 实 
列 向 量 a, m 维 非 零 实 列 向 量 B, 使 
Aa = 0o8, A'B = oa, 
则 称 go 是 4 的 奇异 值 , a, B 分 别称 为 A 关于 og 的 右 奇 异 向 量 与 左 奇异 向 量 . 
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为 了 从 几何 上 描述 奇异 值 问 题 , 我 们 引进 线性 映射 的 伴随 概念 , 它 可 以 看 成 是 
内 积 空间 上 线性 变换 的 伴随 概念 的 推广 . 

定义 9.9.2 设 V,U 分 别 是 n 维 , m 维 欧 氏 空间 , yp 是 VV 一 U 的 线性 映射 . 
若 存 在 U 一 VV 的 线性 映射 p*, 使 得 对 任意 的 vEV,wu EU, 都 有 

(Pp(v),u) = (v, pp” (u)) 

成 立 , 则 称 tp* 是 op 的 伴随 . 

定理 9.9.1 设 V,U 分 别 是 n 维 , m 维 欧 氏 空间 ,P 是 V 一 U0U 的 线性 映射 
则 % 的 伴随 gp* 存在 且 唯 一 . 

证 明 与 定理 9.3.1 ( 即 线性 变换 伴随 的 存在 唯一 性 ) 的 证 明 类 似 , 故 从 略 . 口 

从 伴随 的 定义 我 们 不 难 发 现 , 车 取 定 V 的 一 组 标准 正 交 基 {ei, es2,:… ,en},U 
的 一 组 标准 正 交 基 {fi, 2，,… , fm 设 yp 在 这 两 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 4A, 则 gp* 
在 这 两 组 基 下 的 表示 矩阵 为 A', 证 明 也 和 线性 变换 的 情形 相同 . 因此 , 奇异 值 与 奇 
异 向 量 的 几何 定义 即 为 下 列 等 式 成 立 : 

Pp(v) = ou, p*(u) = owv, 
其 中 o> 0, v eV, wv EU 都 是 非 零 向 量 . 不 难 验证 gp* 了 
算 子 , pw* 是 UV 上 的 半 正 定 自 伴随 算 子 . 又 
2*p(o) = 9*(ou) = op*(u) = 0 

因此 o? 是 *we 的 特征 值 , v 是 gp*gp 的 属于 c2 :的 特征 向 量 : 同 理 , o? 也 是 pp* 
的 特征 值 , w 是 gop* 的 属于 o? 的 特征 向 量 . 

定理 9.9.2 设 V,U 分 别 是 n 维 , m 维 欧 氏 空间 , gp 是 VV 一 U 的 线性 映射 ， 
则 存在 VV 和 U 的 标准 正 交 基 , 使 p 在 这 两 组 基 下 的 表示 短 阵 为 


9) 


其 中 


是 一 个 7 阶 对 角 阵 , ol > 02 之 … 盖 or > 0 是 % 的 非 零 奇异 值 . 
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证 明 因为 w*p 是 了 上 的 半 正 定 自 伴随 算 子 , 故 存在 Y 的 一 组 标准 正 交 
基 {fel,ez…… ,en}, 使 o*p 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 n 阶 对 角 阵 diag{ 和 1,:… ,A 入;， 
0,…, 0}, 其 中 7 =r(p*p) =r(p) 且 入 >… > 入 >0 为 p*y 的 正 特征 值 , 从 
而 有 
erp(ei) = 和 Xieb li<r; pple;)=0,r+l1<i<n. 


令 ui = VAi (i = 1,2,.… ,7) 为 算术 平方 根 . 注意 到 对 任意 的 1<i<m， 
lw(ed)ll = (9(ei), plei)) = (Prep(eiei) = N(ei,ei) = of leill? = .02, 
即 |le(ei)l = oi; 对 任意 的 1<i##j <m， 
(plei), plei)) = (9’ plei)se;) = Ni(ei ei) = 0; 
又 对 任意 的 + 十 1 < jn, 
lp(e)l = (plei), ple;)) = (PP(ei))ej) =0, 


即 p(ej) =0. 令 
. 
fi = 元 2(eih， 一 1, 2 3 7) 


则 天, 天,… ,天 是 U 中 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 , 由 定理 9.2.2 可 将 它们 扩 
张 为 U 的 一 组 标准 正 交 基 {天 ,…: , 所, 41,… ,fm} 于 是 在 V 的 标准 正 交 
基 {ei1, ez,… ,en} 和 U 的 标准 正 交 基 {天 , 记 ,…… , fn} 下, gp 满足 : 


plei)=0ifi,l1<i<r; ple;)=0,r+1<j<n. 
由 gp* 在 上 述 两 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 是 yp 的 表示 和 矩阵 的 转 置 可 得 : 
Pp"(fi)=0ie,1<i<r; yp(f)=0,r+1l1<i<m, 
这 就 得 到 了 要 证 的 结论 . 口 


推论 9.9.1 设 A 是 mxn 阶 实 矩 阵 A 和 的 秩 等 于 7, 则 存在 m 阶 正 交 矩 
阵 PP 以 及 n 阶 正 交 算 阵 Q@, 使 


,a |s 
Paa- (5 
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其 中 


是 一 个 7 阶 对 角 阵 , oil > o2 二 …>or >0 是 4 的 非 零 奇 异 值 . 


P'AQ = 称 为 矩阵 A 的 正 交 相 抵 标准 型 , 而 A = 书 2 > Q’ 
则 称 为 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 . 矩阵 的 奇异 值 分 解 在 信息 理论 、 控 制 理论 等 方面 具 
有 重要 的 应 用 . 

如 何 计算 m x n 阶 实 矩阵 A 的 奇异 值 分 解 ? 事实 上 , 从 定理 9.9.2 的 证 明 过 
程 中 可 以 得 到 具体 的 计算 方法 . 首先 , 求 出 A'A 的 正 交 相 似 标准 型 , 即 求 出 n 阶 
正 交 和 矩阵 @, 使 


Q'4'4Q = diag{N1,:…: , MN, 0,... ,0}, 
其 中 r = r(4'4) =r(4) 且 入 >:…> 和 > 0 为 A4'4 的 正 特 征 值 ， 其 次 ， 
设 Q = (al az …， , Qn) 为 列 分 块 ， 令 

ai = VANi Bi =i Am i 


则 Bi,B2,… ,B. 是 两 两 正 交 长 度 为 1 的 m 维 列 向 量 , 将 它们 扩张 为 恨 的 一 组 
标准 正 交 基 {81, B2,: a .Bi 最 后 ， 令 P= (Bi1, Bo,:…- , Bm) 为 mm 阶 正 交 和 矩阵 ， 
则 


S O 
40-P 人 (2 中 
从 而 
S ON _， 
你 (2 0)。 (9.9.1) 


即 为 A 的 奇异 值 分 解 . 

在 上 述 计算 过 程 中 , 正 交 和 矩阵 @ 的 选取 并 不 唯一 ; 当 @ 取 定 之 后 , 若 r(4) = 
7 <m, 则 正 交 和 矩阵 忆 的 选取 也 不 唯一 . 因此 在 奇异 值 分 解 中 , 除了 diag{S,O} ( 即 
矩阵 4 的 奇异 值 ) 是 由 4 唯一 确定 之 外 , 正 交 矩 阵 PP, Q 的 选取 一 般 都 不 唯一 . 
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从 n 阶 窍 阵 4 的 奇异 值 分 解 很 容易 得 到 4 的 极 分 解 . 事实 上 , 由 (9.9.1) 式 
可 得 : 
) 5 人 
4-(Poe(S ge (9.9.2) 
其 中 R= PQ' 是 n 阶 正 交 和 矩阵 , B = Q diag{S,O}Q' 是 n 阶 半 正 定 实 对 称 阵 ， 


从 而 4 = RB 即 为 4 的 极 分 解 . 通过 奇异 值 分 解 来 求 极 分 解 , 在 处 理 奇 异 阵 时 
很 有 用 . 


例 9.9.1 求 下 列 算 阵 的 奇异 值 分 解 和 极 分 解 : 


心 

ll 
OP 
I 


5 
hs 
2 


解 ”经 计算 可 得 : 
2 2 6 
44=|2 5 12|. 
6 12 30 


采用 与 例 9.5.2 相同 的 计算 方法 可 得 正 交 和 气 阵 


5 
V30 V5 V6 
= 志和 2 
-| 病态 克 上 | 
5 i 
而 14- 5 


使 得 Q'4'4Q = diag{36,1,0}. 设 Q@ 的 3 个 列 向 量 依次 为 al, aa as, 令 


1 1 
01=6, B= 4aa 一 2 ; 


1 


V5 


添加 单位 向 量 6。 = 译 9 圳 病 使 B1, Bo, Bs 成 为 Rs 的 一 组 标准 正 交 基 . 


02 一 1, B2 一 4a> 一 (0， 2,—1).. 
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令 忆 = (Bi,B2,PB3), 则 PP 为 正 交 和 矩阵 . 由 (9.9.1) 式 可 得 4 的 奇异 值 分 解 为 


2 5 
30 6| /6 V30 V30 V30 
是 和 
30 V5 6 V5 V5 
2 下 2 0 2 1 
v 了 WwW v6 本 
由 (9.9.2) 式 可 得 4 的 极 分 解 为 
00 1\/101 
A=|1 06l0 1 
0/ AI 全 站 


如 果 我 们 选取 -Bs 与 B1, Bo 组 成 Rs 的 一 组 标准 正 交 基 , 令 PP = (Bi1, Bs, 一 Bs)， 
则 可 得 4 的 另 一 种 奇异 值 分 解 , 由 此 诱导 的 A 的 另 一 种 极 分 解 为 


1 2 2 

号 ¥ 0 

2 另 了 
着。 1 2 

3 sl 10 

一 ”和 泡 | i 

ge 


例 9.9.2 设 V,U 分 别 是 n 维 , m 维 欧 反 空间 , op, 人 外 是 VU 的 线性 映 
射 , po* 和 tp* 分 别 是 和 人 甸 的 伴随 . 若 gp*gp == 仍 * 录 ,证明 : 存在 了 可 上 的 正 交 变 
换 ww, 使 p = wp. 


证 明 我 们 将 沿用 定理 9.9.2 证 明 中 的 记号 . 设 在 Y 的 标准 正 交 基 {ei, es， 
en 下 , p*p = wp 的 表示 和 矩阵 为 n 阶 对 角 阵 diag{ 和 1,… ,入 ;,0,…… ,0}, 
则 由 定理 9.9.2 的 证 明知 存在 UV 的 标准 正 交 基 {天 , 天,… , fm}, 使 p 在 这 两 
组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 分 块 对 角 阵 diag{S, O}. 同 理 , 存在 UV 的 另 一 组 标准 正 交 
基 {gi1,g2,… ,gm 使 仇 在 {e1,e2,… ,en} 和 {gi1,g2,… ,gm} 下 的 表示 和 矩阵 也 
是 diag{S, O}. 现 定义 UV 上 的 线性 变换 w 为 : w(g;) = fi,i=1,2,…,m, 则 ww 
是 ZX 上 的 正 交 变换 且 


wW(ei) = w(0i9i) = 0iw(gi) = oifi= plei), lS<i<r; 


wy(ei)=w(0)=0= ple), r+1<j<n, 
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故 p = wwp. 口 
实 和 矩阵 ( 欧 氏 空间 之 间 的 线性 映射 ) 的 奇异 值 分 解 理论 完全 可 以 类 似 地 推广 
到 复 和 矩阵 (本 空间 之 间 的 线性 映射 ) 的 情形 , 我 们 把 这 些 推广 留 给 读者 自己 完成 . 


怀 蜂 9.9 


1. 求 下 列 矩 阵 的 奇异 值 分 解 : 


A 
(于 下 (2) 
| 


2. 求 下 列 矩 阵 的 极 分 解 : 


1 /EDN= 3: 4 MH a 
o 人 站 人 


i OO ~ 


*S9.10 最 小 二 乘 解 


我 们 先 来 讨论 一 个 几何 问题 . 设 在 三 维 欧 氏 空间 V 中 有 一 个 平面 W, 平面 外 
有 一 点 C, 现在 要 求 这 一 点 到 该 平面 的 最 短 距离 . 为 方便 起 见 , 不 妨 设 这 平面 由 V 
的 一 组 标准 正 交 基 {ei, e2, e3} 中 的 两 个 向 量 ei, ez 张 成 (图 9.1). 
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C 为 向 量 v 的 终点 , 则 vw 到 平面 W 的 距离 d 等 于 C 到 垂 足 点 的 距离 , 即 
d= |v— ull. 
因此 只 需求 出 w 就 可 以 求 出 4 来 . 但 we W, 可 设 
W = Mei + Xze2， 
由 (vw 一 w) 上 ei (i 二 1,2), 得 


(v— uei)=0,1i=1,2. 


因此 
Al 一 (u, el) 于 (v, e1), 和 2 < (ui e2) (we2) 
即 
w= (v,el)eil 十 (U,ez)e2. 
另 一 方面 ， 
人 一 (v, el)el 六 (v, €2)e2 十 (v, €3)e3, 
即 有 


d= |(v, es)|. (9.10.1) 


我 们 称 向 量 ww 为 向 量 v 在 子 空间 W 上 的 正 交 投影 向 量 . 

现在 我 们 把 问题 提 得 更 一 般 些 . 设 V 是 一 个 内 积 空间 , W 是 V 的 子 空 
间 (W 关 V). v 是 V 中 的 一 个 向 量 , 现 要 在 W 中 找 一 个 向 量 wv, 使 vw 一 wl| 最 
小 . 如 果 这 样 的 w 存在 , 则 称 w 是 在 W 中 的 正 交 投影 向 量 . 长 度 ||w 一 wl| 被 
称 为 v 到 W 的 距离 . 


定理 9.10.1 设 W 是 有 限 维 内 积 空间 V 的 子 空间 ,wv EV, 则 

(1) 在 WW 中 存在 唯一 的 向 量 久 ,使 |v 一 wl| 最 小 且 这 时 (vw 一 wu) 上 Wi; 

(2) 若 {ei1,… ,em} 是 W 的 标准 正 交 基 , 又 {em41,… ,en} 是 WJ+ 的 标准 
正 交 基 , 这 样 {e1, e2,… ,en} 就 成 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 


取 三 (el)el 十 (ez)jez 十 … 十 (oem)em， 
Vv—wu= (v, Em+1)emt1 vm (v, en)en, 


le- 可 = [eesaDP+ + le pF] (9102) 
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证 明 设 w 是 W 中 任 一 向 量 , 要 证 明 lo 一 wll < lv 一 wl， 注意 到 这 

时 (vw 一 ww) 上 上 W,v 一 = (v 一 十 (vw 一), 一 we€EW. 因此 , 由 勾 股 定理 有 
lv — wl = -vl + lv wl. 
车 w 关 u, 则 
le 一 ze 此 > lo 一 二 

这 样 我 们 不 仅 证 明了 ll 一 wl| 的 最 小 性 , 也 证 明了 的 唯一 性 . 口 

现在 我 们 举例 来 说 明定 理 9.10.1 在 求 最 小 二 乘 解 方面 的 应 用 . 在 许多 实际 问 
题 中 我 们 经 常会 碰 到 解 所 谓 的 “了 矛盾 线性 方程 组 ”的 问题 . 为 说 得 更 清楚 一 些 , 举 
一 个 简单 的 例子 . 

在 经 济 学 中 , 个 人 的 收入 与 消费 之 间 存 在 着 密切 的 关系 . 收入 越 多 , 消费 水 平 
也 越 高 . 收入 较 少 , 消费 水 平 也 较 低 . 从 一 个 社会 整体 来 看 , 个 人 的 平均 收入 与 平 
均 消 费 之 间 大 致 呈 线性 关系 ,车 久 表示 收入 , v 表示 支出 , 则 w,v 适合 


uU=a+tb, (9.10.3) 


其 中 a,b 是 两 个 常数 , 需要 根据 具体 的 统计 数据 来 确定 . 假定 现在 有 一 组 统计 数字 
表示 3 年 中 每 年 的 收入 与 消费 情况 ( 表 9.1). 现 要 根据 这 一 组 统计 数字 求 出 a,b. 


表 9.1  ” (单位 : 万 元 ) 


年 1 2 3 


将 u,v 的 值 代入 (9.10.3) 式 得 到 一 个 两 个 未 知 数 3 个 方程 式 的 线性 方程 组 : 


a+1.2b= 1.6, 
a+1.4b =1.7, 
a+1.8b = 2.0. 
从 第 一 、 第 二 个 方程 式 可 求 出 a = 1, b= 0.5, 代入 第 三 个 方程 式 : 
1+1.8x0.5= 1.9 #2.0, 


这 说 明 上 面 的 线性 方程 组 无 解 . 那么 这 样 一 来 是 不 是 说 我 们 的 问题 就 没有 意义 了 
呢 ? 当然 不 是 ! 事实 上 , 收入 与 消费 的 关系 通常 极为 复杂 , 我 们 把 它 当 成 线性 关系 
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只 是 一 种 近似 的 假定 . 另外 , 统计 数字 本 身 不 可 避免 地 会 产生 误差 , 也 就 是 说 统计 
表 只 是 实际 情况 的 近似 反映 . 我 们 的 目的 是 求 出 a,b 的 值 以 供 理论 分 析 之 用 . 既 
然 统计 数字 有 误差 , 就 不 可 能 也 没有 必要 求 出 a,b 的 精确 解 . 此 矛盾 的 出 现 并 不 意 
味 着 我 们 因此 而 束手无策 了 . 我 们 可 以 对 ob 提出 这 样 的 要 求 : 求 出 a 与 b, 使 得 
到 的 关系 式 ww = a 十 bv 能 尽 可 能 好 地 符合 实际 情形 . 用 数学 语言 来 说 就 是 求 w, 
使 平方 偏差 : 

[((a+1.25) —1.6] + [(a+1.46) —1.7] + [(a+1.86) 一 2.0] 


取 最 小 值 . 这 就 是 所 谓 的 最 小 二 乘 问题 . 一 般 来 说 , 为 了 使 理论 关系 式 更 符合 实际 ， 
通常 要 求 统计 数字 多 一 点 , 即 方程 式 的 个 数 多 一 点 . 

如 何 求 “ 最 小 二 乘 解 ”? 让 我 们 来 作 一 些 理论 上 的 分 析 ; 假定 有 下 列 矛 盾 线性 
方程 组 : 


2 


Q11T1 T01282 :让 Qn En 二 区) 
Q217T1 十 Q22T2 十 … :十 a2n2Zn 二 b2， 
Qm121l 十 Qm222 二 + GmnTn = bi 


其 中 m > n, 它 的 系数 矩阵 记 为 A. 为 方便 , 将 上 述 线性 方程 组 写 为 矩阵 形式 : 


4z =, (9.10.4) 
其 中 
Tl1 bi 
ZT2 bs 
z= 0 
Pi ,机 
现 要 求 出 z, 使 
Sn ( Qij Tj; 中 
人 
取 最 小 值 . 记 
Q11 Q12 QIm 
Q21 Q22 Q2m 
Cl 一 ) Q2 一 ““， Qn 一 


Qml Qm2 Qmn 
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考虑 向 量 
T1Q1 十 Zaa2 十 … 十 Znamn 一 避 ， 
这 是 一 个 m 维 列 向 量 , 第 i 个 坐标 为 六 aijz; -bi. 因此 , 若 记 V = 及 w, 内 积 取 
j=1 
标准 内 积 , 则 


mm n 2 
(zaiaa 二 zzao 十 … 十 Znam) 一 Bl > (Dav; 于 b) E 
i=1 ”j=1 


而 

|(zi0n + z202 + -+zn0m) -P|=1Az -Bl =12— Azl. 
当 zi z2…… ,Yn 变动 时 , Zial 十 Zaaz 十 …' 十 Znamn 就 是 ai Qo,… ,Qn 张 成 的 V 
的 子 空间 , 记 之 为 W. 要 使 18 - Az|| 取 最 小 值 , 实际 上 就 是 要 求 8 到 W 的 距 
离 . 由 定理 9.10.1 知道 , 只 需 取 B 在 W 上 的 正 交 投 影 向 量 y 就 可 以 了 . 于 是 求 
方程 组 (9.10.4) 的 最 小 二 乘 解 又 归结 为 求 下 列 线性 方程 组 的 解 : 


4z =7. (9.10.5) 


由 定理 9.10.1 知道 这 样 的 解 总 是 存在 的 . 我 们 可 以 按照 定理 9.10.1 中 的 办 法 先 
求 W 的 标准 正 交 基 , 再 扩展 为 Y 的 标准 正 交 基 , 从 而 求 出 7, 最 后 解 线性 方程 
组 (9.10.5) 便 可 求 出 z. 但 是 这 样 做 比较 麻烦 , 我 们 希望 能 有 一 个 比较 简便 的 方法 
求 出 zx 来 . 

首先 我 们 注意 到 在 实际 问题 中 , 矩阵 4 的 秩 通 常 都 等 于 mw%. 因此 , 可 设 4 
是 列 满 秩 阵 , 即 r(4) = n， 这 也 就 是 说 , 向 量 Qj, Qo,… ,an 线性 无 关 , W 是 
由 ai,a2,…… ,an 张 成 的 n 维 子 空间 . 设 


7 = T1011 十 To 十 .…… 十 Znan， (9.10.6) 


由 定理 9.10.1 知道 (8 一 y) 上 W, 因此 (86=7) 1 Qi(i= 1,…,n), 即 ((B8 一 
?7),oi) = 0, 或 者 (7, ai) = (B, ai). 这 样 便 有 下 列 线性 方程 组 : 

(al ai)zl 十 (as QO1)T2 十 :十 (an ai)zZn = (8B, ai)， 

(al as)zl + (aa az)za 十 … 十 (an az)zn 一 (Gao)， 


(al an)zl 十 (ao an)za 十 … 十 (an an)zn = (B, on). 
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阁 记 4' 为 4 的 转 置 , 则 上 面 的 方程 组 可 写 为 矩阵 形式 : 
4'4z = A'B. 
由 于 4 的 秩 为 n, 因此 4' 的 秩 也 是 n, 故 4'4 为 非 异 n 阶 方 阵 . 于 是 
z= (4'4)-14'B. 


这 就 是 线性 方程 组 (9.10.4) 的 最 小 二 乘 解 . 
下 面 我 们 来 求 前 面 例 子 中 提出 的 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 : 


aa 十 1.20 一 1.6， 
Q 十 1.40 一 1.7， 
a 二 1.8b = 2.0. 
1 12 1.6 
A=|1 1i4|l, .A= BS MY |: 
12 1l4 18 
1 1.8 2.0 


不 难看 出 4 的 秩 等 于 2, 并 通过 计算 得 : 


3 44 1 /6.64 -4.4 
A'A= 1 (A'A)-! = ， 
局 ey vt 也 吕 和 3 | 


sa fa ca 1 POM fA 
ee je i 人 的 
由 此 得 最 小 二 乘 解 (近似 值 ): 
=0.77 
b= 0.68. 
因此 , 收入 与 消费 的 关系 式 为 


w= 0.77+0.68v. 


司 星 9.10 


1. 设 4 为 m x n 阶 实 矩 阵 , 求证 : 对 任意 的 m 维 实 列 向 量 B, n 元 线性 方程 组 4'4mz = 
A'B 一 定 有 解 . 
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复 习 是 密 


1. 设 {fai,az,:… ,am} 是 欧 氏 空间 V 上 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 证 明 : 它们 的 Gram 和 矩阵 
必 是 正定 阵 . 

2. 设 V 是 n 维 欧 氏 空间 , G 是 一 个 n 阶 正定 实 对 称 阵 ， 求 证 : 必 存 在 V 的 一 组 
基 {ei1,e2,… ,en}, 使 其 Gram 矩阵 就 是 G. 更 一 般 地 , 对 任 一 m (m < n) 阶 正定 实 对 称 
阵 4, 总 存在 V 上 m 个 线性 无 关 的 向 量 {Qi, Qe2,… ,am 使 其 Gram 矩阵 就 是 A. 


3. 设 4 是 半 正 定 实 对 称 阵 , 求证 : 对 任意 的 no 维 实 列 向 量 x,y, 有 
lz'4g < lz Azlly Ayl. 
4. 设 线性 空间 U 是 齐 次 线性 方程 组 4z = 0 的 解 空间 , 求 V+ 适合 的 线性 方程 组 . 
5. 设 V 是 nn 阶 实 对 称 阵 组 成 的 实 线性 空间 , 在 V 上 定义 
(4, B) =tr(AB). 
(1) 求证 : ( ，) 是 V 上 的 一 个 内 积 ; 


(2) 求 出 V 的 一 组 标准 正 交 基 ; 
(3) 设 工 是 一 个 n 阶 实 和 矩阵 , 定义 p(4) = T'AT, 则 yp 是 V 上 的 线性 变换 . 求证 : yp 是 


自 伴随 算 子 的 充分 必要 条 件 是 全 为 对 称 阵 或 反对 称 阵 . 


6. 设 V,U 都 是 维 欧 民 空间 , {ei1,e2,… ,en} 和 {及 , 天 ,…: ,fn} 分 别 是 V 和 U 的 一 
组 基 (不 一 定 是 标准 正 交 基 ). yp 是 V 到 U 上 的 线性 映射 且 e(ei) = 天 (i= 1,2,… ,mn). 求证 : 
% 是 保 积 同 构 的 充分 必要 条 件 是 这 两 组 基 的 Gram 矩阵 相等 , 即 


Glei,e2,.* ,en) = G(fi, fo ,fn): 
7. 设 p 是 n 维 内 积 空 间 V 上 的 变换 且 满 足 条 件 : 
(p(T), p(Y)) = (2,Y), 
求证 : yp 是 线性 映射 , 从 而 必 是 正 交 变换 或 西 变换 . 
8. 求证 : 正定 实 对 称 阵 4 是 正 交 算 阵 的 充分 必要 条 件 是 A 为 单位 阵 . 
9. 设 忆 是 n 阶 正 交 矩阵 且 其 特征 值 不 等 于 一 1, 证 明 : I% 十 号 是 可 逆 阵 上 且 ( 一 PP)(In 十 
P)”! 是 反对 称 阵 . 


10 访 4 是 n 阶 正 交 拓 了 ,证 :着 |4| 一 了， 则 4 的 任 一 k 阶 子 式 A ( Ee 时 


的 值 等 于 其 代数 余子 式 的 值 ; 若 |4| = 一 1, 则 其 值 等 于 其 代数 余子 式 值 的 相反 数 . 
11. 证 明 : 正 交 甜 阵 任 一 主子 阵 ( 即 主子 式 所 在 的 矩阵 ) 的 特征 值 之 模 长 不 超过 1. 
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12. 设 书 是 允 阶 正 交 和 扼 阵 , D = diag{di, dz,… ,dn} 是 实 对 角 阵 , 记 m 和 JM 分 别 是 
诸 |di| 中 的 最 小 者 和 最 大 者 . 求证 : 若 和 是 矩阵 PD 的 特征 值 , 则 


m<A<M. 


13. 设 {v1, v2,v3,04} 是 欧 氏 空间 Y 中 的 向 量 , 其 Gram 矩阵 为 G = A'A, 其 中 


1 
1 
二 二 3 
1 0 一 3 1 
试 求 {v1, v2,v3,v4} 的 一 组 极 大 无 关 组 , 以 及 由 这 一 极 大 无 关 组 通过 Gram-Schmidt 方法 得 到 
的 标准 正 交 向 量 组 . 

14. 设 4, 是 m x n 实 和 矩阵 , 求证 : 4'4 = B'B 的 充分 必要 条 件 是 存在 正 交 和 矩阵 Q， 
使 A4= QB. 

15. 设 n 阶 实 矩阵 4 的 特征 值 全 是 实数 , 求证 : 4 正 交 相 似 于 上 三 角 阵 . 

16. 设 4 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 证 明 : 存在 非 异 实 上 三 角 阵 卫 , 使 4 = 


17. 设 实 二 次 型 f(z1, zz,zs) = 22? 二 5z2 十 5z3 十 2aziz2 十 20zizas 一 8zazas (a > 0), 经 过 
正 交 变换 后 了 可 化 为 六 十 角 十 c (c 关 1). 求 出 a,b,c 的 值 和 正 交 变换 矩阵 P. 


18. 已 知 4 是 一 个 四 阶 实 对 称 阵 , 4 的 特征 值 为 0,0, 0,4. 属于 特征 值 0 的 线性 无 关 特 征 
向 量 为 (= 1 00,0) (=1, 0, 1, 0)”, (=1, 0, 0, 到 二 求 出 矩阵 A. 


19. 设 4 是 n 阶 半 正 定 实 对 称 阵 , 和 1, 和 A2,… ,和 An 是 4 的 nn 个 特征 值 , PP 为 正 交 甜 阵 , 使 
P’'AP = diag{fXi) M2 ,Mn}: 
证 明 : 对 任意 的 正 整数 k > 1, 存在 一 个 只 和 Xi 有 关 的 实 系 数 多 项 式 f(x), 满足 : 
Pdiag{AF, A,... ,ME}P' = F(A). 

20. 设 4 是 n 阶 半 正 定 实 对 称 (Hermite) 矩阵 , 求证 : 对 任意 的 正 整 数 > 1, 必 存 在 唯一 
的 n 阶 半 正 定 实 对 称 (Hermite) 阵 B, 使 4 = B*. 这 样 的 半 正 定 阵 B 称 为 半 正 定 阵 4 的 
次 方 根 , 记 为 B = 4 六 . 

21. 车 4 是 半 正 定 实 对 称 阵 , B 是 同 阶 实 方 阵 且 AB = BA, 求证 : A3B = BA3. 

22. 设 4 是 n 阶 实 对 称 阵 , 其 特征 值 为 

ANA<N<.<h, 

证 明 : 对 任意 的 n 维 列 向 量 a, 均 有 


Maa<aAa< Maa. 
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23. 设 4A, B 是 n 阶 实 对 称 阵 , 其 特征 值 分 别 为 


A < < .< 和 ni 


Hi < J2 < < pn. 
求证 : A 十 吾 的 特征 值 全 落 在 [Ni 十 ja, Xn 十 jn] 中 . 
24. 设 4 是 n 阶 实 和 矩阵 4'4 的 特征 值 为 
Ki < kh2 < < pn. 
求证 : 若 入 是 4 的 特征 值 , 则 
Vbi < | 和 | < vpn 
25. 设 A 是 n 阶 实 矩 阵 , 4 十 4' 的 特征 值 为 
M1 < Wz < < pn. 
求证 : 若 入 = a 十 下 是 4 的 特征 值 , 则 
及 1 < 2a < Hn.-: 
26. 设 A 是 n 阶 可 道 实 对 称 阵 , 求证 : 4 为 正定 阵 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 n 阶 正定 
阵 B, tr(4B) > 0. 
27. 设 4,C 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , B 是 矩阵 方程 A 十 及 A = C 的 唯一 解 . 证 明 : B 也 
是 正定 实 对 称 阵 . 


28. 设 A 为 n 阶 实 对 称 阵 , 证 明 : 4 为 半 正 定 阵 或 半 负 定 阵 的 充分 必要 条 件 是 由 a'4a = 0 
可 推出 Aa = 0, 其 中 a 是 n 维 实 列 向 量 . 


29. 设 A 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 求证 : A 十 A-! 一 2 是 半 正 定 阵 . 
30. 设 4 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 求证 : 对 任意 的 no 维 实 列 向 量 a, B 都 有 


a'Aa +B'A- 1B > 2a'8, 
等 号 对 任意 的 a,B 都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 = 五. 
31. 设 4 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , B 是 同 阶 实 对 称 阵 . 求证 : 存在 可 逆 阵 C, 使 
C'4C = 五 ，C'BC = diagfXa) M2, , Mn}, 
其 中 {Xa, Xa,… ,An} 是 矩阵 A-1B 的 特征 值 . 
32. 设 A 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , B 是 同 阶 半 正 定 实 对 称 阵 . 求证 : 


|4+B|l>|A|+|B|, 
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等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 B = O. 
33. 设 4, B 都 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 求证 : 
IA+B|>2"|Al3|Bl3, 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 A = B. 


34. 设 4, B 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 且 4 一 B 是 半 正 定 阵 ，4,, 互 , 分 别 表示 A, B 的 由 
第 和，… ,条 行 及 相同 列 交点 上 元 素 组 成 的 主子 阵 ， 求 证 : |4,| > |B;|. 

35. 设 A, B 都 是 n 阶 实 对 称 阵 , 证 明 : 

(1) 若 4 正定 或 者 B 正定 , 则 4B 的 特征 值 全 是 实数 ; 

(2) 车 4, B 都 正定 , 则 4B 的 特征 值 全 是 正 实数 ; 

(3) 若 4, B 都 半 正 定 , 则 AB 的 特征 值 全 是 非 负 实数 . 

36. 设 4 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , B 是 同 阶 实 矩阵 , 已 知 4B 是 实 对 称 阵 . 证 明 : AB 是 正 
定 阵 的 充分 必要 条 件 是 B 的 特征 值 全 是 正 实数 . 


37. 设 A, B 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , 求证 : 4 是 正定 阵 的 充分 必要 条 件 是 AB = BA. 


38. 设 4A, B 是 nn 阶 实 对 称 阵 , 其 中 4 正定 且 B 与 4 一 B 均 半 正定 , 求证 : M4 一 B|=0 
的 所 有 根 全 落 在 [0, 1] 中 , 并 且 |4| > |B|. 

39. 设 A 是 m xn 实 矩 阵 , BB 是 s xn 实 和 矩阵 , 又 假定 它们 都 是 行 满 秩 的 . 令 M = 
AB'(BB')-!1BA', 求证 : M 和 44' 一 M 都 是 半 正 定 阵 , 并 且 |M| < |441. 

40. 设 A, 万 是 方 阵 ， ( 是 正定 实 对 称 阵 . 求证 


A BB 
< |4|| 刀 |， 
B D 


等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 B = O. 


41. 设 4 是 m 阶 实 矩 阵 , 4 = (B,C) 是 4 的 一 个 分 块 , 其 中 B 是 和 的 前 列 组 成 的 矩 
阵 , C 是 4 的 后 n 一 k 列 组 成 的 矩 阵 . 求证 : 


4 < |B’BIIC'CI. 
42. 设 和 是 n 阶 正定 实 对 称 阵 , S 是 同 阶 实 反 对 称 阵 , 证 明 : 
|4+5S|>1|4, 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 S = O. 
43. 设 4 是 n 阶 实 矩 阵 , 已 知 A 十 A’ 正定 , 求证 : 


|A4+A|<2"|4), 
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等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 为 对 称 阵 . 

44. 设 4, 吾 为 见 阶 正 交 矩阵 , 证 明 : |4| 十 |B| =0 当 且 仅 当 nn 一 r(A 十 B) 为 奇数 . 

45. 证 明 : 任意 一 个 正 交 和 矩阵 可 以 表示 为 不 超过 两 个 实 对 称 阵 之 积 ; 任意 一 个 实 矩 阵 可 以 表 
示 为 不 超过 3 个 实 对 称 阵 之 积 . 

46. 求证 : n 维 西 空间 上 秩 等 于 1 的 线性 变换 yp 是 半 正 定 自 伴随 算 子 的 充分 必要 条 件 是 它 
在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 表示 和 矩阵 具有 形式 : 丈 z, 其 中 r 是 n 维 非 零 行 向 量 . 


47. 设 V 是 nn 维 欧 氏 空 间 , p 是 w 上 的 寡 等 线性 算 子 , 即 p? = yp. 假定 对 Y 中 任意 的 向 
量 a 均 有 le(a)| < llall, 证 明 : gp 是 自 伴随 算 子 . 

*48. 设 4, B 和 AB 都 是 n 阶 复 正 规 阵 , 求证 : BA 也 是 复 正 规 阵 . 

提示 : 利用 § 9.6 习题 8. 

49. 设 入 = a 二 i 是 n 阶 实 和 矩阵 4 的 复 特征 值 且 5b 关 0, w+ 十 wi 是 属于 入 的 特征 向 量 ， 
其 中 ww 是 实 列 向 量 . 求证 : ww 必 线 性 无 关 ; 若 4 是 正规 矩阵 , 则 ww 互相 正 交 且 长 度 相 
同 (这 里 取 n 维 实 列 向 量 空间 的 标准 内 积 ). 

50. 设 4A, B 是 n 阶 实 正规 矩阵 , 证 明 : 若 A, B 相似 , 则 它们 必 正 交 相 似 . 

51. 设 4 是 n 阶 实 正规 矩阵 , 4 是 其 转 置 , 求证 : 必 存 在 实 多 项 式 g(x), 使 得 A’ = 9(4)， 


*52. 设 V 是 n 维 内 积 空间 , yp 是 Y 上 的 正规 算 子 . 求证 : 对 yp 的 任 一 不 变 子 空间 U, U 
也 是 %* 的 不 变 子 空间 , 从 而 2 在 UU 上 的 限制 仍然 是 一 个 正规 算 子 . 

53. 求证 : 线性 变换 yp 是 n 维 欧 氏 空 间 上 的 斜 对 称 算 子 ( 即 p* = 一 p) 的 充分 必要 条 件 是 
对 任意 的 向 量 z, p(z) 都 与 x 正 交 . 


54. 设 p 是 n 维 欧 氏 空 间 V 上 的 可 逆 线 性 变换 , 若 op 保持 向 量 的 正 交 性 不 变 , 证 明 : yp 是 
正规 算 子 且 存在 正 实数 及 使 得 w*p = kl, 其 中 工 是 了 上 的 恒 等 变换 . 


*55. 设 VV 为 nn 维 西 空间 , p, 侯 为 上 的 正规 算 子 , 它们 都 满足 不 同 特征 值 的 模 长 互 不 相 
同 . 证 明 : ||e(o)ll = lw%(w)l| 对 任意 的 we V 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 谱 分 解 : 
p=ABEi+:+ ME, PMBit+ t+ EB, 
其 中 入,… ,和 和 pw,… ,jx 分 别 是 p 和 功 的 全 体 不 同 特征 值 , B; 是 对 应 的 正 交 投 影 算 子 ， 
并 且 |A;| = |pl, i = 1,:… ,k. 


1, 2,… ,n. 证 明 : 
| 于 一 4 过 (一 Ai) 一 Xa) (1 — Xn). 


提示 : 利用 矩阵 4 的 极 分 解 或 奇异 值 分 解 以 及 复习 题 12. 


* 第 十 章 双 线 性 型 


$10.1 对 偶 空 间 


设 V 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , 称 V 一 区 的 线性 映射 (K 作为 一 维 空间 ) 为 V 
上 的 线性 函数 . 令 V* 为 Y 上 的 线性 函数 全 体 组 成 的 集合 . 我 们 可 以 在 V* 上 定 
义 加 法 与 数 乘 , 使 V* 成 为 K 上 的 线性 空间 (参见 第 四 章 ). V* 称 为 V 的 共 轿 空 
间 , 当 V 是 有 限 维 空间 时 , 常 称 V* 是 V 的 对 偶 空间 . 

现 设 V 是 区 上 的 nn 维 线性 空间 , {ei,ez,:… ,en} 是 V 的 一 组 基 , 则 VV 一 区 
的 任 一 线性 函数 了 被 它 在 V 基 上 的 值 唯一 确定 . 现 定义 fi (i = 1,2,… ,n) 如 下 : 


fi(ei) = 065 
这 里 6;; 称 为 Kronecker ( 克 罗 内 克 ) 符号 , 即 当 i = 7 时 , 6i; = 1; i 关 j 时 , 6i; = 0. 
我 们 得 到 了 nn 个 V 上 的 线性 函数 { 斑 , fo,… ,天 }, 现 要 证 明 这 ”个 线性 函数 组 
成 了 V* 的 一 组 基 . 注意 若 


和 一 QIei 十 Qoeo 十 "二 OnEn, 


则 
fi(z) = Qi. 
设 f 是 V* 中 任 一 元 素 , 且 f(e;) =b; (j=1,2,… ,mn), 令 


g=0fi+bfot: + onfn, 


则 
9(Z) (bifi 十 bz 十 …: 十 bn fn)(a1el 十 Qoez 十 '… :十 anen) 
= biQi+ boQ2 + bnan 
= f(z). 


但 z 是 V 中 的 任 一 向 量 , 因此 


f=g=0fi+b fot:+ bn fn. 
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这 说 明 V* 中 任 一 元 素 均 可 表示 为 卢 , 户 …… , 态 的 线性 组 合 .， 另 一 方面 , 若 存 
在 c1,cz,… ,cn, 使 

Gfit+csfot+:*+cenfn = 0, 
则 将 上 式 依 次 作用 于 el, e,:… ,e,, 上 即 得 


6€1 =‘C2 = = Cn = 0, 


因此 { 刻 , 天 ,… , fn} 是 V* 中 线性 无 关 的 向 量 组 , 组 成 V* 的 一 组 基 . 我 们 称 之 
为 {e1, e2,… ,en} 的 对 偶 基 . 从 这 里 我 们 顺便 得 到 结论 : 


dimV* = dimV =n. (10.1.1) 


需要 注意 的 是 当 V 是 无 限 维 空间 时 , (10.1.1) 式 不 再 成 立 . 

现在 引进 一 个 记号 ( ，》: 

(f, 7) 3 f(w), 

其 中 zw eV, fe V*. 容易 证 明 ( ，》 有 下 列 性 质 . 

记号 ( ，) 的 性 质 

(1) 若 (f,z) = 0 对 一 切 zz EV 成立 , 则 f= 0; 

(2) (f, 2) = 0 对 一 切 fe V* 成 立 的 充分 必要 条 件 是 z = 0. 

证 明 (1) 是 显然 的 . 现 来 证 明 (2). 若 zz 冯 0, 把 z 作为 V 的 一 个 基 向 量 
并 扩充 它 为 V 的 一 组 基 : {z = ei,esz,:… ,en}. 令 fl(ei) = 1,f(ei)=0(i> 1)， 
则 了 可 定义 成 为 VY 上 的 线性 函数 , 这 时 (f,zx) 去 0. 口 

固定 f, 则 (Ff, 一 ) 便 是 V 上 的 线性 函数 且 (Ff, 一 ) = f. 同样 地 , 固定 z， 
(一 ,Z) 可 看 成 是 V* 上 的 线性 函数 . 事实 上 , 对 任意 的 f,g eV* 及 任意 的 人 € K,， 
有 


(f+9gz) = (f+9g)(z)= f(z)+g(z) 
= (f,7)+ (g,2), 
(kf,7) = (kf)(z)= Ef(L) = k(f, 2). 
因此 (--,z) 是 V* 上 的 线性 函数 . 记 V* 上 的 全 体 线性 函数 为 (V*)* = V*,，V** 
就 是 V* 的 共 斩 空 间 . 上 面 的 讨论 表明 : 


(一 ,Z) EV™. 
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定义 妆 - Yr* 的 映射 7 


则 
1(Z 十 9) = (一 ,2 十 2) 三 (一 ,Z) 十 (一 2) = 7(2)+ 7(Y), 
7(Kz) = (—, kr) = k(—, 2) = kn(z). 

因此 , 97 是 线性 空间 V 一 Y** 的 线性 映射 .又 若 Im(z) = 0 (这 里 的 0 表 
示 V** 的 零 向 量 ), 即 对 任意 的 了 E V*, (f,z) = 0， 由 前 面 的 分 析 得 知 ， 必 
有 z = 0, 这 就 是 说 Ker7 = 0, 因此 是 一 个 单 映 射 . 这 时 若 dimV = mw， 
则 dimV* = dimV* =n. 故 7 也 是 满 映 射 , 即 m 是 线性 同 构 . 如 果 把 V 与 V** 
在 这 个 同 构 下 等 同 起 来 , 则 V 可 以 看 成 是 V* 的 对 偶 空间 . 这 样 V 与 V* 具有 平 
等 的 地 位 , 它们 互 为 对 偶 . 

现在 我 们 来 研究 如 何 把 线性 映射 诱导 到 对 偶 空间 上 去 . 设 yp 是 区 上 线性 
空间 V 到 区 上 线性 空间 UV 中 的 线性 映射 , V*, UV* 分 别 是 V, U 的 共 斩 空 间 . 
设 geEU*, 则 gy 是 了 上 的 线性 函数 . 定义 U* 一 V* 的 映射 2* 如 下 : 


Pp’(g) = gy, 
则 
P(g1+92)= (91+g92)Pp = 9p+g92p = "(91) + Pp"(g2), 
p(kg)= (kg)p = k(gp) = kp’(g)- 
因此 %* 是 线性 映射 . 我 们 称 yp* 是 线性 映射 p 的 对 偶 映 射 . 
定理 10.1.1 设 V,U 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , p 是 了 一 U 的 线性 映射 ， 


gp* :0* -TV* 是 gp 的 对 偶 映 射 , 则 
(1) 对 任意 的 2 EV 及 任意 的 g E U*, 总 成 立 ; 


(p”(g), 2) = (9 p(7)), (10.1.2) 
若是 U* 一 V* 的 线性 映射 且 等 式 
(P(g), 2) = (g, p (2)) (10.1.3) 


对 一 切 z EV,g EU?* 成 立 , 那么 记 = p*; 
(2) 若 V,U 是 有 限 维 线 性 空间 ， 设 {e1, e2,.… , Een} 是 V 的 一 组 基 ， {fi, fo, 
a 万 } 是 其 对 偶 基 ; {Wi1, UW2,: WE ,Um} 是 U 的 一 组 基 ， {91, 92,*- > ,gm} 是 其 对 偶 
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基 . 设 p 在 基 {e1,e2，… ,en} 和 基 {U1 Uz，… ,Um} 下 的 表示 给 阵 是 A, 则 or* 
在 基 {91, 92,-… ,gm} 和 基 { 万 ,万 ,… ;已 小 下 的 表示 纸 阵 为 A‘. 
证 明 (1) 由 gp* 之 定义 , 有 
(P (9))z) = 27(9g)(z) = (9p)(z) 
9(P(Z)) = (9,P(Z))， 


又 若 $F 使 (10.1.3) 式 成 立 , 则 对 任意 的 zeT, 有 


ll 


P(g)(z) = (P(g9),7) = (g, Pp(2)) = (p°(g), 7) = p*(g)(z), 


因此 8(g) = yp*(g) 对 一 切 geU* 成 立 , 即 有 $= p*. 
(2) 设 4= (aij)mxn, 而 B= (bij)nxm 为 p* 在 对 偶 基 下 的 表示 矩阵 , 即 有 


m 
ple;) T >》 ”aaa 了 地 2 ;70 
1 


n 
2 (9i) = >》 有 方 ， 1 三 ] 2 … 710. 


j=1 


对 任意 的 1<h< m, 1 <1<n, 在 (10.1.2) 式 中 令 g = gk, z= et 计算 可 得 


(p"* (gk), ei) = (>》 bykfj, et) = bx, 


j=1 


(gk, P(E) = (gr, > aaaa) = an. 


i=1 


因此 bu = akl 对 任意 的 1<k<m,1<il<n 成 立 ， 即 B=A'. 口 


推论 10.1.1 设 V,U,W 是 数 域 区 上 的 线性 室 间 , p, pi,pas 是 VV 一 U 的 
线性 映射 , 奶 是 U 一 W 的 线性 映射 , 则 

(1) (kigp1 + kagp2)* = kigpi + kp, 其 中 ki, k2 € K; 

(2) (wp)* = pp’; 

(3) 若 p :T 仿 可 是 线性 同 构 , 则 p* : U* -TV* 也 是 线性 同 构 ， 此 
时 (p*) = (p97 )"; 

(4) 若 VU 都 是 有 限 维 线性 空间 , 则 op 是 单 映射 的 充分 必要 条 件 是 ip* 为 满 
映射 , yp 是 满 映 射 的 充分 必要 条 件 是 up* 为 单 映射 特别 , gp 是 线性 同 构 的 充分 必 
要 条 件 是 p* 也 是 线性 同 构 . 
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证 明 (1) 和 (2) 都 可 以 用 定理 10.1.1 (1) 来 证 明 . 我 们 只 证 明 (2), 而 把 (1) 
留 给 读者 自己 证 明 . 对 任意 的 xz eV, he W*, 有 
((BP)(h),z) = (h, yp(r)) = (Wh), plz)) 
(Pp” (Wh)), 7) = (PW)(h), 2). 


| 


由 定理 10.1.1 (1) 即 得 (%p)* = 2p*w%*. 

(3) 显然 (Iy)* = Iy. 成 立 ， 若 p 是 线性 同 构 , 则 p-1yp = Iy, 由 (2) 可 
得 Iy: = (pp)* = gp*(p-)*. 同 理 可 证 Ty: = (pgp 下 )*p*, 故 (3) 的 结论 成 立 . 

(4) 由 推论 4.4.3 知 , p 是 单 映 射 的 充分 必要 条 件 是 p 的 表示 和 矩 了 泗 A 是 列 满 
秩 阵 , pp 是 满 映射 的 充分 必要 条 件 是 p 的 表示 矩阵 4 是 行 满 秩 阵 . 又 A 是 列 
满 秩 阵 ( 行 满 秩 阵 ) 当 且 仅 当 4' 是 行 满 秩 阵 ( 列 满 秩 阵 ), 故 由 定理 10.1.1 (2) 可 
知 (4) 的 结论 成 立 . 口 

例 10.1.1 设 V 是 数 域 区 上 的 nn 维 列 向 量 空间 , V' 是 区 上 的 n 维 行 向 量 
空间 . 现 利 用 V' 定义 了 上 的 线性 函数 如 下 : 设 VEV,w 为 V' 中 固定 的 向 量 , 若 


vw 二 (U1, U2 jh ); 下 一 (Wi; v2,: 多 二 治 
定义 
(U,V) = Uv1 十 avVa 十 … Undn, 

则 (w, 一 ) 是 了 上 的 线性 函数 (读者 不 妨 验证 之 ). 另 一 方面 , 设 有 是 VV 上 的 任 一 
线性 函数 ， {e1, e2,: 3 , en} 是 的 标准 基 ， 车 flei) 一 Qi, 令 

vu 二 (Qa1, a2， A ,an )， 
则 不 难 验 证 对 任意 的 wET, fw) = (wu). 这 表明 我 们 可 以 把 V' 看 成 是 V 的 对 
偶 空 间 . 同 理 可 把 V 看 成 是 V' 的 对 偶 空 间 . 又 因为 

(ei, ej) 一 05， 

所 以 feie2…:，,e'} 是 {feliez:… ,en} 的 对 偶 基 . 又 设 4 是 n 阶 方 阵 , 则 A 定 


义 了 J 上 的 线性 变换 op: 
Pp(v) = 4v， 


A 也 定义 了 V' 上 的 线性 变换 多: 


wu) = uA. 
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由 于 
(LA,v) = (uA)v = uAv) = (u, Av), 


怀 颈 10.1 


1. 设 n 维 线性 空间 V 中 有 两 组 基 : {ei,e2,:… ,en} 和 {vw1,v2,:… ,vn}. 已 知 从 前 一 组 基 
到 后 一 组 基 的 过 渡 和 矩阵 是 PP, 求 这 两 组 基 的 对 偶 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 . 


2. 设 Wi 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 记 
Vi ={f eV |(f,W)=0. 
求证 : Vi+ 是 V* 的 子 空间 且 若 你 是 V 的 另 一 子 空间 , 则 
ViNVe = (V+)-. 
3. 设 V 是 区 上 的 有 限 维 线性 空间 , Vi 是 VV 的 子 空间 , 求证 : 
dimV = dim Vi + dim VI. 


4. 设 V 是 区 上 的 有 限 维 线性 空间 , Vi,V2 是 V 的 子 空间 , 把 V 看 成 是 V* 的 对 偶 空 
间 ( 按 本 节 中 的 方式 ), 求证 : 
(= VIN): = 证 十 如. 
5. 设 VU 是 区 上 的 有 限 维 线性 空间 , gp, 是 V 一 U 的 线性 映射 , 求证 : p = 钞 当 且 仅 
当 gp* 一 人 利用 这 一 结论 以 及 复习 题 四 的 第 15 题 给 出 推论 10.1.1 (4) 的 另 一 证 明 . 


6. 设 VU 是 区 上 的 有 限 维 线性 空间 , gp 是 VU 的 线性 映射 . 求证 : 车 将 VV 与 V*,U 
与 U* 看 成 是 互 为 对 偶 的 空间 , 则 (gp*)* = yp. 


S$10.2 双 线 性 型 


在 上 一 节 中 , 我 们 在 两 个 线性 空间 V*,V 上 定义 了 一 个 函数 ( , ). 它 可 以 看 
成 是 一 个 “ 双 变 元 ”函数 , 其 中 一 个 变 元 在 V* 内 , 另 一 个 变 元 在 V 中 . 这 个 双 变 
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元 函数 对 每 个 变 元 都 是 线性 的 , 即 
(f,T+Yy) = (f,2)+(f,Y), 
(f, ky) k(f,Y), 
(f+9g,7) = (f,2)+(g,z), 
(kf,r) = k(f,2). 
这 样 的 性 质 称 为 双 线 性 , (，) 称 为 V* 与 V 上 的 双 线性 函数 .现在 我 们 要 在 数 
域 K 上 的 任意 两 个 线性 空间 上 定义 双 线 性 函数 . 
定义 10.2.1 设 UV 是 数 域 区 上 的 线性 空间 , U x VV 是 它们 的 积 集合 . 若 
存在 集合 U x V 一 区 的 映射 g, 适合 下 列 条 件 : 
(1) 对 任意 的 zx,y EU, z EV,k eK, 


. g(zT+Yy,z) = g(7,z)+g9(y,z), 
g(kzx,z) = kg(z,z); 


(2) 对 任意 的 EU, z,w EV,kekK, 


g(z,z 十 Ww) = g(Z,z) 十 9g(ZD 也 )， 
g(z,kz) = kg(z,z), 


则 称 g 是 也 与 六 上 的 双 线 性 函数 或 双 线 性 型 . 


显然 若 固定 z E V, g( 一 ,z) 是 VU 上 的 线性 函数 . 同样 若 固定 zE U, g(z, 一 ) 
是 Y 上 的 线性 函数 . 显而易见 , § 10.1 中 的 (，) 是 定义 在 V* 与 上 的 双 线 性 
函数 . 

现在 我 们 要 研究 双 线 性 型 的 表示 . 因为 双 线 性 型 对 每 个 变 元 是 线性 的 , 不 难看 
出 双 线 性 函数 的 值 完 全 被 该 函数 在 基 向 量 上 的 值 唯一 确定 . 设 UV 及 V 分 别 是 数 
域 玉 上 的 mm 维 与 n 维 线性 空间 ,{e1, e2,… ,em} 与 {v01,v2,… ,vn} 分 别 是 U 
与 V 的 基 , 9 是 定义 在 UV 和 Y 上 的 双 线 性 型 . 设 4 是 一 个 m x n 矩阵 , 它 的 
第 (i, 7) 元 素 等 于 g(ei, v;), 即 
gl(e1, v1) gle1, v2) Ss g(e1, Vn) 
g(e2,01) gy(e2,v2) …  g(e2,vn) 


A= 


gl(em;V1) glem,v2) … g(em,vVn) 
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若 z EU,yEeV, 
纪 一 >》 aiei y= 》 bjvy, 
和 3=4 
则 


g(z,y) = g(aies, 》 bjv;) 
=1 了 一 了 


= > >》 oaibjg(ei oj) 


1 j=1 


= (al， Qo ,Qm)A(bi, b2,..: os (10.2.1) 


(10.2.1) 式 告诉 我 们 , 若 记 z 的 坐标 向 量 (用 列 向 量 表示 ) 为 a, 记 y 的 坐标 
向 量 为 8, 则 
gz2) = oApB. (10.2.2) 


(10.2.1) 式 还 表明 , 取 定 基 后 , UV 和 VV 上 的 双 线 性 型 g 可 以 决定 区 上 的 mxn 
和 矩阵 4 = (g(ei,v;)). 反 过 来 , 若 已 知 U 和 V 的 基 以 及 区 上 的 mxn 矩阵 4, 则 
由 (10.2.1) 式 可 以 定义 UV 和 WV 上 的 双 线 性 函数 g. 因此 , 在 固定 基 下 ,UV 和 V 上 
的 双 线 性 函数 全 体 与 玉 上 的 m xn 抢 阵 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 它 使 我 们 能 够 用 和 矩 
阵 作为 工具 来 研究 双 线 性 型 . 

我 们 自然 关心 这 样 一 件 事 : 车 UV 与 Y 的 基 发 生变 化 , 同一 个 双 线 性 函数 在 不 
同 基 下 的 表示 和 矩阵 有 什么 关系 ? 现 设 {ei (i = 1,2,… ,m)}, {e! (i=1,2,.…,m)} 
是 的 两 组 基 , {vj (7 = 1,2,… ,nn)}, fo = 1;2,… ,n)} 是 V 的 两 组 基 , 它们 
之 间 的 过 渡 和 矩阵 分 别 为 C 及 DD. 又 设 z e U 在 基 {e;} 下 的 坐标 向 量 为 a, 在 
基 {e/} 下 的 坐标 向 量 为 8, 则 a = CB. 类 似 地 , 设 WET 在 基 {vw;} 下 的 坐标 
向 量 为 7, 在 基 {vw} 下 的 坐标 向 量 为 6, 则 7 = D6. 设 双 线 性 型 g 在 基 {e;} 和 
基 {vw;} 下 的 表示 和 矩阵 为 4, 在 基 {e!} 和 基 {wv/} 下 的 表示 矩阵 为 B. 于 是 


g(z,y) = oa Ay = (CB)A(DS) = BP'(C'AD)s. 
另 一 方面 
g(x,y) = BB6. 


因为 z,y 是 任意 的 , 所 以 
B=0'AD. 
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这 说 明 , 9 在 不 同 基 下 的 表示 矩阵 是 相抵 的 . 由 和 矩阵 理论 知道 存在 非 异 阵 C 及 号， 
使 C'AD 为 对 角 阵 . 这 就 是 说 , 我 们 可 以 选择 U,V 的 基 , 使 9 在 这 两 组 基 下 的 表 
示 和 矩阵 是 对 角 阵 : 

diag{1,.…: ,1,0,... ,0}. 


和 矩阵 4 的 秩 7 称 为 9 的 秩 , 它 不 随 基 的 改变 而 改变 . 这 样 就 证 明了 下 面 的 定理 . 


定理 10.2.1 设 g 是 UU 和 WV 上 的 双 线 性 型 , 则 必 和 存在 U 的 基 {el,e2,:… ,em} 
及 V 的 基 {V1, V2,*…- ,hs 使 


gei, v7) = 0 j= bb. ,7; 
En > 人 Sr 
其 中 7 为 g 的 秩 . 
定义 10.2.2 设 g 是 UU 和 VWV 上 的 双 线 性 型 . 令 
L= {ueUl|g(u,y)=0, 对 一 切 y E V}, 
R= {veV|g(z,v) =0, 对 一 切 w€ UU), 
则 工 与 民 分 别 是 U 与 V 的 子 空间 ,分 别称 为 g 的 左 根 子 空间 与 右 根 子 空间 . 


若 UV 是 m 维 线性 空间 , V 是 n 维 线性 空间 , 又 设 9 秩 等 于 7, 由 定理 10.2.1 
知道 可 选择 UV 和 V 的 基 {ei i=1,:… ,mm 及 {0 ba 使 左 根 子 空间 L 恰好 
由 er+ ,enm 张 成 , 右 根子 空间 R 恰好 由 vr41,… ,vn 张 成 . 因此 我 们 有 


dimL=m—r, dmR=n—r. (10.2.3) 
定义 10.2.3 一 个 双 线 性 型 g 称 为 非 退化 , 若 g 的 左 、 右 根子 空间 都 为 零 . 
定理 10.2.2 U 和 T 上 的 双 线 性 型 g 为 非 退 化 双 线 性 型 的 充分 必要 条 件 是 
dimU = dimV =m 
其 中 7 为 g 的 秩 . 
证 明 由 (10.2.3) 式 即 得 . 口 


推论 10.2.1 U 和 T 上 的 双 线 性 型 g 为 非 退化 的 充分 必要 条 件 是 g 在 U 
和 的 任意 两 组 基 下 的 表示 纶 阵 是 非 异 阵 . 
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现 设 9 是 U 和 V 上 非 退 化 的 双 线 性 型 , 固定 z, g(x, 一 ) 就 成 了 六 上 的 线性 
函数 . 作 UD 一 TY* 的 映射 wp: 
2(z) = 9(z， —), 

则 yp 是 一 个 线性 映射 . 若 e(z) = 0, 即 g(z,y) = 0 对 一 切 y eV 成立. 由 于 g 
是 非 退化 的 , 因此 z = 0. 这 说 明 Ker gp = 0, 也 就 是 p 为 UV 一 V* 的 单 映射 . 另 
一 方面 , dim V* = dimV = dimU, 故 gp 是 一 个 线性 同 构 . 若 将 z 与 g(z; 一 ) 等 同 
起 来 , 则 U 就 成 了 V 的 对 偶 空 间 V*. 这 时 有 

(Pp(2),Yy) = g(z, Y). 
类 似 地 , 我 们 可 将 V 与 UV* 等 同 起 来 , 即 存在 线性 同 构 多 :T 一 UV*, 使 

(z, WP(Y)) = g(z, Y) 


对 一 切 zs € U, y EV 成立， 这 一 事实 表明 非 退 化 双 线 性 型 在 同 构 的 意义 下 
与 $ 10.1 中 定义 的 双 线 性 型 (，) 没有 什么 区 别 , 许多 问题 的 讨论 可 归结 为 V* 
和 了 上 的 双 线 性 型 ( ，) 的 讨论 . 

一 般 地 , 我 们 还 有 下 列 定理 . 


定理 10.2.3 设 gi 及 gs 是 和 WV 上 的 两 个 非 退 化 双 线 性 型 , 则 存在 U 上 
的 非 异 线性 变换 gp 及 V 上 的 非 异 线性 变换 急 , 使 


g2(P(T),Y) = gi(z,Y), g2(T, Pp(Y)) = 9i(2,Y) 
对 一 切 2 EU, Yy EV 成 立 . 
证 明 由 上 面 的 讨论 知道 存在 UV 一 V* 的 线性 同 构 pl, 使 
(Pp1(7),Y) = 91(7,Y). 
同 理 , 存在 线性 同 构 go : UV 一 V*, 使 
(p2(2),Y) = g2(2,Y). 
令 p= pzlp1, 则 wp 是 UU 上 的 非 异 线性 变换 , 且 


g2(P(T),Yy) = (Pp2p(7),Y) 
(Pi(z)， y) 
gi(z, 2). 
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同 理 可 证 明 另 一 等 式 . 口 
对 偶 映射 的 概念 也 可 推广 到 双 线 性 型 上 . 设 m 和 gs 是 U 及 V 上 的 非 退 化 
双 线 性 型 , yp 是 V 上 的 线性 变换 . 若 存在 VU 上 的 线性 变换 yp*, 使 


g2(Pp” (2),Yy) = gi(z, p(Y)) 


对 一 切 x € U, y EV 成 立 , 则 称 p* 是 p 关于 g1,gz 的 对 偶 . 不 难 证 明 gp 关 
于 g1,g2 对 偶 的 存在 性 . 事实 上 , 令 gp* = 9 Popl, 其 中 pl 和 ws 同 定理 10.2.3 
证 明 中 的 映射 , $ 是 yp 关于 ( ，) 的 对 偶 , 即 5 适合 


(P(v),Y) = (v, p(y)), 
于 是 


ga(P (7),Yy) = (p29p° (2),Yy) = (PP1(T),Y) 
(Pp1(72), p(y)) = gi1(z, p(y)). 


唯一 性 可 这 样 来 证 明 : 若 & 是 UV 上 的 线性 变换 , 且 


g2(é€(2),Yy) = gi(z, p(y)), 


则 
g2(é€(£),Yy) = 92(P"(z)),2) 


对 一 切 x eV, y eV 成 立 , 因此 

g2(€(2) — p*(7),Yy)=0 
对 一 切 y eV 成 立 . 但 gs 是 非 退 化 的 双 线 性 型 , 故 E(z) 一 p*(zx) = 0, 即 &(zx) = 
gp*(Z) 对 一 切 zx EU 成 立 , 所 以 & = gp*. 


局 是 10.2 


1. 设 gi 及 go 是 KK 上 的 线性 空间 UV 和 VV 上 的 双 线 性 型 , 定义 
(gi 十 gz)(z,2) = 91(2,Yy) + g2 (Tx, y), 


对 区 中 任 一 数 k, 定义 
(kg1)(z2,y) = kg1i(z, y). 
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求证 : gi 十 gz 和 kgi 仍 是 UV 和 让 上 的 双 线 性 型 且 在 此 定义 下 , 和 V 上 的 全 体 双 线性 型 成 
为 K 上 的 线性 空间 . 若 dimU = m, dimV = n, 则 上 述 线性 空间 的 维 数 为 mm. 


2. 设 g 是 U 和 VV 上 的 双 线 性 型 ,，V* 是 V 的 对 偶 空间 ,二 是 9 的 左 根子 空间 ， 定 
义 UV 一 V* 的 映射 pp: 
PT) = g(z, —), 


求证 : p 是 线性 映射 且 Ker wp = 工 . 


3. 设 9 是 U 和 V 上 的 非 退 化 双 线 性 型 . 车 {ei}s {vi} 人 一 本 二 和 ,n) 分 别 是 UV 的 一 
组 基 , 使 
g(es vi) = 053; 7 = 1,2;:: jn, 


则 称 {ei}, {vi} 是 关于 9 的 对 偶 基 . 设 ,P 是 V 上 的 线性 变换 , yp* 是 p 关于 9 的 对 偶 映射 . 证 
明 : 若 yp 在 {vi} 下 的 表示 矩阵 为 A, 则 yp* 在 {ei;} 下 的 表示 和 矩阵 为 4/. 


4. 设 g 是 U 和 V 上 的 非 零 双 线 性 型 , 证 明 : 必 存 在 U,V 的 子 空间 Uo, Vo, 使 9 限制 
在 Uo, Vo 上 是 非 退 化 的 双 线性 型 , 且 


dim Uo = dim Wo = dim U — dim L, 
其 中 二 是 g 的 左 根 子 空间 . 
5. 设 g 是 U 和 WV 上 的 非 退 化 双 线性 型 , 5,T 分 别 是 U,V 的 子 集 , 且 
3 ={veV|g(s,v)=0}, T* = {ueUlg(u,T)=0}, 
求证 : S+ 是 V 的 子 空 间 , T+ 是 U 的 子 空间 . 
6. 试 将 § 10.1 习题 2 ~ 习题 4 推广 到 U 和 V 上 的 非 退 化 双 线 性 型 的 情形 . 


$10.3 纯 量 积 


定义 10.3.1 设 g 是 VxV 一 区 的 双 线 性 函数 , 则 称 g 是 了 上 的 纯 量 积 或 
数量 积 . 若 
g(z,Yy) = g(y, 7) 
对 一 切 x,y EV 成 立 , 则 称 g 是 了 上 的 对 称 型 . 若 


g(z,V) = —g(y, 2) 


对 一 切 Z,Yy EV 成 立 , 则 称 g 是 VV 上 的 交错 型 . 
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交错 型 又 称 为 反对 称 型 .交错 型 的 另 一 等 价 说 法 是 对 V 中 任 一 元 素 x， 
g(z,z) = 0. 事实 上 , 由 g(z,z) = -9g(z,z) 可 推出 g(z,z) = 0， 另 一 方面 ， 
若 g(z,z) = 0 对 一 切 z 成 立 , 则 g(z + z+z) = 0, 由 此 即 可 推出 g(x,y) = 
—g(y, 2). 

V 上 的 纯 量 积 也 可 用 和 矩阵 来 表示 , 但 是 与 一 般 的 双 线 性 型 的 矩阵 表示 有 一 点 
区 别 . 我 们 只 取 TY 的 一 组 基 而 不 是 取 两 组 基 . 因此 若 {ei;};_1..…n 是 了 的 一 组 基 ， 
则 g 的 表示 矩阵 为 


4=(g(ei,ej))， 
车 
n nn 
T= Saies, 多 三 bies, 
i=1 i=l1 


则 
gl(z, y) — (al， CQ2)…… ,an)4(D， bo, be Ga: (10.3.1) 


若 {vi} 是 V 的 另 一 组 基 且 C 是 {e;} 到 {wv;} 的 过 渡 矩 阵 , 若 记 为 g 在 {vi} 
下 的 表示 矩阵 , 则 
B=0’'AC. 


这 就 是 说 纯 量 积 9 在 不 同 基 下 的 表示 和 矩阵 是 合同 的 . 

显然 , 对 称 型 的 表示 和 矩阵 是 对 称 阵 , 反对 称 型 的 表示 和 矩阵 是 反对 称 阵 . 反 过 来 ， 
若 给 定 一 个 对 称 阵 (反对 称 阵 ), 则 在 V 的 一 组 基 下 , (10.3.1) 式 定义 了 V 上 的 一 
个 对 称 型 (反对 称 型 ). 

设 g 是 V 上 的 纯 量 积 , z,y 是 V 中 两 个 向 量 . 若 g(z,y) = 0, 则 称 xz 左 垂 
直 于 y 或 y 右 垂 直 于 z, 记 为 x | y. 当 g 是 对 称 型 或 交错 型 时 , x 1 vy 等 价 
于 yz, 这 时 称 z 与 yy 正 交 . 反 过 来 , 如 果 g 有 下 列 性 质 : 由 x 上 vy 总 可 推 
出 y 上 zz, 那么 g 是 否 必 为 对 称 型 或 交错 型 呢 ?” 下 面 的 定理 将 给 予 肯 定 的 回答 . 


定理 10.3.1 设 g 是 V 上 的 纯 量 积 , 则 在 V 中 必 上 yy 等 价 于 y 上 zw 的 充 
分 必要 条 件 是 g 为 对 称 型 或 交错 型 . 


证 明 只 需 证 明 必 要 性 . 设 xz,y,z EV. 令 


w= 9g9(7,Yy)z — g(z,z)y, 
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则 


g(z, w) -= g(z, g(z, Y)z 9(Z,z)2) 
语 g(z, Y)g(T, z) | g(z, z)g(2, Yy) 
3 0, 


g(w,z) = g(g(z,Yy)z— g(z,z)Y, 7) 
和 g(z, 2)9(2Z， Zz) g(Z, z)g(y, Zz). 


但 从 zz 上 ww 可 推出 wz, 故 


g(z,Y)g9(z, 7) = g(y, 2)g(T, z). (10.3.2) 
上 式 对 任意 的 z,y, z 均 成 立 . 令 z =y 得 
g(x, £)(g(z, z) — g(z, £)) = 0. (10.3.3) 


因此 或 者 g(z,z) = 0 或 者 g(z,z) = g(z, 2). 若 g(z,z) = 0 对 一 切 zx eV 成 立 ， 
则 9 是 交错 型 . 我 们 的 目的 是 要 证 明 (10.3.3) 式 或 者 对 所 有 的 z 有 g(z,z) = 0, 或 
者 对 所 有 的 z,z 有 g(z,z) = g(z, 2). 假设 不 然 , 则 存在 ww,z ET 使 g(uo) 尖 
g(v, 4), g(w, ww) 天 0. 由 (10.3.3) 式 可 知 , g(w,w) = g(v,v) = 0, 而 且 


g(w, u) 3 g(u, w), g(w, v) g(v, w). 


因为 gw) 天 g(ova), 由 (10.3.2) 式 知道 gw) = g(w,) = 0 以 及 g(v,w) = 
g(w,v) = 0. 于 是 


g(u, w+v) = gu,v) #9(v,u) 三 go + wv, vu). 
由 (10.3.3) 式 得 g(w 十 v,w 十 0) = 0. 但 是 
gw + vw + vo) = 9(w,w) + 9(v,0) + gw,v) + 9(v,w) = g(w,w) #0, 
这 就 出 现 了 了 矛盾. 口 
推论 10.3.1 若 g 是 VV 上 的 对 称 型 或 交错 型 ,U 是 VV 的 子 空间 , 记 


Ut! 
IT+r 


{z eVlg(z,U) = 0}, 
{z eVlg(U, 7x) = 0}, 


则 Ut == U4"7. 特别 地 , g 的 左 根 子 空间 等 于 右 根 子 空间 . 
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注 这 时 记 V+ = Ut= TI 称 为 U 的 正 交 补 空间 . 9 的 左右 根子 空间 重 
合 , 称 为 9 的 根子 空间 . 

需要 注意 的 是 , 这 里 的 正 交 补 概念 比 内 积 空 间 中 的 正 交 补 概念 更 一 般 . 因为 实 
线性 空间 V 上 的 内 积 显 然 是 一 种 纯 量 积 , 而 内 积 空间 中 有 关 的 正 交 向 量 性 质 在 这 
里 不 一 定 成 立 . 比如 在 内 积 空间 中 , 子 空间 与 其 正 交 补 之 交 必 是 零 空间 . 但 即使 在 
非 退化 的 情形 , 子 空间 UV 与 其 正 交 补 Cr 之 交 未 必 为 零 . 

例如 , 设 了 是 二 维 实 线性 空间 , el, es 是 Y 的 一 组 基 , 9 为 由 矩阵 


1 0 
0 —1 
定义 的 纯 量 积 , 显然 g 是 非 退 化 的 对 称 型 . 令 w= ei 二 ez, 则 g(w,wu)=0,wlul 
若 记 U 为 w 生成 的 子 空间 , 则 有 UV LU. 
定理 10.3.2 设 g 是 n 维 线性 空间 V 上 非 退 化 的 对 称 型 (交错 型 ),U 是 V 
的 子 空间 , 则 UNnUt 二 0 的 充分 必要 条 件 是 g 限制 在 U 上 是 U 的 一 个 非 退 化 的 
纯 量 积 . 这 时 有 直 和 分 解 : 


V=sU@U. 
证 明 我 们 首先 证 明 
dimU+ =n— dimU. (10.3.4) 
对 任意 的 ze V, g(zw, 一 ) 限制 在 UV 上 是 UV 上 的 线性 函数 . 作 Y 一 5* 的 映射 p: 
p(T) = g(7, 一 )， 
则 gp 是 线性 映射 且 Kerp =U+. 车 feU"*, 则 子 可 以 扩张 为 V 一 区 上 的 线性 
函数 , 仍 记 之 为 f. 因为 g 非 退 化 , x g(x, 一 ) 是 V 到 V* 的 同 构 , 故 有 ww € T， 
使 f= g(z, 一 ). 这 说 明 yp 是 满 映射 . 于 是 
dimUt+ +dimU* =n. 
而 dimU* = dimU, 故 (10.3.4) 式 成 立 . 
现 设 UNU+ = 0, 则 由 (10.3.4) 式 可 知 
V=U@U.. (10.3.5) 
若 g 限制 在 Z 上 退化 , 则 存在 UV 中 非 零 向 量 w, 使 得 g(w,U) = 0. 另 一 方面 , 显 
然 有 g(wu,U+) = 0, 由 (10.3.5) 式 即 知 g(w,V) = 0. 这 与 g 是 V 上 的 非 退 化 纯 量 
积 矛 盾 , 故 必要 性 成 立 . 
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若 9 限制 在 UV 上 非 退化 . 设 ze UNU+, 则 g(x,U0)=0, 即 有 w= 0, 这 表 
明 UNU+t=0. 口 


注 当 g 限制 在 V 上 非 退化 时 , 9 限制 在 V+ 上 也 非 退 化 . 这 时 有 (U+)+ = 
如 ， 


定理 10.3.3 设 g 与 九 是 Y 上 的 两 个 非 退 化 的 纯 量 积 , 则 存在 了 上 唯一 的 
非 异 线性 变换 p, 使 
h(xz,y) = g(p(z),Yy) 


对 一 切 2,Yy EV 成 立 . 
证 明 我 们 用 和 矩阵 方法 来 证 明 这 一 结论 . 取 V 的 一 组 基 为 {ei, ez,:… ,en}. 
设 A= (h(ei, e;)), B= (g(ei, ej;)). 若 
en y= bes 
t= 二 

则 

h(x,y) = (a1, a2),…: ,an) A(bi, b2,*…- On 

g(z,Yy) = (Qa1,042,°** ,An)B(b1,b2,.*. ,bn). 


设 po 在 给 定 基 下 的 表示 和 矩阵 为 C, 且 C' = AB-!, 则 lz) 的 坐标 向 量 
为 Cl(a1, a2,*…- a) 于 是 


9(P(z)， y) = (ai, a2,* ,Qn)C" B(bi, bo,::: 村 
= (a1, Q2,*… ,an)A(bi, b2,.…- yh 


I 
Cy 
BS 

= 


唯一 性 的 证 明 留 给 读者 . 口 
司 是 10.3 
1. 设 9 是 V 上 的 纯 量 积 (不 一 定 非 退 化 ), yp 是 V 上 的 线性 变换 . {e1,e2,… ,en} 是 VV 


的 一 组 基 . 若 9 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 A = (g(ei, e;)), 9 在 这 组 基 下 的 表示 算 阵 为 B. 求 
证 : g(yp(z),y) 是 V 上 的 纯 量 积 且 它 在 这 组 基 下 的 表示 矩阵 为 B'A. 
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2. 设 9 与 九 是 了 上 秩 相 同 的 纯 量 积 , 求证 : 必 存 在 V 上 的 非 异 线性 变换 w 和 仇 , 使 
h(z,y) 三 g(P(Z) (2)) 
对 一 切 x,y EV 成 立 . 
3. 求证 : V 上 任 一 纯 量 积 均 可 表示 为 一 个 对 称 型 与 一 个 交错 型 之 和 . 
4. 设 WW=UVU@V,g 与 hh 分 别 是 U 及 VV 上 的 纯 量 积 . 现 定义 W 上 的 纯 量 积 g 如 下 : 
q(T +Y,u+v) = gz,u) + h(y,v), 


其 中 mu e U, y,v EV. 求证 : 

(1) 若 g,h 非 退 化 , 则 g 也 非 退 化 ; 

(2) 若 g,h 为 对 称 型 (交错 型 ), 则 gq 也 为 对 称 型 (交错 型 ); 

(3) 若 {ei]i=1…,m, {oij nm 分 别 是 U,V 的 一 组 基 且 g,h 在 这 两 组 基 下 的 表示 和 矩阵 
分 别 为 A, B, 则 gq 在 W 的 基 {ei} U {vi} 下 的 表示 和 矩阵 为 


(6 2) 


§ 10.4 ”交错 型 与 平 空间 
定理 10.4.1 设 g 是 nn 维 线性 空间 V 上 的 交错 型 , 则 存在 V 的 一 组 基 
{Wi, v1, U2, v2, ,Wr Vr; WI, , Wn—2r}, 
使 g 在 这 组 基 下 的 表示 甜 阵 为 分 块 对 角 阵 : 
diag{S, S,... ,S;0…… ,0}, (10.4.1) 
其 中 共有 7 个 二 阶 方 阵 S, S 为 如 下 形状 : 
(3 
-1 0 


证 明 不 妨 设 g 关 0 这 时 有 wv € V, 使 g(w,v)= 二 a 关 0. 令 wi = 
aa V1 二 9, 则 g(wi,1) = 一 9g(viyWw1) = 1， 又 wi,v1 必 线 性 无 关 , 否则 将 
有 g(wi, v1) = 0. 现 设 已 选 定 wi,w1,… ,wj,v; 共 27 个 线性 无 关 的 向 量 , 适合 


g(Wi, i) = 1= —g(vVi, wi) (i = 1,.… ,)); 
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g(ui Y) 3 0， Y A Vi VE {i} U {vi} @ 二 也 ,7); 
g(z, Vi) 一 0， I # Wi TE {wi}U {vi} (i 一 1 ;站 
设 Wo 为 由 {Wi, Vi}ic1,.. 生成 的 子 空间 ， 令 
Vi = {v EV|g(v, W) =0), 


显然 , 9 限制 在 W 上 是 非 退化 的 . 若 wu e Wn, 则 g(w,W) = 0, 即 可 推 
出 w= 0, 这 表明 Wn Ve = 0. 另 一 方面 , 若 z 是 VV 中 任 一 元 素 , 作 


i 1 
8 一 Z 一 》 9g(zioiui 二 >》 9g(ziau)ui 
t=1 


i=1 


则 
g(Yy, Wi) = g(z, Wi) + gz, Wi)g(vVi, Wi) = 0, 


g(Yy, Vi) = g9(2, Vi) — g9(T, Vi)g(Wi, Vi) = 0, 
因此 ye Wi. 但 


尝 了 
T=Yy+ >》 9g(z， Vi) Ui 一 > 9g(z， Wi ) Di, 
i=1 i=1 


故 V= Ww 十 Wi, 从 而 V= W@W. 假定 g 在 上 的 限制 为 零 , 则 定理 已 得 
证 . 若 g 的 限制 不 等 于 零 , 则 可 找到 wj41,v;41 € 加, 使 
9g(uj+l) Vi+1) = 1 = —g(vVj+1, Wi+1): 
不 断 做 下 去 , 便 可 找到 我 们 所 需要 的 基 . 口 
注 上 述 定 理 也 可 以 用 和 矩阵 方法 证 明 , 参见 $ 8.1 习题 6. 


推论 10.4.1 数 域 区 上 的 反对 称 阵 的 秩 必 是 个 偶数 , 且 它 的 行列 式 等 于 区 
中 某 个 元 素 的 平方 . 

推论 10.4.2 数 域 区 上 的 两 个 n 阶 反 对 称 阵 合同 的 充分 必要 条 件 是 它们 具 
有 相同 的 秩 . 


定义 10.4.1 设 V 是 区 上 的 有 限 维 线性 空间 , 若 V 上 定义 了 一 个 非 退化 的 
交错 型 , 则 称 了 是 一 个 辛 空间 . 
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由 推论 10.4.1 知道 辛 空间 的 维 数 总 是 偶数 , 且 由 定理 10.4.1 可 知 任 一 n 维 辛 
空间 总 有 一 组 基 {wi, v1, U2, V2,… ,Ur, vr}, 使 g 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩阵 为 分 块 
对 角 阵 : 

diag{S,S…… ,S}, 


其 中 n= 27, S 为 如 下 形状 的 二 阶 方 阵 : 


(9 


我 们 称 这 样 的 基 为 V 的 辛 基 . 在 辛 基 下 , 9 的 形式 十 分 简单 . 设 


也 一 Ql21 bv 十 aotuo2 bod Aart brv;, (10.4.2) 
Y=awit+ hv tat bv 二 Ar + bvr, (10.4.3) 

则 
g(x,Yy) = a101 一 ad 十 ao 的 一 ab +arb, ab. (10.4.4) 


定义 10.4.2 设 了 是 一 个 辛 空 间 , yp 是 六 上 的 非 异 线性 变换 , 且 
gp(z))P(V)) = g(r, 2) 
对 一 切 wz,y ET 成 立 , 则 p 称 为 VV 上 的 一 个 辛 变换 . 
辛 变换 有 下 列 性 质 . 


定理 10.4.2 设 V 是 数 域 区 上 的 辛 空 间 , 则 

(1) V 上 线性 变换 gp 是 辛 变换 的 充分 必要 条 件 是 yp 将 辛 基 变 为 辛 基 ; 

(2) 两 个 辛 变换 之 积 仍 是 辛 变 换 ; 

(3) 恒 等 变换 是 辛 变换 ; 

(4) 辛 变换 的 逆 变 换 是 辛 变换 . 

证 明 (1) 必要 性 是 显而易见 的 ， 现 设 yp 将 辛 基 变 为 辛 基 , 显然 p 非 
异 . 设 zy 如 (10.4.2) 式 及 (10.4.3) 式 所 示 . 又 由 = pu of = of(oi)， 
则 {a ol 构成 VV 的 一 组 辛 基 , 且 


PT) = aiU1 + bv + a2 十 Da02 十 :十 arat + brv’, 


PY) = aivw + ov + a + 0 二 + 十 aw + bw. 
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由 (10.4.4) 式 即 知 
9(P(zZ)P()) = gz, Y). 
(2) 和 (3) 由 (1) 即 得 . 
(4) 设 p-! 是 op 的 逆 变 换 , 则 
g(p (2), p(y)) = g(p(p (7)), (p(y))) = g(z,y). 
故 p-: 也 是 辛 变换 . 口 


辛 空 间 上 的 几何 学 称 为 辛 几 何 . 辛 几何 近年 来 发 展 很 快 , 并 在 数学 、 力 学 及 其 
他 学 科 中 有 重要 的 应 用 . 


怀 是 10.4 


1. 证 明 下 面 两 个 反对 称 阵 在 有 理 数 域 上 合同 : 


0 和 ”一 此 汉 0 1 0 0 
六 和 -2 0 4 -2 ,B= -1 0 0 0 , 

1 一 和 1 0 0 0. 1 

-3 2 -1 0 0 0 -1 0 


并 求 出 C, 使 B=0’4C. 


2. 设 V 是 辛 空间 , p 是 V 上 的 辛 变换 , 称 yp 在 一 组 辛 基 下 的 表示 矩阵 为 辛 矩 阵 . 令 


A= diag{S,S,… ,5S}, 


sr 人 


求证 : n(n = 27) 阶 方 阵 全 是 辛 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 


其 中 有 7 个 S 且 


TAT=A. 


3. 证 明 : 辛 变换 的 行列 式 值 之 平方 等 于 1. 
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S 10.5 ”对 称 型 与 正 交 几何 


设 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 9 是 V 上 的 对 称 型 . 取 V 的 一 组 基 {el,e>， 
…, en}, 9 在 这 组 基 下 的 表示 和 矩 阵 为 4, 则 4 是 对 称 阵 . 若 


2 一 XI1el 十 Oo2e2 二 十 Tnen, 


则 
9(z,Z) (Zz1, Z2， SE ,Tn) A(T1, 72， ph J )s 


这 时 我 们 得 到 了 一 个 Y 上 的 二 次 型 . 反 过 来 , 若 f 是 V 上 的 二 次 型 , 定义 
ol) =3[f(e + -f(z) -f(y)]. 
在 基 {ei,e2,… ,en} 下 , 二 次 型 f 相伴 的 对 称 阵 设 为 A. 假定 
T=TI1E1+ T2262 二 TTnen, Y= Viel Yet + Ynen, 
an 有 分 别 是 2, y 在 给 定 基 下 的 坐标 向 量 , 妈 
Qo = (2172 ,Ln), B= (YY , Yn)’, 
则 
oz,y) = 3l(e +B)A(a+B) -a Aa -pA8| 
[eAa +BAB+BAa+aAB-a'Aa— B48| 


[S| 


(a AB+B'Aa). 
但 因为 4 是 对 称 阵 , a'/4B = B'Aa, 故 
g(z,Yy) = g9(y, 2) = 0 AB. 


显然 , 9 是 上 上 的 对 称 型 . 从 这 里 可 以 看 出 , 对 称 型 与 二 次 型 是 等 价 的 . 在 这 个 意 
义 上 , 双 线 性 型 可 以 看 成 是 二 次 型 的 推广 . 

我 们 已 经 知道 , 任 一 玉 上 的 对 称 阵 必 合同 于 玉 上 的 对 角 阵 . 因此 , 车 g 是 VV 
上 的 对 称 型 , 必 存 在 V 的 一 组 基 , 使 g 的 表示 算 阵 为 


diag{bi1,:.: ,br;0,... ,0} (b; # 0). 
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这 组 基 称 为 Y 的 正 交 基 . 

欧 氏 空间 的 内 积 实际 上 就 是 一 个 正定 对 称 型 . 若 一 个 线性 空间 V 上 定义 了 一 
个 非 退 化 的 对 称 型 , 则 V 上 的 几何 学 称 为 正 交 几 何 学 . 正 交 几何 是 欧 氏 几何 的 推 
广 . 我 们 下 面 来 研究 正 交 几何 学 中 的 一 些 基本 结论 . 

定义 10.5.1 设 甩 (=12) 是 有 限 维 线性 空间 , gi (i 二 1,2) 是 VW 上 非 退 化 
的 对 称 型 . 若 存 在 Vi 全 你 的 线性 同 构 m, 使 


g2(7(2), 7(Y)) = 91(7,Yy) 
对 一 切 Z,Yy € Vi 成 立 , 则 称 是 Wi 一 人 W 的 保 距 同 构 . 特别 , 当 VI=W=V， 
91 二 92 二 9 时 , 则 mm 称 为 (V,g) 上 的 一 个 正 交 变换 . 


定理 10.5.1 设 V 是 数 域 区 上 的 有 限 维 线性 空间 ,g 是 V 上 非 退 化 的 对 称 
型 ， 则 

(1) V 上 两 个 正 交 变换 之 积 仍 是 正 交 变 换 ; 

(2) V 上 恒 等 映 射 是 正 交 变换 ; 

(3) V 上 正 交 变换 的 逆 变 换 也 是 正 交 变换 . 


证 明 用 正 交 变换 的 定义 即 可 一 一 验证 . 口 
给 定 w EV 且 g(w,w) 天 0, 构造 下 列 映射 5S,: 


2g(z, u) 


Su(Z) 一 g(u, wu) 


我 们 有 


29(z,z，，_ 2g(o ao) ， 
可 ) 
2g(y, u) 


= 9g(z,2) lu a Oi 


g(z 


g(Su(T), Su(y)) 


2g(z, u) 
g(u, u) 


= g(x,Yy). 


4g(z, u)g(y, u) fo 


g(w,Yy) 十 7 


因此 S,, 是 正 交 变换 . 显然 有 Su(w) = 一 wu. 又 车 ww 上 wv, 则 Si(v) = v. S 称 
为 Y 上 的 镜像 变换 , 它 把 w 映 为 -ww, 而 一 切 与 w 正 交 的 向 量 保持 不 动 . 由 此 不 
难 验证 5S2 = 了 , 即 S,, 是 一 个 对 合 . 
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由 § 9.4 习题 8 知道 , n 维 欧 氏 空间 中 任 一 正 交 变换 均 可 表示 为 不 超过 n 个 镜 
像 变 换 之 积 . 在 正 交 几何 中 , 上 述 结论 依然 成 立 , 这 就 是 下 面 的 Cartan-Dieudonné 
定理 . 证 明 这 个 定理 需要 进一步 引入 正 交 几何 学 中 的 一 些 概念 和 结论 , 因此 在 这 里 
我 们 就 不 给 出 相应 的 证 明了 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [4]. 

定理 10.5.2 设 V 是 数 域 区 上 的 nn 维 线性 空间 ,g 是 了 上 非 退 化 的 对 称 型 . 
若 刀 是 上 的 正 交 变换 , 则 1 可 以 表示 为 不 超过 n 个 镜像 变换 之 积 . 

正 交 几何 有 许多 与 欧 氏 几何 相仿 的 性 质 , 但 也 有 一 个 明显 的 不 同 . 在 欧 氏 空间 
中 , 任 一 非 零 向 量 不 能 与 自身 垂直 , 但 在 正 交 几何 中 这 是 可 能 的 . 

定义 10.5.2 设 V 是 有 限 维 线性 空间 , 9 是 上 上 非 退化 的 对 称 型 . 若 吕 是 V 
中 的 非 零 向 量 , 且 g(uw,u) = 0, 则 称 v 是 上 的 一 个 迷 向 向 量 . 含有 迷 向 向 量 的 
子 空 间 称 为 迷 向 子 空间 , 不 含 任何 迷 向 向 量 的 子 空间 称 为 全 不 迷 向 子 空间 . 若 一 个 

空间 的 非 零 向 量 全 是 迷 向 向 量 , 则 称 之 为 全 迷 向 子 空间 . 

一 个 二 维 线性 空间 若 带 有 一 个 非 退 化 的 对 称 型 且 含 有 迷 向 向 量 , 则 称 之 为 双 
曲 平面 . 对 双 曲 平面 有 如 下 基本 结论 . 

定理 10.5.3 (1) V 是 双 曲 平面 的 充分 必要 条 件 是 VV 有 一 组 基 {tw,v}, 适合 
条 件 : 

g(u, 4) = g(v, v2) = 0, 
g(u,v) = g(v,u) = 1, 
即 g 在 这 组 基 下 的 表示 撼 阵 为 
Qf 1 
1 0 人 


(2) 任何 两 个 双 曲 平面 臂 保 距 同 构 ; 
(3) 任何 一 个 双 曲 平面 有 且 只 有 两 个 一 维 的 全 迷 向 子 空 间 . 
证 明 (1) 设 V 是 双 曲 平面 , 则 存在 w 关 0, g(w,w) = 0. 因为 9 是 非 退化 的 ， 
故 存在 vo € V,, 使 g(w,v0) 寺 0. 显然 wu wo 线性 无 关 , 故 fw, wo} 构成 V 的 一 组 
基 . 不 失 一 般 性 , 可 令 g(w, vo) = 1 (否则 在 wo 上 乘 一 个 常数 ). 又 车 k € 区 , 则 
g (kw + vo, kw + v0) = g(vo, v0) + 2k, 


令 v= vo 一 oo, Wo, 便 有 g(v,v) = 0, 而 这 时 仍 有 g(w,v) = 1. 因此 我 们 可 
以 找到 所 需要 的 基 . 逆 命 题 是 显然 的 . 
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(2) 由 (1) 可 设 两 个 双 曲 平面 分 别 有 一 组 基 {fu;v}， {w,v 人 适合 (1) 中 的 条 
件 , 作 线 性 映射 gp, 使 p(w) = w', p(v) = wv'. 不 难 验证 pw 是 保 距 同 构 . 
(3) 设 {w,v} 是 适合 (1) 中 条 件 的 一 组 基 . 对 任意 的 k,t € K, 
g(kw + tv, ku + tov) = 2kt, 


因此 kw 十 tw 为 迷 向 向 量 的 充分 必要 条 件 是 上 了 关 0, t= 二 0 或 k=0,t 关 0. 这 就 是 
说 , 分 别 由 ww,v 生成 的 子 空间 是 V 仪 有 的 两 个 全 迷 向 子 空间 . 口 

例 10.5.1 设 V 是 实数 域 上 的 四 维 空间 , 若 g 是 一 个 非 退化 的 对 称 型 且 其 
正 惯 性 指数 等 于 3, 则 称 (Vg) 是 一 个 Minkowski (闵可夫 斯 基 ) 空间 . g 在 VV 的 
适当 基 下 的 表示 矩阵 为 


DD ND ps 
[= | 
pt 

己 


0 一 1 

V 上 的 正 交 变换 称 为 Lorentz ( 洛 伦 益 ) 变换 , VV 中 的 迷 向 向 量 称 为 光 向 量 , V 中 
适合 g(Z,Z) > 0 的 向 量 了 称 为 空间 向 量 , 而 适合 g(Z,Z) < 0 的 向 量 z 称 为 时 间 
向 量 . Minkowski 空间 在 相对 论 中 有 重要 的 应 用 . 


S 


司 星 10.5 


1. 设 g 是 V 上 非 退 化 的 对 称 型 , p 是 V 上 的 正 交 变换 , 求证 : det p = 土 1. 

2. 若 p 是 (Vg) 上 的 正 交 变换 且 det p = 1, 求证: yp 可 以 表示 为 偶数 个 镜像 变换 之 积 . 

3. 设 gp 是 (Vg) 上 的 线性 变换 , p* 是 p 关于 9 的 对 偶 映 射 , 证 明 : yp 是 正 交 变换 的 充分 
必要 条 件 是 p*p = 工 . 

4. 设 V 是 双 曲 平面 , p 是 V 上 的 正 交 变 换 且 det p = 一 1, 求证 : p 必 是 镜像 变换 . 

5. 车 V=@:…@U, 且 Ui Uj(i 闯 站; 则 称 V 是 豆 的 正 交 和 , 记 为 

讲 短 和 和 二: 注 萄 . 

车 V= 研 1 上 .… 上 U= Vi 上 上.… 上 VW 且 存 在 保 距 同 构 7;: Ui 一 Vi(i==1,… ,7), 求证 : 存 
在 V 上 的 正 交 变换 w, 使 p 限制 在 每 个 U; 上 就 是 人 

6. 若 p 是 (V,g) 的 正 交 变换 且 Vi = {fz EeE Vyp(z) = z}, 求证 : 

dimV = dim Vi + dim(T — g)V. 
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复 司 蚜 十 


1. 车 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 (不 必 假 定 V 是 有 限 维 空间 ), f,g 是 其 上 的 非 零 线性 函 
数 , 求证 : 和 9 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 Ker f = Ker 9. 
2. 设 Y 是 数 域 KK 上 的 nn 维 线性 空间 , U 是 其 非 平 凡 子 空间 , 求证 : 必 存 在 V 上 有 限 个 线 
性 函数 有 = 1 了 使 
二 门 Ker fi. 


i=1 


3. 设 U,V 是 数 域 K 上 的 有 限 维 线性 空间 , U*,V* 分 别 是 它们 的 对 侦 空 间 . 求证 : 
Ue@V (Ue@V). 


4. 设 p 是 线性 空间 V (不 要 求 是 有 限 维 ) 上 的 线性 变换 且 yp? = yp, p* 是 yp 的 对 偶 变换 ， 
求证 : 
Imy” = (Ker p)-. 
5. 设 V 是 有 限 维 欧 氏 空间 , 对 任 一 固定 的 ww € V, (w, 一 ) 是 V 上 的 线性 函数 , 作 映 
射 _ 一 (4, 一 ), 证 明 : 这 是 一 个 站  V* 的 同 构 . 若 将 久 与 (ww, 一 ) 等 同 起 来 , 则 


(u,v) = (u,v), 
V 可 以 看 成 是 自身 的 对 偶 空 间 . 证 明 : V 上 的 线性 变换 gp 的 对 偶 就 是 o 的 伴随 . 


6. 设 U,V 是 区 上 的 线性 空间 , g 是 U 和 WV 上 的 非 退 化 双 线 性 型 , gp, 是 Y 上 的 线性 变 
换 . 证 明 : 

(1) (kp + yp)* = kgp* 十 1p 其 中 k,l € K; 

(2) (wp)” = pp”; 

(3) 车 p 是 V 的 自 同 构 , 则 gp* 是 U 的 自 同 构 , 此 时 (gp*)-! = (p11)*; 

(4) (9°)" = 9%. 

7. 设 h 是 三 维 线性 空间 V 上 的 非 零 交错 型 , 求证 : 存在 V 上 的 线性 函数 f,g, 使 对 任意 
的 xw,y EV, 有 

h(z,y) = f(z)g(y) — f(y)g(z). 

8. 设 g 是 n 维 实 线性 空间 V 上 非 退化 的 对 称 型 , 9 的 正 惯性 指数 为 p, 负 惯 性 指数 为 g. 

设 W 是 V 的 极 大 全 迷 向 子 空间 , 求证 : 
dim W = min{p, 9}. 
9. 证 明 Minkowski 空间 的 下 列 性 质 : 
(1) 任意 两 个 时 间 向 量 不 可 能 互相 正 交 ; 


(2) 任意 一 个 时 间 向 量 都 不 可 能 正 交 于 一 个 光 向 量 ; 
(3) 两 个 光 向 量 正 交 的 充分 必要 条 件 是 它们 线性 相关 . 
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一 元 多 项 式 环 , 210 

不 可 约 多 项 式 , 222 
素性 , 223 

互 素 , 218 

公 倍 式 , 215 

公 因 式 ( 公 因 子 ), 215, 217 
判别 式 , 255 

友 阵 , 287 

可 约 多 项 式 , 222 

因 式 分 解 定理 , 223 

多 项 式 函 数 , 228 
导数 , 225 

带 余 除法 , 213 
常数 多 项 式 , 209 
常数 项 , 209 

整除 , 211 

最 大 公 因 式 , 215, 217, 225 
最 小 公 倍 式 , 215, 225 


本 原 多 项 式 , 237 

标准 因 式 分 解 , 224 

根 (零点 ), 228 

k 重 根 , 228 

单 根 , 228 

次 数 , 209, 211 

相伴 多 项 式 , 213 

系数 , 209 

结 式 (Sylvester 行列 式 ), 252 

重 因 式 , 224, 225 

零 多 项 式 , 209 

零 次 多 项 式 , 209 

首 一 多 项 式 , 217 

首 项 (最 高 次 项 ), 209 
子 式 , 44, 140 

主子 式 , 107 

代数 余子 式 , 13, 45 

余子 式 , 12, 45 


蕊 氏 圆 盘 , 283 

戈 氏 圆 盘 第 一 定理 , 283 

戈 氏 圆 盘 第 二 定理 , 285 

连通 区 域 , 284 
数 域 , 114 

复数 域 , 114 

实数 域 , 114 

有 理 数 域 , 114 
数 环 , 114 

整数 环 , 114 
映射 , 180 

像 , 180 

单 映射 , 180 

原 像 ( 逆 像 ), 180 
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双 射 (一 一 对 应 ), 180 

变换 , 181 

复合 , 181 

恒 等 映射 , 181 

满 映射 , 180 

道 映射 , 181 
最 小 二 乘 解 , 425 
最 小 二 乘 问题 , 423 


特征 值 , 263 
度数 (几何 重 数 ), 273 
根子 空间 , 322 
特征 子 空间 , 263 
重 数 (代数 重 数 ), 273 
特征 向 量 , 263 
完全 特征 向 量 系 , 273 
特征 多 项 式 , 264 
特征 矩阵 , 264 
矩阵 ,57 
入 -矩阵 (多 项 式 矩 阵 ), 291 
不 变 因子 , 301 
初等 和 -矩阵 ,291 
初等 变换 , 291 
可 逆 和 -矩阵 ,292 
带 余 除 法 , 293 
法 式 (相抵 标准 型 ), 298 
相抵 , 291 
和 矩阵 多 项 式 , 293 
行列 式 因 子 , 300 
Frobenius 块 , 306 
Frobenius 标准 型 , 306 
Hermite 矩阵 , 71, 358 
Jordan 块 , 314 


Jordan 标准 型 , 314 
上 三 角 阵 , 58 

下 三 角 阵 , 59 

不 变 因 子 , 302 
严格 对 角 占 优 阵 , 174 
主 对 角 线 , 58 
伴随 阵 , 73 

分 块 初等 变换 , 100 
分 块 初等 矩阵 , 100 
分 块 对 角 阵 , 96 
分 块 矩 阵 , 95 
列 分 块 , 99 
列 向 量 , 59 

列 满 秩 阵 , 199 
初等 因子 , 308 
初等 矩阵 ,84 
初等 行 ( 列 ) 变换 , 79 
单位 阵 , 58 
反对 称 阵 , 68 

可 对 角 化 矩阵 , 271 
可 逆 阵 , 71 
合同 , 340 

基础 矩阵 (初级 矩阵 ),，109 
复 正 规矩 阵 , 397 
奇异 值 , 414 

右 奇 异 向 量 , 414 
左 奇异 向 量 , 414 
奇异 阵 , 71 

实 正规 矩阵 , 397 
对 合 阵 , 76 
对 称 阵 , 68 
相伴 二 次 型 , 338 
对 角 阵 , 58 


窜 等 阵 , 76 

究 零 阵 , 76 
循环 矩阵 ,110, 288 
斜 Hermite 矩阵 ,71 
方 阵 , 58 

有 理 标 准 型 , 306 
极 小 多 项 式 , 278 
正 交 相似 , 390 

正 交 相 似 标准 型 
实 反对 称 阵 , 406 
实 对 称 阵 , 392 
实 正规 矩阵 , 405 
正 交 和 矩阵 , 405 
正 交 相抵 标准 型 , 417 
正 交 和 矩阵 ,384 
满 秩 阵 , 140 
相似 , 195 

全 系 不 变量 , 290 
相抵 (等 价 ), 80 
相抵 标准 型 , 81 
矩阵 分 解 

QR 分 解 , 386 
Cholesky 分 解 , 360 


半 正 定 阵 的 方 根 , 411, 427 


奇异 值 分 解 , 417 


极 分 解 (O05 分 解 , UH 分 解 ), 413 


矩阵 寡 级 数 , 329 
矩阵 序列 
发 散 , 328 
收敛 , 328 
矩阵 级 数 
发 散 , 329 
收敛 , 329 


索 


秩 , 138 
列 秩 , 136 
行 秩 , 136 

纯 量 阵 , 71 

行 分 块 , 99 

行列 式 因 子 , 302 

行 向 量 , 59 

行 满 秩 阵 , 199 

迹 , 110 

逆 阵 ,71 

酉 相似 , 390 

西 相似 标准 型 
Hermite 和 矩阵， 392 
复 正 规矩 阵 , 399 
斜 Hermite 和 矩阵, 400 
本 和 矩阵 ,399 

酉 矩阵 ,384 

镜像 阵 , 388 

阶梯 形 和 矩阵 ,82 

阶梯 点 , 82 

零 矩 阵 ，58 

非 奇 异 阵 ( 非 异 阵 ), 71 

顺序 主子 式 , 354 


纯 量 积 , 442 


Minkowski 空间 , 454 
Lorentz 变换 , 454 
光 向 量 , 454 
时 间 向 量 , 454 
相对 论 , 454 
空间 向 量 , 454 

交错 型 , 442 

反对 称 型 , 443 

向 量 左 ( 右 ) 垂直 , 443 


引 _ 461 


462 ”高 等 代数 学 (第 三 版 ) 


向 量 正 交 , 443 

对 称 型 , 442 
根子 空间 , 445 

正 交 几何 , 452 

保 距 同 构 , 452 

全 不 迷 向 子 空间 , 453 
全 迷 向 子 空间 , 453 
双 曲 平面 , 453 

正 交 变换 , 452 
正 交 和 , 454 
正 交 基 , 452 

迷 向 向 量 , 453 

迷 向 子 空间 , 453 
镜像 变换 , 452 
正 交 补 空间 , 445 
表示 矩阵， 443 

辛 几何 , 450 
辛 变 换 , 449 
辛 基 , 449 

辛 矩阵 ,450 

辛 空间 , 448 

线性 方程 组 

解 的 判定 定理 , 164 
解 的 结构 定理 , 168 
非 齐 次 线性 方程 组 , 165 
特 解 , 168 


相伴 齐 次 线性 方程 组 , 168 


齐 次 线性 方程 组 , 165 
基础 解 系 , 167 
解 空间 , 166 

线性 映射 , 182 
像 , 196 
单线 性 映射 , 182 


对 偶 映 射 , 433 
核 , 196 
满 线性 映射 , 182 
和 矩阵 乘法 诱导 的 线性 映射 , 182 
秩 , 197 
线性 函数 , 185 
线性 变换 , 182 

不 变 子 空间 , 202 

不 变 子 空间 上 的 限制 , 202 
可 对 角 化 线性 变换 , 271 
可 道 变换 ( 非 异 变 换 ); 187 
左 逆 变换 ( 右 逆 变 换 ), 206 
窜 等 变换 , 188 
循环 子 空间 , 321 

恒 等 变换 ，182 

极 小 多 项 式 , 278 

纯 量 变换 (数量 变换 ), 183 
自 同 构 , 182 

表示 矩阵, 193 
道 变 换 , 187 
线性 同 构 ( 同 构 ), 182 
维 数 公 式 , 198 
表示 矩阵 ,190 

限制 , 197 
零度 , 197 
零 映 射 ， 182 


线性 空间 , 120 


共 斩 空 间 , 185, 431 
列 向 量 空间 , 119 
向 量 空间 , 120 

基 , 133 
对 偶 基 , 432 

过 渡 矩 阵 ， 152 


复线 性 空间 , 121 

外 直 和 , 163 

实 线 性 空间 , 121 

对 偶 空 间 , 185, 431, 433 
无 限 维 线性 空间 , 133 
有 限 维 线性 空间 , 133 
线性 同 构 , 147 
线性 子 空间 , 157 

交 空间 , 158 

和 空间 , 158 

子 集 生成 的 子 空间 , 159 
直 和 , 161 

维 数 公 式 , 160 
维 数 , 133 

行 向 量 空间 , 119 

补 空间 , 175 


行列 式 , 12, 73 
Vander Monde 行列 式 , 32 
三 阶 行列 式 , 9 
二 阶 行列 式 , 3 
等 价 定义 , 43 


逆序 数 , 41 
降 阶 公式 , 102 
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